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Kapak Konusu: Sayma

Ayri Diisen Ciftler

Basak Ay* / aybasak79@yahoo.com

Tipik bir sayma proble-
mini ele alacagiz bu yazida: # tane cift
bir baloya davet ediliyor. Eslerin birbiriyle dans et-
medigi kag degisik eslesme vardir?

Ornegin n = 3 ise, ciftleri 1, 2, 3 diye numara-
landirip ¢ numarali ciftin kadin ve erkegine sirasiy-
la k;, e; diyelim. O zaman,

ki-ey, ky-e3, k3-eq ve kq-e3, ky-eq, k3-ey
olmak tizere iki degisik eslesme mumkiindiir. (k; ile
e; dans edemezler.) Bu iki eslesmeyi
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3 3 3 3

olarak gosterebiliriz. Bunlar1 da (gene sirasiyla)
(123) ve (132)
olarak gosterebiliriz. Buradaki, 6rnegin, (123),
birinci kadin kq ikinci erkek e; ile,
ikinci kadin tictincu erkekle,
ticiinct kadin birinci erkekle
eslesecek (dans edecek) anlamina gelir.

Eger n = 1 ise, yani bir tek ¢ift varsa boyle bir
eslesme olamaz elbette. Eger n = 2 ise bu ozelligi
saglayan sadece bir tek eslesme olabilir: Her ¢iftin
erkegi diger ciftin kadiniyla dans eder.

Simdi 7 = 4 olsun. Ciftlerin birbirleriyle eslesti-
rilmedikleri eslesmeleri teker teker yazalim:

(1234), (1243), (1324)
(1342), (1423), (1432)
(12)(34), (13)(24), (14)(23).
Bu sefer toplam 9 esleme bulduk. Ornegin (1234),
birinci kadin ikinci erkekle,
ikinci kadin tictincu erkekle,
ticiinct kadin dordincii erkekle
dordiincu kadin birinci erkekle
eslesecek anlamina gelir. Ote yandan (12)(34),
birinci kadin ikinci erkekle,
ikinci kadin birinci erkekle,
ticuincu kadin dorduncu erkekle
dordunci kadin tglincii erkekle
eslesecek anlamina gelir.

“ Florida Atlantik Universitesi doktora 6grencisi.
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Her cifte yukardaki gibi bir say1 verirsek ve
fi) =
esitligini, “i sayil ciftin kadini, j sayih ciftin
erkegiyle eslesecek” olarak yorumlarsak, o zaman,
1,2, ..,n}
ktimesinin, her i = 1, 2, ..., n sayisi igin,
fli) =i
kosulunu saglayan f eslesmelerinin (yani birebir ve
orten fonksiyonlarinin) sayisini bulmak istedigimiz
anlagilir.

{1, 2, ..., n} kimesinin eglesmeleri Sym(#) ola-
rak simgelenir. Sym(#)’nin toplam #! tane elemani
vardir. Ornegin Sym(5)’in

S!=1x2x3%x4x%x5=120
tane elemani vardir. Iste bu elemanlar:

¢ Ozdeslik fonksiyonu: Ids. Bu eslesme her sa-
yiy1 kendisine gotiiriir.

® (12) eslesmesi: 1’i 2’ye, 2’yi 1’e gotiriir; ama
3 ve 4’u yerlerinden oynatmaz. Buna benzer (13),
(14), (15), (23), (24), (25), (34), (35) ve (45) esles-
meleri de vardir. Goruldugi gibi bu tiirden toplam
10 tane vardir. Ug say1 sabitlediklerinden bu tiir es-
legmelerle ilgilenmiyoruz.

® (123) eslesmesi: 1’i 2’ye, 2’yi 3’e, 3’ti 1’e go-
tiiriir ve 4’4 sabitler. Buna benzer, (124), (125),
(132), (134), (135), (142), (143), (145), (152),
(153), (154), (234), (235), (243), (245), (253),
(254), (345) ve (354) olmak iizere toplam 20 tane
eslesme vardir. Iki say1 sabitlediklerinden bu tiir eg-
lesmelerle ilgilenmiyoruz.

® (1234) eslesmesinin ne yaptigi artik belli ol-
mus olmali. Bu eslesme 5’1 sabitler. Bu tiirden top-
lam

5
[4]x3!:5><6:30

tane eslesme vardir. Bir say1 sabitlediklerinden bu
eslesmelerle de ilgilenmiyoruz.

® (12345) tiirinden 4! = 24 tane vardir. Bunlar
hi¢ say1 sabitlemediklerinden bu eglesmeler bizim
istedigimiz tiirden; bunlarla ilgileniyoruz.

¢ Gelelim (12)(345) tiiriinden eslesmelere...
Bunlardan,
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247

tane eglesme vardir. Bunlar da hi¢ say1 sabitlemezler,
yani bu eglesmeler bizim aradiklarimizdan.
e Son olarak, (12)(34) tiiriinden

322 10x3/2 15
2\ 2] e

tane eslesme vardir. Bunlar bir say1 sabitlediklerin-
den, bunlarla da ilgilenmiyoruz.

Toplam,
1+10+20+30+24+20+15=120=235!
tane eslesme bulduk; olmasi gerektigi kadar. Ama
bu 120 eslesmenin sadece 24 + 20 = 44 tanesi (sade-
ce (12345) ve (12)(345) turtinden olanlar) hi¢ kim-
senin kendi egiyle dans etmedigi bir eslesme veriyor.

Simdi 7 = 6 ise bu tiirden kag eslesme oldugu-
nu hesaplayalim:
* (12)(34)(56) tiriinden

HHH.

3! 6
tane vardir. (Neden 3Ve boldugiimiizii anladiniz
mi1? Yoksa (12)(34)(56) eslestirmesini 3! kez say-
mis olurduk.)
¢ (123)(456) turunden

6 2 3 2
XLX X
3 3 _20x2x1x2

2! 2
tane eslesme vardir.
® (12)(3456) turinden

6
(2]x3!:15><6 =90

tane eglesme vardir.
® (123456) turiinden 5! = 120 tane vardir.
Digerlerinin hepsi en az bir say1 sabitledigin-
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den bagka da yoktur. Boylece ciftlerin birbirleriyle
dans etmedigi toplam 15 + 40 + 90 + 120 = 265 eg-
lesme buluruz.
Bulduklarimizi yazalim:

n =1 icin 0 eglesme

n =2 icin 1 eslesme

n = 3 icin 2 eglesme

n =4 igin 9 eglesme

n =5 icin 44 eglesme

n = 6 icin 265 eslesme.
0,1,2,9, 44, 265, ... Tuhaf bir dizi. Formiili bu-
lana agkolsun! Formulu degil ama bir sonraki
say1y1 bulacagiz! Bunu nasil becerecegimizi okuyan
gorecektir.
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Matematik. Matematige baglayalim. Her i = 1,
..., 71 SQYISI ICIN,
A; = {o € Sym(n) : (i) = i}
olsun; yani A;, #’yi sabitleyen eslesmeler kiimesi.
Demek ki,
Sym(n) \ ;1 A
kiimesinin eleman sayisint bulmak istiyoruz. Dola-
yisiyla,
Uil14;
kiimesinin, yani
AU .. UA,
kiimesinin eleman sayisini1 bulmamiz yeterli olacak.

Her bir 7 i¢in A; kiimesinin eleman sayisin1 bul-
mak oldukea kolay: A/ nin elemanlarmin #’yi 7’ye go-
turdiiklerini bildigimizden, bu elemanlart 7 — 1 ele-
manlh {1, 2, ..., #} \ {i} kiimesinin eslesmeleri olarak
gorebiliriz. Bunlardan da (z — 1)! tane oldugundan,

|Ajl = (n—1)!
dir.
Aynen yukarda oldugu gibi, eger i #j ise,
A; A = (- 2)!

dir, ¢iinkii A; N A; kiimesinin elemanlari 7 ve j say1-
larini sabitleyen eglesmeler oldugundan, bu eglesme-
leri # — 2 elemanh {1, 2, ..., n} \ {7, j} kiimesinin eg-
lesmeleri olarak gorebiliriz ve bunlardan da (1 — 2)!
tane vardir.

Genel olarak, eger iy, ..., i, € {1, 2, ..., n} bir-
birinden degisik k sayiysa,

|Al~1 NN Aik| =(n—-k)!
dir.

Demek ki A NN Ay kiimelerinin eleman
sayilarin biliyoruz ve A; U ... U A, kiimesinin ele-
man sayisini bulmak istiyoruz.

Eger n = 2 ise bunu bulmak oldukca kolay:

|A1 U Ayl = [Aq] + 1Az — A1 N Ayl.

Eger n = 3 ise,

A1 L Ay U Azl = [Aq] + Ay + |A3]
= [A1 N Ayl = A1 N Ayl = AL N Ay
+ A1 N Ay N Asl

Bu formiilii # tane kiime i¢in genellestirebiliriz:

|A; U Ay U ... U A, sayisini bulmak icin

A, NN A
sayilarini toplayip cikaririz; eger k ciftse ¢ikarir,
tekse toplariz:

Uil Al =2 (FDRLIA AL A Ay
Yukardaki toplam her k = 1, ..., n ve birbirinden
degisik her iy, ..., i, € {1, 2, ..., n} sayilar1 i¢indir.
Ama daha 6nce JA; NN Al = (- k)! esitligini
bulmustuk. Demek ki,
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Uiet” Al = 2, (CDk* 1 = k).
Kag tane birbirinden degisik iy, ..., i, € {1, 2, ...
secebiliriz? Elbette,
n
i

tane. Demek ki formiilimiiz,
(‘”k”@‘” ~ k!

n!

(n—k)"

» 71}

|A1 u...uAn| = ZZ:l
seklini alir. Ama,
n

k
Dolayisiyla,

n!

m(i’l—k)‘z

J(n—k)!:

Simdi aradigimiz yamiti (yani birbiriyle egles-

_N\'"" k+1 7!

4] .U A, _Zkzl(—l) o

meyen eslestirme sayisini) bulmak igin bu sayiy1 7!
sayisindan ¢ikarmaliyiz. Iste aradigimiz formiil:

Formiilimiizii # = § icin sinayalim. Yukarda
R

2o

44 tane eslesme bulmustuk. Bakalim formiil kag
verecek? Eger sansl bir giniimiizdeysek ayni sonu-
cu bulmamiz gerekiyor:
5t5 stS
—_—— - — - — Y — ——
RO 102 3 4 s
=51-514+5x4%x3 - 5x4 + 5 -1
=120-120+60-20+5-1=44.
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Rastgele FEslestirme. Ciftleri rastgele esleyip
higbir esin birbiriyle dans etmeme olasiligini hesap-
layalim. # tane cifti #! bicimde eslestirebiliriz. Bu
n! eslestirmenin

k1

2o

tanesinde ciftler birbirleriyle dans etmiyorlar. De-
mek ki olasihgimiz,

n k7!

Lo

(=1) k
k! n o (=1)
= zk:o x

n!
dir.

Bu olasilik 6yle rastgele bir say1 degildir. Eger
n’yi sonsuza goturiirsek bu olasiigin Euler sabiti
adi verilen e sayisinin tersine yakinsadigini goriiriiz:

2onlo (=1)k/k! = 1/e.

Demek ki eger # biiyiik bir sayiysa, rastgele bir
eslestirmenin eglerden hicbirini digeriyle eslestir-
meme olasiigi asagi yukar1 1/¢’dir. Dolayisiyla,
buytik 7’ler icin, esleri birbirleriyle eslestirmeyen
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Yanhs Yontem Dogru Yanit!

“Herkesin kendi esi diginda bir es segme ola-
silig (1 — 1/n)’dir. Toplam 7 kisi olduguna gore,
istedigimiz durumun olasiligi (1 — 1/x#)" dir; bu
da sonsuzda 1/e’ye yakinsar” akil yuriitmesi
dogru yaniti verir ama yanhstir. Ciinkii olaylar
bagimsiz degildir: Eger A, B ile eslesmisse, C, B
ile eslesemez.

eslesme sayis1 asag1 yukari #!/e’dir. Ornegin, hesap
makinasiyla kolayca hesaplanacag: iizere,

4!/e = 8,829107 = 9

Sle ~44,14553 ~ 44

6!/e =~ 264,8732 ~ 265.
Gortldug gibi = 4, S ve 6 i¢in n!/e sayilar1 bizim
buldugumuz 9, 44 ve 265 sayilarina ¢ok yakinlar.

Eger n = 7 ise, 7!/e ~ 1864,112. Dolayisiyla »n

= 7 igin 1864 tane eslerin birbirleriyle eslesmedigi
eslesme oldugunu umut edebiliriz. Saymadan
o

2

saydigimizi farkettiniz mi?

Euler Sayisi

e sayis1 Euler sayis1 olarak bilinir. Aynen 7

gibi doganin bir sabitidir. Yaklagik degeri
e~2,718281828459045235

dir. Bu say1 matematikte bir¢ok degisik yerde

kargimiza ¢ikar. Bu da dogalliginin bir kanitidir.

Cok bilinen su esitlik bile bagh basina kay-

dadegerdir: Her x gercel (ya da karmasik) sayisi

icin,

eX =1 + x/1! + x2/2! + x3/3! + x4/4! + ...

Bu sayiya Euler sayist denmesinin nedeni Is-
vicreli tinlii matematik¢i Leonard Euler’dir. Her
ne kadar say1 Euler’den once biliniyorsa da, sa-
ymun temel 6zelliklerini iceren ¢ok kapsaml bir
makaleyi ilk yazan Euler’dir. Euler bu makale-
sinde metindeki

1-1/20 + 1/3! = 1/4! + ...

serinin ¢ e yakinsadigini gostermistir. Ayrica
gene ayni makalesinde De Moivre’nin tnlii

(cos x + i sin x ) = cos nx + i sin nx
formiiliinden faydalanarak

eiX = cos x + i sin x
esitligini gostermistir. Ayrica bu formilde x =
alarak, matematigin gelmis gecmis en giizel for-
miillerinden biri olarak nitelendirilen ve analizi
(e), geometriyi (m), cebiri (i) ve aritmetigi (—1)
bulusturan, gizemli
eim = -1

formiiliine dikkatimizi ¢cekmisgtir.




