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Tipik bir sayma proble-

mini ele alaca¤›z bu yaz›da: n tane çift

bir baloya davet ediliyor. Efllerin birbiriyle dans et-

medi¤i kaç de¤iflik eflleflme vard›r?

Örne¤in n = 3 ise, çiftleri 1, 2, 3 diye numara-

land›r›p i numaral› çiftin kad›n ve erke¤ine s›ras›y-

la ki, ei diyelim. O zaman,

k1-e2, k2-e3, k3-e1 ve k1-e3, k2-e1, k3-e2

olmak üzere iki de¤iflik eflleflme mümkündür. (ki ile

ei dans edemezler.) Bu iki eflleflmeyi

olarak gösterebiliriz. Bunlar› da (gene s›ras›yla)

(123) ve (132)

olarak gösterebiliriz. Buradaki, örne¤in, (123),

birinci kad›n k1 ikinci erkek e2 ile,

ikinci kad›n üçüncü erkekle,

üçüncü kad›n birinci erkekle

eflleflecek (dans edecek) anlam›na gelir.

E¤er n = 1 ise, yani bir tek çift varsa böyle bir

eflleflme olamaz elbette. E¤er n = 2 ise bu özelli¤i

sa¤layan sadece bir tek eflleflme olabilir: Her çiftin

erke¤i di¤er çiftin kad›n›yla dans eder.

fiimdi n = 4 olsun. Çiftlerin birbirleriyle eflleflti-

rilmedikleri eflleflmeleri teker teker yazal›m:

(1234), (1243), (1324)

(1342), (1423), (1432)

(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Bu sefer toplam 9 eflleme bulduk. Örne¤in (1234),

birinci kad›n ikinci erkekle,

ikinci kad›n üçüncü erkekle,

üçüncü kad›n dördüncü erkekle

dördüncü kad›n birinci erkekle

eflleflecek anlam›na gelir. Öte yandan (12)(34),

birinci kad›n ikinci erkekle,

ikinci kad›n birinci erkekle,

üçüncü kad›n dördüncü erkekle

dördüncü kad›n üçüncü erkekle

eflleflecek anlam›na gelir.

Her çifte yukardaki gibi bir say› verirsek ve

ƒ(i) = j

eflitli¤ini, “i say›l› çiftin kad›n›, j say›l› çiftin

erke¤iyle eflleflecek” olarak yorumlarsak, o zaman,

{1, 2, ..., n}

kümesinin, her i = 1, 2, ..., n say›s› için,

ƒ(i) ≠ i

koflulunu sa¤layan ƒ eflleflmelerinin (yani birebir ve

örten fonksiyonlar›n›n) say›s›n› bulmak istedi¤imiz

anlafl›l›r.

{1, 2, ..., n} kümesinin eflleflmeleri Sym(n) ola-

rak simgelenir. Sym(n)’nin toplam n! tane eleman›

vard›r. Örne¤in Sym(5)’in 

5! = 1 × 2 × 3 × 4 × 5 = 120

tane eleman› vard›r. ‹flte bu elemanlar:

• Özdefllik fonksiyonu: Id5. Bu eflleflme her sa-

y›y› kendisine götürür.

• (12) eflleflmesi: 1’i 2’ye, 2’yi 1’e götürür; ama

3 ve 4’ü yerlerinden oynatmaz. Buna benzer (13),

(14), (15), (23), (24), (25), (34), (35) ve (45) efllefl-

meleri de vard›r. Görüldü¤ü gibi bu türden toplam

10 tane vard›r. Üç say› sabitlediklerinden bu tür efl-

leflmelerle ilgilenmiyoruz. 

• (123) eflleflmesi: 1’i 2’ye, 2’yi 3’e, 3’ü 1’e gö-

türür ve 4’ü sabitler. Buna benzer, (124), (125),

(132), (134), (135), (142), (143), (145), (152),

(153), (154), (234), (235), (243), (245), (253),

(254), (345) ve (354) olmak üzere toplam 20 tane

eflleflme vard›r. ‹ki say› sabitlediklerinden bu tür efl-

leflmelerle ilgilenmiyoruz.

• (1234) eflleflmesinin ne yapt›¤› art›k belli ol-

mufl olmal›. Bu eflleflme 5’i sabitler. Bu türden top-

lam

tane eflleflme vard›r. Bir say› sabitlediklerinden bu

eflleflmelerle de ilgilenmiyoruz.

• (12345) türünden 4! = 24 tane vard›r. Bunlar

hiç say› sabitlemediklerinden bu eflleflmeler bizim

istedi¤imiz türden; bunlarla ilgileniyoruz.

• Gelelim (12)(345) türünden eflleflmelere...
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tane eflleflme vard›r. Bunlar da hiç say› sabitlemezler,

yani bu eflleflmeler bizim arad›klar›m›zdan.

• Son olarak, (12)(34) türünden

tane eflleflme vard›r. Bunlar bir say› sabitlediklerin-

den, bunlarla da ilgilenmiyoruz.

Toplam,

1 + 10 + 20 + 30 + 24 + 20 + 15 = 120 = 5!

tane eflleflme bulduk; olmas› gerekti¤i kadar. Ama

bu 120 eflleflmenin sadece 24 + 20 = 44 tanesi (sade-

ce (12345) ve (12)(345) türünden olanlar) hiç kim-

senin kendi efliyle dans etmedi¤i bir eflleflme veriyor. 

fiimdi n = 6 ise bu türden kaç eflleflme oldu¤u-

nu hesaplayal›m:

• (12)(34)(56) türünden

tane vard›r. (Neden 3!’e böldü¤ümüzü anlad›n›z

m›? Yoksa (12)(34)(56) efllefltirmesini 3! kez say-

m›fl olurduk.)

• (123)(456) türünden

tane eflleflme vard›r.

• (12)(3456) türünden

tane eflleflme vard›r.

• (123456) türünden 5! = 120 tane vard›r.

Di¤erlerinin hepsi en az bir say› sabitledi¤in-

den baflka da yoktur. Böylece çiftlerin birbirleriyle

dans etmedi¤i toplam 15 + 40 + 90 + 120 = 265 efl-

leflme buluruz.

Bulduklar›m›z› yazal›m:

n = 1 için 0 eflleflme

n = 2 için 1 eflleflme

n = 3 için 2 eflleflme

n = 4 için 9 eflleflme

n = 5 için 44 eflleflme

n = 6 için 265 eflleflme.

0, 1, 2, 9, 44, 265, ... Tuhaf bir dizi. Formülü bu-

lana aflkolsun! Formülü de¤il ama bir sonraki

say›y› bulaca¤›z! Bunu nas›l becerece¤imizi okuyan

görecektir.

Matematik. Matemati¤e bafllayal›m. Her i = 1,

..., n say›s› için,

Ai = {α ∈ Sym(n) : α(i) = i}

olsun; yani Ai, i’yi sabitleyen eflleflmeler kümesi.

Demek ki,

Sym(n) \ ∪i=1
n

Ai

kümesinin eleman say›s›n› bulmak istiyoruz. Dola-

y›s›yla,

∪i=1
n

Ai

kümesinin, yani

A1 ∪ ... ∪ An

kümesinin eleman say›s›n› bulmam›z yeterli olacak.

Her bir i için Ai kümesinin eleman say›s›n› bul-

mak oldukça kolay: Ai’nin elemanlar›n›n i’yi i’ye gö-

türdüklerini bildi¤imizden, bu elemanlar› n − 1 ele-

manl› {1, 2, ..., n} \ {i} kümesinin eflleflmeleri olarak

görebiliriz. Bunlardan da (n − 1)! tane oldu¤undan, 

|Ai| = (n − 1)!

dir.

Aynen yukarda oldu¤u gibi, e¤er i ≠ j ise,

|Ai ∩ Aj| = (n − 2)!

dir, çünkü Ai ∩ Aj kümesinin elemanlar› i ve j say›-

lar›n› sabitleyen eflleflmeler oldu¤undan, bu eflleflme-

leri n − 2 elemanl› {1, 2, ..., n} \ {i, j} kümesinin efl-

leflmeleri olarak görebiliriz ve bunlardan da (n − 2)!

tane vard›r.

Genel olarak, e¤er i1, ..., ik ∈ {1, 2, ..., n} bir-

birinden de¤iflik k say›ysa, 

|Ai1
∩ ... ∩ Aik

| = (n − k)!

dir.

Demek ki Ai1
∩ ... ∩ Aik

kümelerinin eleman

say›lar›n› biliyoruz ve A1 ∪ ... ∪ An kümesinin ele-

man say›s›n› bulmak istiyoruz. 

E¤er n = 2 ise bunu bulmak oldukça kolay:

|A1 ∪ A2| = |A1| + |A2| − |A1 ∩ A2|.
E¤er n = 3 ise,

|A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1| + |A2| + |A3|
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A2|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|.

Bu formülü n tane küme için genellefltirebiliriz:

|A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An| say›s›n› bulmak için

|Ai1
∩ ... ∩ Aik

| 
say›lar›n› toplay›p ç›kar›r›z; e¤er k çiftse ç›kar›r,

tekse toplar›z:

|∪i=1
n

Ai| = ∑i1, ..., ik
(−1)k+1 |Ai1

∩ ... ∩ Aik
|.

Yukardaki toplam her k = 1, ..., n ve birbirinden

de¤iflik her i1, ..., ik ∈ {1, 2, ..., n} say›lar› içindir.

Ama daha önce |Ai1
∩ ... ∩ Aik

| = (n − k)! eflitli¤ini

bulmufltuk. Demek ki,
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|∪i=1
n Ai| = ∑i1, ..., ik

(−1)k+1(n − k)!

Kaç tane birbirinden de¤iflik i1, ..., ik ∈ {1, 2, ..., n}

seçebiliriz? Elbette,

tane. Demek ki formülümüz,

fleklini al›r. Ama,

Dolay›s›yla,

fiimdi arad›¤›m›z yan›t› (yani birbiriyle efllefl-

meyen efllefltirme say›s›n›) bulmak için bu say›y› n!

say›s›ndan ç›karmal›y›z. ‹flte arad›¤›m›z formül:

Formülümüzü n = 5 için s›nayal›m. Yukarda

44 tane eflleflme bulmufltuk. Bakal›m formül kaç

verecek? E¤er flansl› bir günümüzdeysek ayn› sonu-

cu bulmam›z gerekiyor:

Rastgele Efllefltirme. Çiftleri rastgele eflleyip

hiçbir eflin birbiriyle dans etmeme olas›l›¤›n› hesap-

layal›m. n tane çifti n! biçimde efllefltirebiliriz. Bu

n! efllefltirmenin

tanesinde çiftler birbirleriyle dans etmiyorlar. De-

mek ki olas›l›¤›m›z,

d›r.

Bu olas›l›k öyle rastgele bir say› de¤ildir. E¤er

n’yi sonsuza götürürsek bu olas›l›¤›n Euler sabiti

ad› verilen e say›s›n›n tersine yak›nsad›¤›n› görürüz:

∑n=0
∞

(−1)k/k! = 1/e.

Demek ki e¤er n büyük bir say›ysa, rastgele bir

efllefltirmenin efllerden hiçbirini di¤eriyle efllefltir-

meme olas›l›¤› afla¤› yukar› 1/e’dir. Dolay›s›yla,

büyük n’ler için, eflleri birbirleriyle efllefltirmeyen

eflleflme say›s› afla¤› yukar› n!/e’dir. Örne¤in, hesap

makinas›yla kolayca hesaplanaca¤› üzere,

4!/e ≈ 8,829107 ≈ 9
5!/e ≈ 44,14553 ≈ 44

6!/e ≈ 264,8732 ≈ 265.

Görüldü¤ü gibi n = 4, 5 ve 6 için n!/e say›lar› bizim

buldu¤umuz 9, 44 ve 265 say›lar›na çok yak›nlar.

E¤er n = 7 ise, 7!/e ≈ 1864,112. Dolay›s›yla n

= 7 için 1864 tane efllerin birbirleriyle eflleflmedi¤i

eflleflme oldu¤unu umut edebiliriz. Saymadan

sayd›¤›m›z› farkettiniz mi? ♠
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Euler Say›s›
e say›s› Euler say›s› olarak bilinir. Aynen π

gibi do¤an›n bir sabitidir. Yaklafl›k de¤eri

e ≈ 2,718281828459045235

dir. Bu say› matematikte birçok de¤iflik yerde

karfl›m›za ç›kar. Bu da do¤all›¤›n›n bir kan›t›d›r.

Çok bilinen flu eflitlik bile bafll› bafl›na kay-

dade¤erdir: Her x gerçel (ya da karmafl›k) say›s›

için,

ex = 1 + x/1! + x2/2! + x3/3! + x4/4! + ... 

Bu say›ya Euler say›s› denmesinin nedeni ‹s-

viçreli ünlü matematikçi Leonard Euler’dir. Her

ne kadar say› Euler’den önce biliniyorsa da, sa-

y›n›n temel özelliklerini içeren çok kapsaml› bir

makaleyi ilk yazan Euler’dir. Euler bu makale-

sinde metindeki

1 − 1/2! + 1/3! − 1/4! + ... 

serinin e−1’e yak›nsad›¤›n› göstermifltir. Ayr›ca

gene ayn› makalesinde De Moivre’nin ünlü

(cos x + i sin x )n = cos nx + i sin nx

formülünden faydalanarak

eix = cos x + i sin x

eflitli¤ini göstermifltir. Ayr›ca bu formülde x = π
alarak, matemati¤in gelmifl geçmifl en güzel for-

müllerinden biri olarak nitelendirilen ve analizi

(e), geometriyi (π), cebiri (i) ve aritmeti¤i (−1)

buluflturan, gizemli

eiπ = −1

formülüne dikkatimizi çekmifltir.

Yanl›fl Yöntem Do¤ru Yan›t!
“Herkesin kendi efli d›fl›nda bir efl seçme ola-

s›l›¤› (1 − 1/n)’dir. Toplam n kifli oldu¤una göre,

istedi¤imiz durumun olas›l›¤› (1 − 1/n)n dir; bu

da sonsuzda 1/e’ye yak›nsar” ak›l yürütmesi

do¤ru yan›t› verir ama yanl›flt›r. Çünkü olaylar

ba¤›ms›z de¤ildir: E¤er A, B ile eflleflmiflse, C, B

ile eflleflemez.


