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Birinci Stirling Sayilar1. 12 ki-
siyi 3 yuvarlak masaya, her masada en az
bir kisi olmasi koguluyla kac degisik bigimde yerles-
tirebiliriz?

Sokaktaki matematikgi artik ogrencilik yillari-
nin sona erdigini, oysa bu tur sorularin 6grencile-
rin hayatin1 zehir etmek igin icat edildigini soyleyip
soruyu sorana bagka-isim-gliciim-mii-yok muame-
lesi ceker.

Ornegin iki masaya birer kisi koyup, geri ka-
lan on kisiyi tigincti masaya yerlestirebiliriz. Tabii
tek bagina oturacak o iki kisiyi degisik bigimlerde

5 12
(5)(8)(13106 122119 7 4) yerlesimi

(tam 66 degisik bi¢cimde; neden?) secebiliriz. Geri
kalan on kisiyi de tigiincti masaya degisik bicimler-
de oturtabiliriz.

Ya da her masaya, pispirik oynayacaklarmig
gibi dorder kisi yerlestirebiliriz; pigpirik oynayacak
dortlii gruplari degisik bicimlerde segebiliriz elbet;
ayrica herhangi dort kisilik bir grubu masanin et-
rafina degisik bigimlerde oturtabiliriz.

Asagidaki yerlesimler degisik yerlesimler olarak
algllanacak (kisilerin sag1 solu 6nemli olacak yani.)

Ama agagldakl §ek11dek1 yerle§1mler degisik al-
gilanmayacak.

1 4 3
4‘2 3‘1 2‘4
3 2 1
* [Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii ikinci sinif
Ogrencisi.

30

Sozin kisast masalarin yuvarlak olusu sonug-
suz degil, masalarin bast sonu yok. Ancak masanin
sag1 solu var. Ote yandan iki degisik masa arasin-
da ayrim gozetmiyoruz.

Dikkat ettiyseniz masalar arasinda ayrim go-
zetmiyoruz, ama kisiler arasinda ayrim gozetiyo-
ruz. Eger kisiler arasinda da ayrim gozetmeseydik,
sorumuzu 12 patatesi 3 ¢uvala kag degisik bicimde
koyabiliriz seklinde sorardik; ne de olsa patatesle-
rin ve ¢uvallarin kisilikleri yoktur. Yani kisilerin
numarasi var ama masalarin numarasi yok.

Genel soru su: n kisi k tane yuvarlak masaya,

her masada en az bir

1 1

kisi olmasi kosuluyla

ka¢ degisik big¢imde

yerlestirilir? s(n, k) ile

3 2 2

Ug kisi iki degisik bigimde
yuvarlak bir masaya yerlegebilir.
Demek ki s(3,1) =

gosterilen bu sayilara 3

Birinci Stirling Sayi-
lar: ad1 verilir. Amaci-
miz s(n, k) sayilarini kolayca hesaplayabilmek.
Her masada en az bir kisi olmas1 gerektigin-
den, kisi sayis1 masa sayisindan az olursa boyle bir
= 0’dir.
Dolayisiyla 0 < k < # kogullarinin saglandigini var-

yerlestirme yapilamayacagindan s(n, k)

sayabiliriz.

Sym(n) ile lliski

Her yerlesim (1 2)(3 4 5)(6 7)(8) gibi bir ya-
zilimla gosterilebilir. Ornegin, s(4, 2)’yi hesapla-
mak igin gu listeyi saymak gerekir:

(1)(2 3 4), (1)(2 4 3), (2)(1 3 4), (2)(1 4 3),

(3)(124),(3)(142), (4)(123), (4)(132),

(12)(34),(13)24),(14)2 3).
Dolayisiyla s(4, 2) = 11. Goruldugi gibi s(n, k),
Sym(#n) grubunda & ayrik dongiiniin ¢arpimi ola-
rak yazilan elemanlarin sayisidir. Dolayisiyla, bir
sonraki sayfada bir kez daha kanitlayacagimiz

Zk  S(1,R) =

formulu gecerlidir.
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Birka¢g Ozel Durum. Birka¢ kolay durumda
s(n, k) sayilarini bulalim.

Once hig¢ masa olmadigy, yani k£ = 0 durumunu
ele alalim.

Eger 0 kisi varsa, bu 0 kisinin hepsini birden 0
tane masaya tek bir bi¢cimde oturtabiliriz: Kimseyi
hicbir masaya yerlestirmeyiz olur biter! Bagka da
¢oziim yoktur. Demek ki s(0, 0) = 1. (Bu akil yurtt-
mede matematikten ziyade temel mantik var, anla-
mayan bu sikki gecebilir, o kadar onemli degil.)

Ote yandan eger en az bir kisi varsa, bu kadar
cok kisiyi 0 masaya yerlestiremeyiz. Demek ki 7 >
0 ise, s(r, 0) = 0.

Eger sadece bir tek masa varsa, yani k = 1 ise ya-
nit ne olacak? Herkesi bu tek masaya yerlegtirecegiz.
Bir numarali kisiyi masanin herhangi bir yerine yer-
lestirebiliriz (bos yerler arasinda bir ayrim yok.) Ge-
ri kalan 7 — 1 yere geri kalan # — 1 kisiyi yerlestire-
cegiz. Elbette (n — 1)! degisik bigimde yapabiliriz
boyle bir yerlegimi. Demek ki s(, 1) = (r — 1)! dir.

Eger k = n ise, yani masa sayist kigi sayisina
esitse, 0 zaman her masaya bir kisi yerlestirmek zo-
runda kaliriz, yani bir tek ¢oziim vardir. (Masalar
arasinda ayrim gozetmedigimizden tek bir yerlesim
vardir, yoksa yerlesim sayisi 7! olurdu.) Demek ki
s(n, n) = 1.

Simdi de masa sayisinin kisi sayisindan bir ek-
sik oldugu duruma bakalim: # kigi ve » — 1 masa
olsun. 7 de 1’den biiyiik olsun, ¢iinkii 7 = 1 sikkin-
da k =7 -1 =0 ve bu durumu yukarda halletmis-
tik. Ne bos bir masa ne de ayakta kalan birini gor-
mek istiyoruz. Demek ki masalardan birine (hangi-
si oldugu onemli degil) iki kisi oturacak, diger ma-
salara da birer kisi yerlestirecegiz. Onemli olan ay-
n1 masaya oturacak o iki kisiyi segmek; o iki kisi
secildiginde yerlesim plani kendiliginden ortaya ¢1-
kar. n kigi arasindan 2 kisi segecegiz.. Bunu

n| nn-1)
2] 2

degisik bicimde yapabiliriz.

s(n,2) =

Genel Durum. Genel durumu irdelemek igin, 7
kisi, birbirinden farksiz n masaya kag degisik sekil-
de oturabilir? sorusuna iki ayr1 yanit bulup yanitla-
r1 egleyecegiz. (Bu kez, ilk sorumuzun aksine bazi
masalar bos kalabilir.)

Birinci Yamit: # kisi 1 masaya s(n, 1), 2 masa-
ya s(n, 2) ve genel olarak 1 < k < # i¢in k masaya
s(n, k) farkl sekilde oturabilir. Oyleyse, doldur-
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duklari masa sayisini goéz 6niinde tutarak, # kiginin
7 masaya Zkﬁl s(n, k) degisik bigimde yerlesecek-
lerini buluruz. Birinci yaniti bulduk. Simdi ayni so-
ruya ikinci bir yanit bulalim.

Ikinci Yamit: Masalar birbirinden ayirt edileme-
diklerinden, birinci kisinin tek bir hamlesi var: Her-
hangi bir masaya oturmak. Ikinci kisi ya bog masa-
lardan birine yerlesecek (hangi bos masaya yerlesti-
gi onemli degil ¢iinkii masalar arasinda ayrim go-
zetmiyoruz) ya da birincinin oturdugu masaya (di-
yelim soluna, simdilik sag-sol 6nemli degil ama ya-
kinda onemli olacak) yerlesecek. Demek ki ikinci
kisinin iki degisik hamlesi var. Ugiincii kisinin ya-
pabilecegi hamleleri sayalim: ya bos bir masaya ge-
cecek ya birincinin hemen soluna oturacak ya da
ikincinin hemen soluna oturacak. Demek ki ti¢iin-
ctiniin toplam 3 hamlesi var. Doérdiinct kisi bog bir
masaya gecebilir ya da birincinin hemen soluna ge-
cebilir ya da ikincinin hemen soluna gegebilir ya da
tgunciiniin hemen soluna gegebilir. Dordunct ki-
sinin toplam 4 hamlesi var. Genel olarak k-inci ki-
sinin k& hamlesi var.

Demek ki 7 kisi 7 masaya #! bicimde oturabi-
lir. Ikinci yanit1 da bulduk.

Yukarda buldugumuz iki yaniti esleyelim:

z/eZl s(n, k) = n!
buluruz. Binom katsayilari arasinda da benzer bir
iliski vardir (bkz. sayfa 25):

]

Binom katsayilariyla ilgili

CHA

esitligini sayfa 25’te kanitlamigtik. Birinci Stirling

=2".

Sayilari i¢in de benzer bir esitlik vardir ve bu egit-
lik sayesinde degerini bildigimiz Birinci Stirling Sa-
yilarinit kullanarak yenilerini hesaplayabiliriz.

Teorem 1. n > k > 1 ise,

smyR)y=s(n-1,k—-1) + (n-1)s(n -1, k).

Kanit: # kisiyi k masaya, hicbir masa bog kal-
mayacak sekilde yerlestirecegiz. En son kisi olan
n’yi ele alalim. Iki ik var: Ya # tek bagina bir ma-
sada kalacak ya da bagkalariyla birlikte olacak.

Eger n numarali kisi bir masada tek baginaysa,
geri kalan k£ — 1 masaya »# — 1 kisi hi¢bir masa bog
kalmayacak sekilde yerlestirilmis demektir. Demek
ki bu sikta s(nz — 1, k — 1) secenek var.
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#’nin yalniz kalmamast igin 72 — 1 kisiyi s(n—1, k)
degisik bi¢cimde k masaya yerlestirmeli ve 7’yi kalan
n — 1 kisiden herhangi birinin hemen soluna oturt-
maliyiz, bunu yapmanin da elbette 7 — 1 yolu var-
dir. Demek ki # numarali kiginin yalniz kalmayaca-
g1 (n — 1)s(n — 1, k) kadar yerlesim bigimi vardir.

Boylelikle toplamda

sm=1,k=1)+ (n—-1)s(n-1, k)
tane yerlesim belirleyebiliriz. O

Teorem 1°i kullanarak Birinci Stirling Sayilari
icin de binom agilimlarindaki katsayilar1 gosteren
Pascal iicgeni gibi bir iiggen (Birinci Stirling Ucge-
nini) olusturabiliriz ve Birinci Stirling Sayilarini te-
ker teker bulabiliriz.
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Birinci Stirling Sayilari

1

0 1

0 1 1

0 2 3 1

0 6 11 6 1

0 24 50 35 10 1

0 120 274 225 85 15 1

0 720 1764 1624 735 175 21 1

:0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
: 040320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Birinci Stirling Sayilarimin Cebirsel Tanimu.
Nasil binom katsayilari (x + y)” polinomunun kat-
sayilariysa, Birinci Stirling Sayilar1 da bir polino-
mun katsayilaridir:

Teorem 2. Birinci Stirling Sayist s(n, k), n > 0 igin,
palx) =x(x+1) ...

polinomunda xFnin katsayisidir, yani,
Palx) =D slink)

Kanit: p,(x) polinomunda xk teriminin katsa-

(x+n—-1)

yist a,, , olsun, yani

Pnlx)= ZZ:() an,kxk

olsun. p,(x) = (x + n — 1)p,,_1(x) oldugundan, bu
polinomlar timevarimla kanita elveriglidirler.
Bundan yararlanip hesaplayalim:

pn(m:(x+n—1>pH<x>=(x+n—1)2,’:;(&:,171,@’e
—xz a,._ 1kx +(n— 1)2:;;an_1,kxk
e I RN R ) SRR
S e 1xk+(n—l)zz;;an_1’kxk

=du- 10+Z

k
(@p_t 1+ =D)ay_g p)x" +a,_q ,1x".

Herhangi iki polinomun esitligi, her k € Z i¢in
bu polinomlarin x* terimlerinin katsayilarinin esit
olmasi anlamina geldigine gore, 7 > 1 igin,

An, 0= 1,0

Ayn,n = -1, n-1
ve 0 < k < n iken,

Ak =1, k-1 % (n - 1)61,1,1’ k
dir.

Buldugumuz bu son iliski sayesinde a4 o ve a1 4
katsayilarindan hareketle tiim a,, ; katsayilarmi bu-
labiliriz. a; o = 0 ve ay ; = 1 esitlikleri de kolaylikla
bulunabilir.

Goriildiigii iizere, a,, , ve s(n, k) sayilart birbirle-
riyle ayni timevarimsal baglantiy1 saghiyorlar. Dola-
yistyla baslangi¢ kosullari aymiysa a,, , ve s(n, k) esit
olurlar. Nitekim &yle de: s(1, 0) = 0 = ay g ve s(1, 1)
=1 =a; 1. Demek ki s(n, k) = a,, , olmal. O

Yukardaki polinomu kullanarak, binom katsa-
yilar1 icin buldugumuz esitliklerin benzerlerini Bi-
rinci Stirling Sayilari igin de kanitlayabiliriz:

Eger yukardaki polinomda x = 1 alirsak, ilk
sayfada da (gri karede) kanitladigimiz

ZZ:1 s(n, k) =n!

esitligini bir kez daha buluruz. Eger x = -1 alirsak

Do C1 sl k) =

buluruz. x = 2 aldigimizda bulunacak esitligi oku-

n =2 icin

ra birakiyoruz.

Ikinci Stirling Sayilari. Birinci Stirling Sayila-
rindan sonra Ikinci Stirling Sayilan gelir. Bu sefer
n kisiyi her grupta en az bir kisi olacak sekilde k
gruba ayiracagiz. Boyle kag gruplagma vardir? Her
grup bir altkiime oldugundan, bunu # elemanl bir
kiimenin k tane ayrik ve bog olmayan altkiimeye
parcalanig sayis1 olarak gorebiliriz. Bu dagitimlarin
sayisina Ikinci Stirling Sayilar: denir ve bu sayilar
S(n, k) olarak simgelenir.

Ornek olarak S(4, 2)’yi bulalim. Dért eleman-
11 {1, 2, 3, 4} kiimesini iki ayrik ve bog olmayan alt-
kiimeye parcalayacagz. Iste bu parcalanislar:

{1}, {2, 3, 4}
2}, {3, 4}
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Toplam 7 tane buldugumuzdan, $(4, 2) = 7°dir.

Amacimiz S(n, k) sayilarim kolay bir bi¢imde
hesaplayabilmek. Ise gene kolay birkag¢ sonug bul-
makla baglayalim.

§(0, 0) = 1’dir: Eger kimse yoksa, bu kisileri (!)
tek bir bicimde 0 gruba ayirabiliriz, kimseyi hicbir
gruba sokmayiz olur biter! (Gene mantik yaptik!)
Ama eger n > 0 ise, S(n, 0) = 0’dir elbette.

Eger k = 1 ise tek bir parcalanig vardir, herkesi
tek grupta toplayalim. Dolayisiyla S(», 1) = 1’dir.

Eger k = n ise gene tek bir parcalanig vardir,
her grup bir kisiden tesekkil eder: S(n, ) = 1.

Eger k > n ise parcalayan kiimelerden en az bi-
ri bogkiime olmak zorunda olur; demek ki bu du-
rumda S(#, k) = 0. Bundan boyle k < # esitsizligini
varsayabiliriz.

Biraz daha ciddi sonuglara dogru yelken agma-
nin zamani geldi. S(7, # — 1)’i hesaplayalim. n» — 1
kiimeden birinde iki eleman, digerlerinde birer ele-
man olmali. # eleman arasindan aym gruba diige-
cek o iki elemani segecegiz; bunu kag degisik bi-
¢imde yapacagimiz1 biliyoruz:

n) nn-1)
2 2
S(n, 2)’yi de bulmak o kadar zor degil. Pargala-

S(n,n-1)=

yan kiimelerden birini sectik mi digeri belirlenir, ni-
tekim eger parcalayan kiimelerden biri A ise digeri
A’nin timleyeni olan A¢ kiimesi olmak zorundadir.
Ama burada A boskiime ya da tim kiime olamaz
(yoksa tumleyeni bos olur.) # elemanli bir kiimenin
27 tane altkiimesi oldugundan, A igin 27 — 2 sege-
negimiz var. Yalniz bir seye daha dikkat etmek ge-
rekiyor: (A, A€) parcalanigiyla (A¢, A) parcalanigi
ayni parcalaniglar. Demek ki 27 — 2 sayisimi ikiye
bolmemiz gerekiyor. Sonug: S(n, 2) = 271 — 1.
Birinci Stirling Sayilar1 ve binom katsayilari icin
yaptigimiz gibi Ikinci Stirling Sayilari igin de tiime-
varimsal bir iligki bulalim, boylece bu sayilari da ku-
cuiklerden baglayarak teker teker hesaplayabilecegiz.

Teorem 3. n >k 21 icin
S(n, k) =8S(n—-1,k-1) + kS(n -1, k)
esitligi gecerlidir.

Kanit: {1, 2, ..., n} kiimesi k altkiimeye tanim ge-
regi S(n, k) farkli yolla parcalanabilir. Bu parcalanis-
lardan, altkiimelerden birinin {#} oldugu tam
S(n — 1, k — 1) tane parcalanig vardir, ¢tinkii bu du-
rumda {1, 2, ..., n — 1} kimesini k& — 1 kiimeye par-
calamak zorundayiz. # elemaninin altkiimelerden
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birinde tek eleman olmadigi pargalaniglar ise
{1,2,...,n— 1} kiimesini k altkiimeye pargalayip #’yi
bu altkiimelerden herhangi birine eklemek yoluyla
elde edilebilir. Bunu yapmanin da kS(z — 1, k) yolu
var. Yani {1, 2, ..., n} kiimesi k altkimeye ayni za-
manda S(n -1, k — 1) + k S(n—1, k) degisik bi¢cimde

parcalanabilir. O
Ikinci Stirling Sayilari

S(0, k): 1

S(1,k): 0 1

S2,k: 0 1 1

S3,k: 0 1 3 1

S4,k: 01 7 6 1

SGS,k: 0 1 15 25 10 1

S6,k): 01 31 9 65 15 1

S(7,k): 0 1 63 301 350 140 21 1

S8, k): 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

S99, k): 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Simdi, Ikinci Stirling Sayilar1 igin cebirsel bir
tanim bulalim. x, 7 > 0 igin
gulx)=x(x-1) .. (x —n+ 1)
polinomunu tanimlayalim.

Teorem 4. n > 0 icin,
n
"= Sk ().

Kanit: Birinci Stirling Sayilar icin verdigimiz
benzer teoremdeki gibi diigtinecegiz. Su soruyu iki
degisik sekilde yanmitlayalim: » kisi kag¢ degisik bi-
¢cimde numaralandirdmigs x balona dagitilabilir? Bu
sefer orijinal sorumuzun tersine baz1 balonlarda 0
kisi olabilir. Ayrica balonlari numaralandirarak
her balona bir kisilik veriyoruz. Bu soruyu iki de-
gisik bicimde yanitlayacagiz.

Birinci yanit: Herkesin x secenegi olduguna go-
re, n kigi x” degisik bicimde x balona dagitilabilir.

Ikinci yamit: 7 kisinin x balondan k& tanesine bi-
neceklerini, diger balonlarin bog kalacagini diisii-
nelim. Balonlara daha sonra bindirmek tizere # ki-
siyi k gruba ayiralim. Bu gruplagsmayi S(#, k) degi-
sik bi¢cimde yapabiliriz. Simdi bu S(#, k) gruplas-
madan herhangi birini alalim. Birinci grup x balon-
dan birini sececek. Ikinci grup geri kalan x — 1 ba-
londan birini segecek, genel olarak k’inci grup geri
kalan x — k& + 1 balondan birini segecek. Demek ki
her gruplagmanin

x(x—1) .. (x—k+1)=qpx)
tane degisik binis sekli vardir. Bundan da k balo-
nun S(n, k)q,(x) degisik bicimde doldurulabilecegi
¢ikar. Dolayisiyla yanit
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Do Stk (x)

dir ve boylece teorem kanitlanmigtir. O

Stirling Sayilart Arasindaki Iliski. Birinci ve
Ikinci Stirling Sayilar1 arasinda beklenmedik bir
iligki vardir:

Teorem 5. m, n € Z icin,
1 egern=mise
6m,n = 0

olsun. O zaman

ZZ:O S(”a k)S(k,m)(—l)k — (_1)n8m .,

eger n#m ise

esitligi gecerlidir.
Kanit: 2 # n igin §,,, ,, = 0 oldugundan, bu du-
rumda,

D r SRSl =2 st RS(l,m)
esitligini gostermeliyiz.

Bir okulda 7 6grenci, m sinif ve k tane daire bi-
¢iminde masa olsun. Siniflar ve masalar arasinda bir
fark olmasin, her simif her sinifa ve her masa her ma-
saya benzesin. Her sinifta en az bir masa olacak ve
her masada en az bir 6grenci olacak bicimde kag de-
gisik masa dagitimi ve ogrenci yerlesimi yapilabilir?

Ogrencileri masalara s(r, k) bicimde yerlestire-
biliriz. Bu yerlestirmelerden birini yaptigimizda da-
ha 6nce aralarinda fark olmayan masalar birdenbi-
re Ogrenciler sayesinde kisilik kazanirlar. Bu kisilik
kazanmig k masay1 m sinifa higbir simif bos kalma-
yacak sekilde S(k, 72) biciminde yerlegtirebiliriz. De-
mek ki boyle bir masa dagitimi ve 6grenci yerlesimi
s(n, k)S(k, m) degisik bi¢cimde yapilabilir. Bu sayila-
r1 k tekken ve ciftken ayr1 ayri toplarsak, esit olduk-
larin1 gostermek istedigimiz toplamlar: buluruz.

Eger n > k > m esitlikleri saglanmazsa ya bazi
siniflar masasiz ya da bazi masalar 6grencisiz kala-
cagindan bu durumda s(n, k)S(k, m) = 0’dir. Dola-
yisiyla m > n ise istedigimiz esitligi elde ederiz.

Simdi 72 > m esitsizligini varsayalim. Ogrencileri
1’den #’ye kadar numaralandiralim. O zaman en az
bir sinifta birden fazla 6grenci olacakur. Bir sinifta
tek bagina bulunmayan en kiigiik numarali 6grenci
a olsun. @’yla ayni sinifta bulunan bir sonraki numa-
rali 6grenci b olsun. Demek ki a ile b ayni siniftalar,
a’dan kiigiik numaral 6grenciler tek baglarinalar ve
@’nin sinifinda numarasi a’yla b arasinda olan bagka
bir 6grenci yok. 1ki sik var: a ile b ya ayn1 masada
ya da ayr1 masalarda oturuyorlardir. Eger a’yla b
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ayr1 masalarda oturuyorlarsa, 6’nin masasini, b’nin
sagindaki kisi a’nin hemen sagina gelecek sekilde ve
oturus sirasini bozmadan oldugu gibi a’nin masasi-
na aktaralim. Eskiden &’nin oturdugu ve simdi bog
kalan masay1 da atalim. Boylece masa sayisi bir
azalir. Eger @’yla b ayni masalarda oturuyorlarsa, b
de dahil olmak tizere, b’nin solunda ve @’nin sagn-
da kalan ogrencileri bu sirayla yeni bir masaya ak-
taralim. Boylece masa sayisi bir artar. Bu iki islemin
birbirinin tersi olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Yani
birinin degistirdigini digeri geri degistirir. Masa sa-
yist 1 arttigindan ya da 1 azaldigindan, k tekse cift
olur, giftse tek olur. Bu da yukardaki esitligin dogru
oldugu anlamina gelir.

Simdi de m = n olsun. O zaman s(n, k)S(k, n)
sayilarindan sadece s(n, 7)S(n, n) sayis1 0 degildir:
s(n, n)S(n, n) = 1. Bu durumda esitlik ¢ok bariz. O

Ahgtirmalar

1. Her n, k > 0 tamsayilari igin, s(n, k) > S(n,
k) esitsizligini kanitlayin. Esitlik hangi durumda
gecerlidir?

2. Asagidaki formilleri kanitlayin. (Graham,
Knuth ve Patashnik, Concrete Mathematics.)
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