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Kapak Konusu: Sayma

Doguran Fonksiyonlar

Emine Sule Yazic1* / yazicisule@hotmail.com

Doguran fonksiyonlar,
bir anlamda ayrik matematikle siirekli
matematik arasinda koprii vazifesi gorurler ve uy-
gulamada cok ise yararlar.

Herbert S. Wilfin bir benzetmesine gore, do-
guran fonksiyonlar, sergilemek tizere sayi dizilerini
astigimiz ¢camagir ipleridir.

n, 0’la sonsuz arasinda degisirken (a,,),, dizisi-
nin doguran fonksiyonu

fx) = ag + apx + ax? + .. + ax" + ...

ya da daha tikiz bir ifadeyle,

flx) = 25 ga,x"
“bigimsel serisi” olarak tamimlanmistir. Burada,
“bigimsel” terimini, sonsuz toplamin bir say1 ya da
fonksiyon olmadigini, sadece “anlamsiz” bir ifade
oldugunu belirtmek icin kullaniyoruz. Bir bagka
ifadeyle, 2.7 (a,x" “toplami” analitik degil cebir-
sel hatta bigimsel bir ifadedir, dolayisiyla bu tur
ifadelerden sozederken serinin yakinsak olup ol-
madigini kontrol etmemiz gerekmez. Zaten, seride-
ki x bir say1 olmadigindan, serinin yakinsak olup
olmamasi s6z konusu bile olamaz.

MD-2004-II, sayfa 32-38’te ve gecen yazida
bunlardan “gii¢ serileri” adiyla s6zedilmisti, biz,
“doguran fonksiyon” terimini yegleyecegiz.

Bu sekilde tanimlanmug iki seri yalniz ve ancak
aymi katsay1 dizilerine sahip olduklarinda birbirine
esittirler, yani 2.7 oa,x" = 20 _ob,x" ise, her n igin
a, = b, dir. Ayrica bu seriler aynen polinomlar gi-
bi toplanip ¢arpilirlar.

Ornek 1. Basit bir 6rnek olarak, biitiin ele-

manlar1 1’den olusan (a,,),, = (1), dizisini ele ala-
lim, yani her # i¢in a,, = 1 olsun. (1),, dizisinin do-
guran fonksiyonu
flx)=1+x+x2+ .. +x"+ ...
dir.
(1-x)(1+x+x2+..+x7+..)=1
oldugundan, (1), dizisinin doguran fonksiyonu

1 — x polinomunun (bi¢imsel serisinin ya da dogu-
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ran fonksiyonunun demek daha dogru olabilir) ter-

sidir, dolayisiyla bu doguran fonksiyonu 1/(1 — x)
olarak yazabiliriz.
Benzer sekilde,
1-x+x2— ..+ (1) + .= 1/(1 + x)
T+x2+xt+ . +x2 4. =1/(1-x2)
1+2x +4x2+ ...+ 277 4 .= 1/(1 - 2x)
esitlikleri gosterilebilir.

Ornek 2. Bir diger ilging 6rnek olarak Fibonac-
ci sayilarini verebiliriz. Daha 6nce MD’de birkag
kez gordigiumiiz Fibonacci sayilarini amimsatalim:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...

Her Fibonacci sayis1 kendisinden 6nce gelen iki Fi-
bonacci sayisinin toplamidir. f,,, n-inci Fibonacci
sayisi olsun. Fibonacci sayilari asagidaki timeva-
rimsal iligkiyi saglarlar.

fo=0

fi=1

Jnir =T+ Fuq (n21).

Fibonacci sayilarina doguran fonksiyonlar

gozligiiyle bakarsak #-inci fibonacci sayisinin,
x

1—x—x2

fonksiyonunun gii¢ serisi agihmindaki, x” terimi-
nin katsayist oldugunu gorebiliriz. (Bkz. MD-
2004-11, sayfa 34).

Simdi doguran fonksiyonlarin sayma problem-
lerinde kullanimlarina birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 3. Once basit bir sayma problemiyle
baslayalim. {A, B, C} kiimesinden 4 harfli bir kom-
binasyon se¢mek istedigimizi varsayalim. A en faz-
la bir kere, B en fazla iki kere ve C de en fazla ¢
kere kullanilabiliyor olsun. Bu kisitlamaya uyan
sadece 5 degisik durumun

A, B, B, C,
B, B, C, C,
A, B, C, C,
B,C, C, C,
A C C,C
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oldugunu kolayca gorebiliriz. Bu kolay problemi
bir de doguran fonksiyonlar:1 kullanarak ¢ozelim.

Her harf i¢in, o harfin kag kez kullanilabildigi-
ni belirten bir polinom yazalim.

1 + A polinomu, A’nin 0 ya da 1 kez kullanila-
bilecegini belirtsin,

1 + B + B2 polinomu, B’nin 0, 1 ya da 2 kez
kullanilabilecegini belirtsin,

1+ C + C2 + C3 polinomu, Cnin 0, 1, 2 ya da
3 kez kullanilabilecegini belirtsin.

Simdi bu t¢ polinomu,

(1 +A)(1+B+B2)(1+C+C2+C3)
olarak carptigimizda, ¢arpimin agilimi, problem
kisitlamalarina uygun A, B ve C elemanlarini kul-
lanarak olugturabilecegimiz bitiin k elemanh kii-
meleri gosterir. Ornegin, acihmdaki AB2C2 terimi
icinde 1 tane A, 2 tane B ve 2 tane C olan 5 ele-
manl kiimeyi simgeler.

Bu ¢arpimin dordiincii dereceden terimleri,

AB2C, B2C2, ABCZ?, BC3, AC3
dir ve bu terimlerin her biri biraz énce buldugu-
muz beg ¢coziime tekabil eder.

Problem bizden bes degisik durumu teker teker
siralamamizi istemediginden kombinasyon sayisini
bulmak igin doguran fonksiyon olarak

(1 +x)(1 +2x+x2)(1 +x+x2+x3)
fonksiyonunu kullanmak daha ekonomik olacak-
tir. Bu fonksiyonun agilimi

1+ 3x + 5x2 + 6x3 + 5x* + 3x5 + x6

+0x7 + 0x8 + ...
polinomunu verir. Burada x# teriminin katsayisi-
nin problem kisitlamalarina uygun 4 elemanlh ku-
me sayisin (yani 5’1) verdigini goriiyoruz.

Eger A, B ve C harflerini ka¢ kez kullanacagimiz
konusunda bir kisitlama olmasaydi, o zaman, 1 + x
+x2 + x3 + ... gii¢ serisini kendisiyle ii¢ kez carpip, ya-
ni (1 +x + x2 + x3 + ...)3 iglemini yapip, 6rnegin bes
elemanli ka¢ kombinasyon oldugunu bulmak i¢in
carpimdaki x5°in katsayisina bakmamiz gerekirdi.

Ornek 4. Bu 6rnekte doguran fonksiyonlarin,
dizilerin z-inci terimi icin genel kural bulunmasin-
da nasil kullanildigini gormeye ¢aligalim.

Diyelim ki elimizdeki ay, a4, a,, a3, ... dizisi,

ap = 0

a1 =2a,+1(n=0)
iligkisini sagliyor. Doguran fonksiyonlari kullana-
rak bu dizinin #z-inci terimi icin genel bir formiil
bulacagz.
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Once dizinin ilk birkag terimini hesaplayarak
genel terimi tahmin etmeye ¢alisalim. Kolaylikla
hesaplanacagi tzere,

0,1,3,7,15, 31, ...

buluruz. Bunlar, 2’nin giiglerinden 1 eksik olan sa-
yilar. Bu asamada a,, = 2" — 1 esitligini tahmin ede-
bilir ve bu tahminimizi timevarimla kanitlayabili-
riz. Fakat biz ayni sonuca doguran fonksiyonlari
kullanarak ulagmak istiyoruz.

A(x) = 2,50 X"
olsun. Verilen iliskiden yararlanarak

ZnZO an+1xn = ZnZO (zan + 1)x"
esitligini elde ederiz. ag = 0 oldugundan esitligin sol
tarafi A(x)/x olarak yazilabilir. Esitligin sag tarafi,
2A(x) + 2,50 27 = 2A(x) + 1/(1 - x)
seklinde yazilabilir. Sonug olarak,
Alx)lx = 2A(x) + 1/(1 — x)

esitligini A(x) icin ¢ozdiglimiizde,

X
A= i~ 20

sonucuna ulasiriz. Simdi A(x)’in bu ifadesinin kis-
mi kesir agilimini kullanirsak,

x 2 1
A = = —
%) = i —2x) x|:1—2x 1—x}
_ ® sn.n_ NP n
—x[Zznzoz x o }
:ZOO (2n+1 _1)xﬂ+1 — ®© (2” _1)xn
n=0 n=1

buluruz. Artik x”’nin katsayisinin, yani a,’nin bu-
tin 7 > 0 igin 2”7 — 1 oldugu kolayca gortilebilir.

Verdigimiz orneklerde ¢oziimii nerdeyse hig is-
lem yapmadan da tahmin edebilirdik. Ama prob-
lemler ¢ok daha zorlagsa bile ayni yontem aymi ko-
laylikla uygulanip yanit bulunabilir. &




