
37

Matematik Dünyas›, 2005 Bahar

Do¤uran fonksiyonlar,

bir anlamda ayr›k matematikle sürekli

matematik aras›nda köprü vazifesi görürler ve uy-

gulamada çok ifle yararlar.

Herbert S. Wilf’in bir benzetmesine göre, do-

¤uran fonksiyonlar, sergilemek üzere say› dizilerini

ast›¤›m›z çamafl›r ipleridir.

n, 0’la sonsuz aras›nda de¤iflirken (an)n dizisi-

nin do¤uran fonksiyonu

ƒ(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ... 

ya da daha t›k›z bir ifadeyle,

ƒ(x) = ∑n=0
∞ anxn

“biçimsel serisi” olarak tan›mlanm›flt›r. Burada,

“biçimsel” terimini, sonsuz toplam›n bir say› ya da

fonksiyon olmad›¤›n›, sadece “anlams›z” bir ifade

oldu¤unu belirtmek için kullan›yoruz. Bir baflka

ifadeyle,  ∑n=0
∞ anxn “toplam›” analitik de¤il cebir-

sel hatta biçimsel bir ifadedir, dolay›s›yla bu tür

ifadelerden sözederken serinin yak›nsak olup ol-

mad›¤›n› kontrol etmemiz gerekmez. Zaten, seride-

ki x bir say› olmad›¤›ndan, serinin yak›nsak olup

olmamas› söz konusu bile olamaz.

MD-2004-II, sayfa 32-38’te ve geçen yaz›da

bunlardan “güç serileri” ad›yla sözedilmiflti, biz,

“do¤uran fonksiyon” terimini ye¤leyece¤iz. 

Bu flekilde tan›mlanm›fl iki seri yaln›z ve ancak

ayn› katsay› dizilerine sahip olduklar›nda birbirine

eflittirler, yani  ∑n=0
∞ anxn = ∑n=0

∞ bnxn ise, her n için

an = bn’dir. Ayr›ca bu seriler aynen polinomlar gi-

bi toplan›p çarp›l›rlar.

Örnek 1. Basit bir örnek olarak, bütün ele-

manlar› 1’den oluflan (an)n = (1)n dizisini ele ala-

l›m, yani her n için an = 1 olsun. (1)n dizisinin do-

¤uran fonksiyonu 

ƒ(x) = 1 + x + x2 + ... + xn + ...

dir.

(1 − x)(1 + x + x2 + ... + xn + ...) = 1

oldu¤undan, (1)n dizisinin do¤uran fonksiyonu

1 − x polinomunun (biçimsel serisinin ya da do¤u-

ran fonksiyonunun demek daha do¤ru olabilir) ter-

sidir, dolay›s›yla bu do¤uran fonksiyonu 1/(1 − x)

olarak yazabiliriz.

Benzer flekilde,

1 − x + x2 − ... + (−1)nxn + ... = 1/(1 + x)

1 + x2 + x4 + ... + x2n + ... = 1/(1 − x2)

1 + 2x + 4x2 + ... + 2nxn + ... = 1/(1 − 2x)

eflitlikleri gösterilebilir.

Örnek 2. Bir di¤er ilginç örnek olarak Fibonac-

ci say›lar›n› verebiliriz. Daha önce MD’de birkaç

kez gördü¤ümüz Fibonacci say›lar›n› an›msatal›m:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Her Fibonacci say›s› kendisinden önce gelen iki Fi-

bonacci say›s›n›n toplam›d›r. ƒn, n-inci Fibonacci

say›s› olsun. Fibonacci say›lar› afla¤›daki tümeva-

r›msal iliflkiyi sa¤larlar.

ƒ0 = 0

ƒ1 = 1

ƒn+1 = ƒn + ƒn−1 (n ≥ 1).

Fibonacci say›lar›na do¤uran fonksiyonlar

gözlü¤üyle bakarsak n-inci fibonacci say›s›n›n,

fonksiyonunun güç serisi aç›l›m›ndaki, xn terimi-

nin katsay›s› oldu¤unu görebiliriz. (Bkz. MD-

2004-II, sayfa 34).

fiimdi do¤uran fonksiyonlar›n sayma problem-

lerinde kullan›mlar›na birkaç örnek verelim.

Örnek 3. Önce basit bir sayma problemiyle

bafllayal›m. {A, B, C} kümesinden 4 harfli bir kom-

binasyon seçmek istedi¤imizi varsayal›m. A en faz-

la bir kere, B en fazla iki kere ve C de en fazla üç

kere kullan›labiliyor olsun. Bu k›s›tlamaya uyan

sadece 5 de¤iflik durumun

A, B, B, C,

B, B, C, C,

A, B, C, C,

B, C, C, C,

A, C, C, C
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oldu¤unu kolayca görebiliriz. Bu kolay problemi

bir de do¤uran fonksiyonlar› kullanarak çözelim.

Her harf için, o harfin kaç kez kullan›labildi¤i-

ni belirten bir polinom yazal›m.

1 + A polinomu, A’n›n 0 ya da 1 kez kullan›la-

bilece¤ini belirtsin,

1 + B + B2 polinomu, B’nin 0, 1 ya da 2 kez

kullan›labilece¤ini belirtsin,

1 + C + C2 + C3 polinomu, C’nin 0, 1, 2 ya da

3 kez kullan›labilece¤ini belirtsin.

fiimdi bu üç polinomu,

(1 + A)(1 + B + B2)(1 + C + C2 + C3)

olarak çarpt›¤›m›zda, çarp›m›n aç›l›m›, problem

k›s›tlamalar›na uygun A, B ve C elemanlar›n› kul-

lanarak oluflturabilece¤imiz bütün k elemanl› kü-

meleri gösterir. Örne¤in, aç›l›mdaki AB2C2 terimi

içinde 1 tane A, 2 tane B ve 2 tane C olan 5 ele-

manl› kümeyi simgeler.

Bu çarp›m›n dördüncü dereceden terimleri,

AB2C, B2C2, ABC2, BC3, AC3

dir ve bu terimlerin her biri biraz önce buldu¤u-

muz befl çözüme tekabül eder.

Problem bizden befl de¤iflik durumu teker teker

s›ralamam›z› istemedi¤inden kombinasyon say›s›n›

bulmak için do¤uran fonksiyon olarak

(1 + x)(1 + x + x2)(1 + x + x2 + x3)

fonksiyonunu kullanmak daha ekonomik olacak-

t›r. Bu fonksiyonun aç›l›m›

1 + 3x + 5x2 + 6x3 + 5x4 + 3x5 + x6

+ 0x7 + 0x8 + ...

polinomunu verir. Burada x4 teriminin katsay›s›-

n›n problem k›s›tlamalar›na uygun 4 elemanl› kü-

me say›s›n› (yani 5’i) verdi¤ini görüyoruz.

E¤er A, B ve C harflerini kaç kez kullanaca¤›m›z

konusunda bir k›s›tlama olmasayd›, o zaman, 1 + x

+ x2 + x3 + ... güç serisini kendisiyle üç kez çarp›p, ya-

ni (1 + x + x2 + x3 + ...)3 ifllemini yap›p, örne¤in befl

elemanl› kaç kombinasyon oldu¤unu bulmak için

çarp›mdaki x5’in katsay›s›na bakmam›z gerekirdi.

Örnek 4. Bu örnekte do¤uran fonksiyonlar›n,

dizilerin n-inci terimi için genel kural bulunmas›n-

da nas›l kullan›ld›¤›n› görmeye çal›flal›m. 

Diyelim ki elimizdeki a0, a1, a2, a3, ... dizisi,

a0 = 0

an+1 = 2an + 1 (n ≥ 0)

iliflkisini sa¤l›yor. Do¤uran fonksiyonlar› kullana-

rak bu dizinin n-inci terimi için genel bir formül

bulaca¤›z.

Önce dizinin ilk birkaç terimini hesaplayarak

genel terimi tahmin etmeye çal›flal›m. Kolayl›kla

hesaplanaca¤› üzere,

0, 1, 3, 7, 15, 31, ... 

buluruz. Bunlar, 2’nin güçlerinden 1 eksik olan sa-

y›lar. Bu aflamada an = 2n − 1 eflitli¤ini tahmin ede-

bilir ve bu tahminimizi tümevar›mla kan›tlayabili-

riz. Fakat biz ayn› sonuca do¤uran fonksiyonlar›

kullanarak ulaflmak istiyoruz.

A(x) = ∑n≥0 anxn

olsun. Verilen iliflkiden yararlanarak

∑n≥0 an+1xn = ∑n≥0 (2an + 1)xn

eflitli¤ini elde ederiz. a0 = 0 oldu¤undan eflitli¤in sol

taraf› A(x)/x olarak yaz›labilir. Eflitli¤in sa¤ taraf›,

2A(x) + ∑n≥0 xn = 2A(x) + 1/(1 − x)

fleklinde yaz›labilir. Sonuç olarak,

A(x)/x = 2A(x) + 1/(1 − x)

eflitli¤ini A(x) için çözdü¤ümüzde,

sonucuna ulafl›r›z. fiimdi A(x)’in bu ifadesinin k›s-

mi kesir aç›l›m›n› kullan›rsak,

buluruz. Art›k xn’nin katsay›s›n›n, yani an’nin bü-

tün n ≥ 0 için 2n − 1 oldu¤u kolayca görülebilir.

Verdi¤imiz örneklerde çözümü nerdeyse hiç ifl-

lem yapmadan da tahmin edebilirdik. Ama prob-

lemler çok daha zorlaflsa bile ayn› yöntem ayn› ko-

layl›kla uygulan›p yan›t bulunabilir. ♣
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