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1/(1 — X) gibi bir ifadeP bir

polinom degildir. Goriiniige bakilirsa bir

g serisi de degildir. Ama goriiniise aldanmamal.

Kolay bir hesapla anlagilacag tizere,
1T-X)1+X+X2+X3+X4+..)=1

dir, ¢tinkii bu ¢carpimda 1 disinda tiim X”’ler sade-

lesirler ve geriye sadece 1 kalir. Dolayisiyla,

1+X+X2+ X3+ X4+ ...
glc serisi (bir anlamda, ve giicli bir anlamda!)
1/(1 = X)’e esittir.

Soru. Bu yazida su soruyu sorup yanitlayaca-
g1z: (1 + X)172 de, aynen 1/(1 + X) gibi, bir giic se-
risi olarak ifade edilebilir mi? Daha matematiksel
bir ifadeyle

FX)2=1+X
esitligini saglayan bir f(X) gli¢ serisi var midir?

Once biraz hesapla yanitin “evet” oldugunu
gorecegiz. Ardindan f(X)’i bulacagiz. Yanitin
“evet” olmasi bash basina sasirtict da, 1 + X’in ka-
rekokiintin yani f(X)’in ifadesi - gorilecegi tizere -
cok daha sagirtici.

Hesap. Boyle bir f(X) giuc serisi varsa,
—f(X) de ayni denklemi sagladigindan, yukardaki
denklemin, eger varsa, en az iki ¢éziimii vardir.
Ikiden fazla da ¢oziimii olamaz, ciinkii,

f1X)? =1+ X = f(X)?
ise, (F1(X) = FXNAX) + f2(X) = F1(X)?2 -
f2(X)% = 0 ve gergel katsayih giig serileri bir tamlik
bolgesi olusturdugundan (bkz. MD-2003-I1, sf. 33
Teorem 1), ya f1(X) = f,(X) ya da f1(X) = —f2(X).

Simdi, f(X)2 = 1 + X denklemini saglayan bir
f(X) glig serisinin oldugunu varsayalim, f(X)’i

FX)=fo+ [1X+ X2+ .+ f, X"+ ..
olarak yazip f(X)% = 1 + X denkleminin saglanma-
st i¢in f,, katsayilarinin saglamasi gereken kosulla-
ra goz atalim.

Hemen f(X)’in karesini alalim:
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FXO2 =15+ 2fof1X + 2fof2 + FHIX2
+2(fof3 + f1f2)X3
+(2fofa+2f1f3+ [HX*
+2(fof s + f1fa+ f2f 3X° 5
+ (2fofe + 2f1fs + 2f2f 4 + f3)X6
+ ...

Demek ki f(X)2 = 1 + X esitliginin gegerli olmasi
icin yeter ve gerek kosul,

fi=1

2fof1=1

2fofy+ [T =0

2(fof3+ f1f2) =0

2fofs +2f1f3+f7=0

2fofs+ f1fa+ f2f3)=0 5

2fofe +2f1fs +2f2f4+ f3 =0

denklemlerinin f, f1, f2, f3, ... ¢oziimiiniin olma-
sidir. Sonsuz tane denklem ve bilinmeyen oldugu-
na dikkatinizi ¢ekerim. Daha da onemlisi, her
denklemde 6nceki denklemlerden sadece bir fazla
bilinmeyen olmasi. Bu, isimizi ¢ok kolaylastiracak.

Birinci denklemden baglayarak ¢ozmeye calisa-
lim. Birinci denklem fo2 =1 diyor. Bunun iki degisik
¢oziimii var: 1 ve —1. Ikisinden birini alalim, diyelim
fo = 1. Gorecegimiz tizere, bu secimden sonra geri
kalan denklemlerin tek bir f; ¢6ziimii olacak.

Gelelim ikinci denkleme: 2fyf{ = 1. Ama f =
1. Demek ki 2f; = 1 ve f{ = 1/2.

Sira ticiinctt denklemde: 2ff, + ff=0. Yu-
karda buldugumuz fy = 1 ve f{ = 1/2 degerlerini
bu denklemdeki yerlerine koyarsak, 2f, + 1/4 = 0,
yani f, = —1/8 buluruz.

Sira dordiincti denklemde: ff5 + f1f, = 0 (sa-
delesmig hali). Yukarda buldugumuz fy =1, f{ =
1/2 ve f, = —1/8 degerlerini bu denklemdeki yerle-
rine koyarsak, f3 = 1/16 buluruz.

Besinci denklem 2fof4 + 2f1f3 + f7 = 0 diyor.
Yukarda, fo =1, f; = 1/2, f, = -1/8 ve f3 = 1/16
degerlerini bulmustuk. Bu degerleri besinci denkle-
me yerlestirelim: 2f, + 2(1/2)(1/16) + (-1/8)2 = 0
buluruz, yani f4 = =5/128 buluruz.
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Bu kadar hesap yeter. fo =1, f{ = 1/2, f, =—
1/8, f3 = 1/16, f4 = —5/128 bulduk. Belli ki devam
edersek her f,’yi bulabilecegiz. Demek ki sorumu-
zun yanit1 “evet”.

Onsezi. Problemimizi animsayalim:
FXP2=1+X
denklemini saglayan f(X)’i bulmak istiyoruz, yani
bir anlamda (1 + X)1/2’i bulmak istiyoruz. 1/2 ye-
rine 7 yazalim: 7 = 1/2 i¢in, (1 + X)”’yi bulmak is-
tedigimiz cikiyor.
Eger n bir dogal say1 olsaydi, (1 + X)”’yi bul-

n .
(,]x’ +..+x"
i

Bu ifadeyi degistirmeden bagka tirli yazalim:
n

-1 -1(n-2
(1+x)":1+1—!x+n(n2! ) nir 3)!(n )

Simdi can alict soruyu soralim: Acaba 7 dogal

mak ¢ok kolay olurdu:

2

n
1+x)" =1+nx+ 5 [ ot

x2+ x3+

sayilar icin gecerli olan bu formul, kesirli sayilar
icin de gegerli mi? Hatta, birakalim tiim kesirli sa-
yilari, sadece # = 1/2 kesirli sayisi igin gegerli mi?
Bize sadece bu sonug gerekiyor.

Bakalim ilk katsayilar biraz once buldugumuz
1, 1/2, -1/8, 1/16, —5/128 katsayilariyla uyusuyor
mu?

V2 4,
1
20/2-1_ ¢

21
u/le/z;}x1/z—2):1/1&
(1/2)(1/2-1)(1/2-2)(1/2-3)

a =-5/128.

Birincisi diginda sayilar uyusuyor! Galiba dog-
ru... Galiba gercekten de (1 + X)V?’nin “acili-
m1”nin genel teriminin katsayisini,

nn-1)mn-2)...n—k+1)
k!
ifadesinde 7 = 1/2 alarak elde ediyoruz, yani gali-
ba, fo=1ve k21 icin,

L (1/2)1/2-1)(1/2-2)...(1/2—k+1)
7 i

—(—1%11?Iiﬂi2i_l)_ 1 ()" (2k

) kg 2k-1 4% (k)

Kanit. Biraz uzun siirecek, bir 6nceki yazida
yaptiklarimizi kullanacagz.
Birkac tanimla baglayalim: f; =1 ve her k > 1
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i¢in, f, bir ustteki formiildeki gibi olsun. Ayrica f
gii¢ serisini,
f = Ziso frXE
=1+ X/2 - X%/8 + X3/16 — 5X3/128 + ...
olarak tanimlayalim. f2 = 1 + X esitligini kanitla-
yacaglz.
Once fy'ler arasinda tiimevarimsal bir iligki
bulalim. f;’nin tanimindan, kolayca, k > 1 i¢in,
2(k+1)f g = —(2k-1)f,
iliskisi gikar. Esitligin her iki tarafin1 da X ile car-
pip toplayalim.
28t (k1) fip XE = ~Fpoq (2k-1)fXE,
Buna hafif bir rotug yaparsak, kolay bir hesapla,
2200 (k+1)fr Xk = 24
= 2X By kX + Do XK - fo
elde ederiz. Ama,
1= Doy kfpXk1
(bkz. sayfa 35) ve ayrica f = 1 ve f{ = 1/2. Bun-
larla birlikte, yukardaki denklemden,
2f" = 22Xf" + f,
yani
f=21+X)f
elde ederiz. Bir “diferansiyel denklemle” karg1 kar-
styayiz. Bu denklemi ¢bzmek icin biraz daha hesap
yapacagiz.
g=r?
olsun. Yukardaki esitligi gozoniine alarak, g’nin
tiirevini alalim:
¢ =2ff = A1 + X) = gl(1 + X),
yani g'(1 + X) = g. Her iki tarafin da tiirevini alirsak,
g+X) +g(l4X) =g
buluruz, sadelestirerek g''(1 + X) = 0 elde ederiz.
Giig serileri bir tamlik bolgesi olugturdugundan, bu
bize g" = 0 verir. Yani, belli bir a sabiti i¢in, g’ = a.
Dolayisiyla belli bir b sabiti icin g = b + aX. Yani f2
= b + aX. Ama f’nin ilk katsayilarini biliyoruz:
f=14+X2-X2%8 + X316 — 5X3/128 + ...
ve karesinin ilk iki terimini hesaplayabiliriz:
b+aX:f2:(1 +X/2—...)2:1 + X + ..
Demek ki a = b = 1. Yani,
fP=b+aX=1+X
Istedigimizi kanitladik.

Sonug:

1+X=[Zk>0 k-1 4k



