
Kapak Konusu: Sayma

(1 + X)1/2

Selin Enüst Çal›flkan* / selincaliskan@gmail.com

Ali Nesin** / anesin@bilgi.edu.tr

39

Matematik Dünyas›, 2005 Bahar

1/(1 − X) gibi bir ifadeP bir

polinom de¤ildir. Görünüfle bak›l›rsa bir

güç serisi de de¤ildir. Ama görünüfle aldanmamal›.

Kolay bir hesapla anlafl›laca¤› üzere,

(1 − X)(1 + X + X2 + X3 + X4 + ...) = 1

dir, çünkü bu çarp›mda 1 d›fl›nda tüm Xn’ler sade-

leflirler ve geriye sadece 1 kal›r. Dolay›s›yla,

1 + X + X2 + X3 + X4 + ...

güç serisi (bir anlamda, ve güçlü bir anlamda!)

1/(1 − X)’e eflittir.

Soru. Bu yaz›da flu soruyu sorup yan›tlayaca-

¤›z: (1 + X)1/2 de, aynen 1/(1 + X) gibi, bir güç se-

risi olarak ifade edilebilir mi? Daha matematiksel

bir ifadeyle

ƒ(X)2 = 1 + X

eflitli¤ini sa¤layan bir ƒ(X) güç serisi var m›d›r? 

Önce biraz hesapla yan›t›n “evet” oldu¤unu

görece¤iz. Ard›ndan ƒ(X)’i bulaca¤›z. Yan›t›n

“evet” olmas› bafll› bafl›na flafl›rt›c› da, 1 + X’in ka-

rekökünün yani ƒ(X)’in ifadesi - görülece¤i üzere -

çok daha flafl›rt›c›. 

Hesap. Böyle bir ƒ(X) güç serisi varsa, 

−ƒ(X) de ayn› denklemi sa¤lad›¤›ndan, yukardaki

denklemin, e¤er varsa, en az iki çözümü vard›r.

‹kiden fazla da çözümü olamaz, çünkü,

ƒ1(X)2 = 1 + X = ƒ2(X)2

ise, (ƒ1(X) − ƒ2(X))(ƒ1(X) + ƒ2(X)) = ƒ1(X)2 −
ƒ2(X)2 = 0 ve gerçel katsay›l› güç serileri bir taml›k

bölgesi oluflturdu¤undan (bkz. MD-2003-II, sf. 33

Teorem 1), ya ƒ1(X) = ƒ2(X) ya da ƒ1(X) = −ƒ2(X).

fiimdi, ƒ(X)2 = 1 + X denklemini sa¤layan bir

ƒ(X) güç serisinin oldu¤unu varsayal›m, ƒ(X)’i

ƒ(X) = ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ... + ƒnXn + ... 

olarak yaz›p ƒ(X)2 = 1 + X denkleminin sa¤lanma-

s› için ƒn katsay›lar›n›n sa¤lamas› gereken koflulla-

ra göz atal›m. 

Hemen ƒ(X)’in karesini alal›m:

ƒ(X)2 =ƒ0
2 + 2ƒ0ƒ1X + (2ƒ0ƒ2 + ƒ1

2)X2

+ 2(ƒ0ƒ3 + ƒ1ƒ2)X3

+ (2ƒ0ƒ4 + 2ƒ1ƒ3 + ƒ2
2)X4

+ 2(ƒ0ƒ5 + ƒ1ƒ4 + ƒ2ƒ3)X5

+ (2ƒ0ƒ6 + 2ƒ1ƒ5 + 2ƒ2ƒ4 + ƒ3
2
)X6

+ ...

Demek ki ƒ(X)2 = 1 + X eflitli¤inin geçerli olmas›

için yeter ve gerek koflul,

ƒ0
2 = 1

2ƒ0ƒ1 = 1

2ƒ0ƒ2 + ƒ1
2 = 0

2(ƒ0ƒ3 + ƒ1ƒ2) = 0

2ƒ0ƒ4 + 2ƒ1ƒ3 + ƒ2
2 = 0

2(ƒ0ƒ5 + ƒ1ƒ4 + ƒ2ƒ3) = 0

2ƒ0ƒ6 + 2ƒ1ƒ5 + 2ƒ2ƒ4 + ƒ3
2

= 0

...

denklemlerinin ƒ0, ƒ1, ƒ2, ƒ3, ... çözümünün olma-

s›d›r. Sonsuz tane denklem ve bilinmeyen oldu¤u-

na dikkatinizi çekerim. Daha da önemlisi, her

denklemde önceki denklemlerden sadece bir fazla

bilinmeyen olmas›. Bu, iflimizi çok kolaylaflt›racak.

Birinci denklemden bafllayarak çözmeye çal›fla-

l›m. Birinci denklem ƒ0
2 = 1 diyor. Bunun iki de¤iflik

çözümü var: 1 ve −1. ‹kisinden birini alal›m, diyelim

ƒ0 = 1. Görece¤imiz üzere, bu seçimden sonra geri

kalan denklemlerin tek bir ƒi çözümü olacak.

Gelelim ikinci denkleme: 2ƒ0ƒ1 = 1. Ama ƒ0 =

1. Demek ki 2ƒ1 = 1 ve ƒ1 = 1/2.

S›ra üçüncü denklemde: 2ƒ0ƒ2 + ƒ1
2 = 0. Yu-

karda buldu¤umuz ƒ0 = 1 ve ƒ1 = 1/2 de¤erlerini

bu denklemdeki yerlerine koyarsak, 2ƒ2 + 1/4 = 0,

yani ƒ2 = −1/8 buluruz.

S›ra dördüncü denklemde: ƒ0ƒ3 + ƒ1ƒ2 = 0 (sa-

deleflmifl hali). Yukarda buldu¤umuz ƒ0 = 1, ƒ1 =

1/2 ve ƒ2 = −1/8 de¤erlerini bu denklemdeki yerle-

rine koyarsak, ƒ3 = 1/16 buluruz.

Beflinci denklem 2ƒ0ƒ4 + 2ƒ1ƒ3 + ƒ2
2 = 0 diyor.

Yukarda, ƒ0 = 1, ƒ1 = 1/2, ƒ2 = −1/8 ve ƒ3 = 1/16

de¤erlerini bulmufltuk. Bu de¤erleri beflinci denkle-

me yerlefltirelim: 2ƒ4 + 2(1/2)(1/16) + (−1/8)2 = 0

buluruz, yani ƒ4 = −5/128 buluruz.* Georgia Institute of Technology’de doktora ö¤rencisi.

** ‹stanbul Bilgi Üniversitesi Matematik Bölümü ö¤retim üyesi.



Bu kadar hesap yeter. ƒ0 = 1, ƒ1 = 1/2, ƒ2 = −
1/8, ƒ3 = 1/16, ƒ4 = −5/128 bulduk. Belli ki devam

edersek her ƒn’yi bulabilece¤iz. Demek ki sorumu-

zun yan›t› “evet”.

Önsezi. Problemimizi an›msayal›m:

ƒ(X)2 = 1 + X

denklemini sa¤layan ƒ(X)’i bulmak istiyoruz, yani

bir anlamda (1 + X)1/2’i bulmak istiyoruz. 1/2 ye-

rine n yazal›m: n = 1/2 için, (1 + X)n’yi bulmak is-

tedi¤imiz ç›k›yor.

E¤er n bir do¤al say› olsayd›, (1 + X)n’yi bul-

mak çok kolay olurdu:

Bu ifadeyi de¤ifltirmeden baflka türlü yazal›m:

fiimdi can al›c› soruyu soral›m: Acaba n do¤al

say›lar› için geçerli olan bu formül, kesirli say›lar

için de geçerli mi? Hatta, b›rakal›m tüm kesirli sa-

y›lar›, sadece n = 1/2 kesirli say›s› için geçerli mi?

Bize sadece bu sonuç gerekiyor.

Bakal›m ilk katsay›lar biraz önce buldu¤umuz

1, 1/2, −1/8, 1/16, −5/128 katsay›lar›yla uyufluyor

mu?

Birincisi d›fl›nda say›lar uyufluyor! Galiba do¤-

ru... Galiba gerçekten de (1 + X)1/2’nin “aç›l›-

m›”n›n genel teriminin katsay›s›n›,

ifadesinde n = 1/2 alarak elde ediyoruz, yani gali-

ba, ƒ0 = 1 ve k ≥ 1 için,

Kan›t. Biraz uzun sürecek, bir önceki yaz›da

yapt›klar›m›z› kullanaca¤›z.

Birkaç tan›mla bafllayal›m: ƒ0 = 1 ve her k ≥ 1

için, ƒk bir üstteki formüldeki gibi olsun. Ayr›ca ƒ

güç serisini,

ƒ = ∑k≥0 ƒkXk

= 1 + X/2 − X2/8 + X3/16 − 5X3/128 + ...

olarak tan›mlayal›m. ƒ2 = 1 + X eflitli¤ini kan›tla-

yaca¤›z.

Önce ƒk’ler aras›nda tümevar›msal bir iliflki

bulal›m. ƒk’nin tan›m›ndan, kolayca, k ≥ 1 için,

2(k+1)ƒk+1 = −(2k−1)ƒk

iliflkisi ç›kar. Eflitli¤in her iki taraf›n› da Xk ile çar-

p›p toplayal›m.

2∑k≥1 (k+1)ƒk+1Xk = −∑k≥1 (2k−1)ƒkXk.

Buna hafif bir rötufl yaparsak, kolay bir hesapla,

2∑k≥0 (k+1)ƒk+1Xk − 2ƒ1

= −2X∑k≥1 kƒkXk−1 + ∑k≥0 ƒkXk − ƒ0

elde ederiz. Ama,

ƒ′ = ∑k≥1 kƒkXk−1

(bkz. sayfa 35) ve ayr›ca ƒ0 = 1 ve ƒ1 = 1/2. Bun-

larla birlikte, yukardaki denklemden,

2ƒ′ = −2Xƒ′ + ƒ,

yani

ƒ = 2(1 + X)ƒ′
elde ederiz. Bir “diferansiyel denklemle” karfl› kar-

fl›yay›z. Bu denklemi çözmek için biraz daha hesap

yapaca¤›z.

g = ƒ2

olsun. Yukardaki eflitli¤i gözönüne alarak, g’nin

türevini alal›m:

g′ = 2ƒƒ′ = ƒ2/(1 + X) = g/(1 + X),

yani g′(1 + X) = g. Her iki taraf›n da türevini al›rsak,

g′′(1 + X) + g′(1 + X)′ = g′
buluruz, sadelefltirerek g′′(1 + X) = 0 elde ederiz.

Güç serileri bir taml›k bölgesi oluflturdu¤undan, bu

bize g′′ = 0 verir. Yani, belli bir a sabiti için, g′ = a.

Dolay›s›yla belli bir b sabiti için g = b + aX. Yani ƒ2

= b + aX. Ama ƒ’nin ilk katsay›lar›n› biliyoruz: 

ƒ = 1 + X/2 − X2/8 + X3/16 − 5X3/128 + ...

ve karesinin ilk iki terimini hesaplayabiliriz:

b + aX = ƒ2 = (1 + X/2 − ...)2 = 1 + X + ...

Demek ki a = b = 1. Yani,

ƒ2 = b + aX = 1 + X.

‹stedi¤imizi kan›tlad›k. ■■

Sonuç:
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