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Doguran Fonksiyonlar yazimizin
Uclincl 6rnegini tekrar ele alalim. O 6rnekte A,
B ve C harfleriyle yazilan ama A’nin en fazla bir
kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en fazla ii¢
kere kullanildig1 dort harfli kombinezonlarin sayi-
sin1 bulmak istiyorduk. Iste 0 kombinezonlar:
ABBC, ABCC, ACCC, BBCC, BCCC.

Yanit 5’tir goruldugi gibi. Eger s;’in istenen kom-
binezondaki A harfi sayisina, s,’nin B harfi sayisi-
na ve s3’tin de C harfi sayisina esit oldugunu dusu-
niirsek, aslinda bu sayi,

S1+8)+s3=4,

0<sy<1,

0<sy<2,

0<s3<3,
sisteminin tamsay1 ¢6zimu sayisidir. Nitekim her
kombinezon bir ¢6ziime ve her ¢6ziim de istenen
sekilde bir dortlii kombinezona denk diiser. Orne-
gin (sq, sy, s3) = (1, 2, 1) ¢oziimii ABBC kombi-
nezonuna denk duser.

Bu problemi “doguran fonksiyonlari1” kullana-
rak ¢ozmiistik. Animsayalim: Yapilmasi gereken,

(1+x)(1+2x+x2) (1 +x+x2+x3)
carpiminda x*iin katsayisini bulmaktir, bir bagka
deyisle bu ¢arpimdaki

x51x52x53 = x51+52+53
seklindeki ifadelerden s; + s, + s3 = 4 kosulunu
saglayanlarin sayisini bulmaktir.

Simdi yukardaki problemde kiigtik bir degigik-
lik yapalim; A, B ve C harfleriyle A’nin en fazla bir
kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en fazla g
kere kullanildigi dort harfli kombinezonlarin sayi-
sint bulmak yerine, bu kogullari saglayan dort
harfli sozciiklerin sayisini bulalim. Ornegin A, B,
B, C harflerini kullanarak bu kogullara uyan
ABBC, ABCB, ACBB, BABC, BACB, BBAC,
BBCA, BCAB, BCBA, CABB, CBAB, CBBA soz-
citklerini (toplam 12 tane) yazabiliriz: Bunun gibi
A, B, C, C harflerini kullanarak da 12 sozcik ya-

*  Georgia Institute of Technology’de doktora dgrencisi.

zabiliriz. Ama A, C, C, C harflerini kullanarak sa-
dece 4 sozciik yazabilirizz ACCC, CACC, CCAC,
CCCA.

A, B, B, C harflerini kullanarak yazilan sozcitik
sayist 4!//11211! = 12 formiiliiyle bulunulur. Bura-
daki 4!, dort degisik harf (A, By, B, ve C harfleri-
ni) kullanarak yazilabilecek tim siralamalarin
(sOzctiklerin) sayisidir; ama biz B harfini iki kere
kullandigimizdan bu sayiy1 B’lerin kendi aralarin-
daki siralanma sayisi olan 2!%e bolmemiz gerekir.
Aymi sekilde B, B, C, C kombinasyonundaki harf-
ler kullanilarak olusturulabilecek olasi s6zcuklerin
sayis1 41/01212! = 6’dir. A, B, C, C kombinasyonu
icin bu say1 gene 12’dir: 4!/1!1!12! = 12. Ote yan-
dan B, C, C, Cile A, C, C, C kombinasyonlar1 i¢in
41/011!3! = 4 bulunur. Bu durumda problemimizin
cevabi 12 + 6 + 12 + 4 + 4 = 38dir.

Goruldigi tzere, A, B ve C harfleriyle, A’nin
en fazla bir kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en
fazla ti¢ kere kullanildig1 dort harfli sézciik sayist
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251 +53+53=4,0<5;<i g1 55! 55!
seklinde bir formiille ifade edilebilir.

Simdi bu say1y1 sozciikleri teker teker siralama-
dan daha kolay bir bicimde nasil elde edilebilecegi-
ni gorelim. Bir (a,,),, dizisinin #stel doguran fonk-
siyonu

2,20 a,X"n!
yani
ag + agx + ax2! + azx3/3! + .+ axtn! + ..
bigimsel serisi olarak tanimlanir. Yukarida buldu-
gumuz 38 yanity,

(1 + 2x)(1 + 2x + x2/21)(1 + x + x2/2! + x3/3!)
polinomunda x* teriminin katsayisinin 4! katina
esittir. Bunu agiklayalim. Bu carpimda x4 teriminin
katsayisi,

Sy +sy+83

x5 x%2 x5 x

51! 52! g_ 51!52!53!
seklindeki ¢arpimlar arasinda sq + s, + s3 = 4 ko-
sulunu saglayanlarin sayisidir. Burada xs1/s! teri-
mi ilk ¢arpandan, x%2/s,! terimi ikinci ¢arpandan ve
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x53/s3! terimi de Gglincti carpandan geldiginden, sq,
s, ve s3 sayilari problemde verilen diger 0 <s; <1,
0 <sp <2,0<s3 <3 kosullarini saglarlar. Yani bu
carpimda x# teriminin katsayist
Z 1
s1+8y+53=4,0<5;<i 511551 551
sayisina esittir. Yukarida, problemimizin yanitinin
4
Zsl +5) +53=4,0<s; Sim
formiliyle bulunabilecegini gostermistik, demek
ki problemimizin yanit1 gercekten de x4 teriminin
katsayisinin 4! katidir. Ayni bicimde, x5 teriminin
katsayisinin 5! kati aymi kosullar1 saglayan beg
harften olusan sozciiklerin sayisini, genel olarak da
x" teriminin katsayisinin 7! kat1 kogullara uygun »
harfli sozciiklerin sayisini verir.

Bir bagka ornek verelim. A, B, C, D harflerini
kullanarak, ama A ve B’yi en fazla ikiser kez, C ve
D’yi en fazla ticer kez kullanarak yazilabilecek tum
beg harfli sozciiklerin sayisini bulalim. Bunun igin,

(1 +x +x22D2(1 + x + x2/2! + x3/31)2
polinomunda, x%in katsayisini hesaplayip 5! ile
carpmamiz gerekir. x¥’in katsayisin1 hesaplarken
x6 ve x’in daha biiyiik giiclerine hig ihtiyacimiz ol-
mayacagindan hesaplar1 modiilo x6 yapabiliriz, bu
hatir1 sayilir bir kolaylik getirir. Once modiilo x6
kareleri alalim:

(1 +2x+x221)2 = (1 + x + x2/2)?

=1+ 2x +2x2 + x3 + x%4
ve
(1 +x+x220 +x3/31)2 = (1 + x + x2/2 + x3/6)2
=1+ 2x + 2x2 + 4x3/3 + 7xY12 + x5/6

buluruz. Sonra bu ikisinin carpiminda x%’in katsa-
yisin1 hesaplayalim:

1/6 +7/6 +8/3+2+12=(1+7+16 +12 + 3)/6

=13/2.
Bu hesab1 bir de asagida yaptik:

x¥in katsayisinin hesaplanmasi

(1 + 2x + 262 + 23 + x¥4)(1 + 2x + 2x% + 4x3/3 + 7x*12 + x3/6)

1/6 + 2x7/12 + 2x4/3 +2 + 1/4x2 = 13/2

Son olarak, buldugumuz 13/2 katsayisini 5! ile
¢arpalim:

S5!x13/2=5x%x4x%x3x13=20x39=780.
Demek ki A, B, C, D harflerini kullanarak, ama A
ve B’yi en fazla ikiser kez, C ve D’yi en fazla ticer
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kez kullanarak yazilabilecek 780 tane bes harfli
sozcik varmis... Az buz degil... 780 yanitin1 soz-
ciikleri teker teker yazip saymaktan ¢ok daha ko-
lay bir bi¢cimde bulduk.

Bu teknigi bir bagka problem tizerinde deneye-
lim. 24 kisiyi 3 farkli odaya her odada cift sayida
kisi olacak bicimde yerlestirmek istiyoruz. Bunu
ka¢ degisik sekilde yapabiliriz? (Hem kisiler hem
de odalar arasinda fark gozetiyoruz; yani hem kisi-
ler hem de odalar numarali.)

Bir onceki problemde oldugu gibi, bu soruya
karsilik gelen bir sistem yazabiliriz:

S1+ Sy + 53 =24,
0 < sq, sy, s3 Gift say1
Buradaki s/nin i numarali odadaki kisi sayisin
temsil ettigini diisinelim. Bu durumda bu sistemin
(s1, s3, s3) seklindeki her ¢oztimiine karsihik
241/s11s51s3! degisik kisi dagilimi vardir. (Odalara
A, B ve C dersek, bu harflerin her birini ¢ift sayida
kullanmak kosuluyla yazilan 24 harfli her sozciik
boyle bir dagilimi verir. Harflerin her pozisyonu o
numarali kisiyi temsil etsin.) Soruyu ustel doguran
glc serisini kullanarak ¢ozmek istersek, tek yap-
mamiz gereken,
(1 + 222! + x4/4! + ... )3
ifadesinde x24 teriminin katsayisin1 bulmak ve bu
katsayiy1 24! ile carpmak olacaktir.

Peki bu katsayiy1 kolay bir bicimde nasil bula-
biliriz? Bunun igin,

e =1 +x+x22! + x3/3! + ...

e =1-—x+x2/2! —x3/3! + ...
esitliklerinden yararlanacagiz!. Bu iki ifadeyi top-
layip ikiye bolerek su esitligi elde ederiz:

(eX +e™X)/2 =1+ x22! + x¥4! + ...

Simdi yapmamiz gereken

[(e* + eX)/2]3 = (3% + 3eX + 3¢~ + ¢=3%)/8
ifadesinde x24’iin teriminin katsayisin1 bulup bunu
24! ile carpmaktir. Yukarida eX ve e i¢in verilen
agilimlardan yararlanarak bu saymin (324 + 3)/4
oldugunu kolaylikla bulabiliriz.

Alstirma: Verilen herhangi bir 7 i¢in 0, 1, 2 ve
3 rakamlari kullanilarak olusturulan # basamakli
sayilar arasindan, i¢inde ¢ift sayida O ve tek sayida 1
bulunanlarinin saysi igin genel bir formiil bulun. 4

1 Bu esitligin anlamini ve nedenini MD’nin bir bagka sayisinda
agiklariz.



