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Matematik Dünyas›, 2005 Bahar

Do¤uran Fonksiyonlar yaz›m›z›n

üçüncü örne¤ini tekrar ele alal›m. O örnekte A,

B ve C harfleriyle yaz›lan ama A’n›n en fazla bir

kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en fazla üç

kere kullan›ld›¤› dört harfli kombinezonlar›n say›-

s›n› bulmak istiyorduk. ‹flte o kombinezonlar:

ABBC, ABCC, ACCC, BBCC, BCCC.

Yan›t 5’tir görüldü¤ü gibi. E¤er s1’in istenen kom-

binezondaki A harfi say›s›na, s2’nin B harfi say›s›-

na ve s3’ün de C harfi say›s›na eflit oldu¤unu düflü-

nürsek, asl›nda bu say›,

s1 + s2 + s3 = 4,

0 ≤ s1 ≤ 1,

0 ≤ s2 ≤ 2,

0 ≤ s3 ≤ 3,

sisteminin tamsay› çözümü say›s›d›r. Nitekim her

kombinezon bir çözüme ve her çözüm de istenen

flekilde bir dörtlü kombinezona denk düfler. Örne-

¤in (s1, s2, s3) = (1, 2, 1) çözümü ABBC kombi-

nezonuna denk düfler.

Bu problemi “do¤uran fonksiyonlar›” kullana-

rak çözmüfltük. An›msayal›m: Yap›lmas› gereken,

(1 + x)(1 + x + x2) (1 + x + x2 + x3)

çarp›m›nda x4’ün katsay›s›n› bulmakt›r, bir baflka

deyiflle bu çarp›mdaki

xs1xs2xs3 = xs1+s2+s3

fleklindeki ifadelerden s1 + s2 + s3 = 4 koflulunu

sa¤layanlar›n say›s›n› bulmakt›r.

fiimdi yukardaki problemde küçük bir de¤iflik-

lik yapal›m; A, B ve C harfleriyle A’n›n en fazla bir

kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en fazla üç

kere kullan›ld›¤› dört harfli kombinezonlar›n say›-

s›n› bulmak yerine, bu koflullar› sa¤layan dört

harfli sözcüklerin say›s›n› bulal›m. Örne¤in A, B,

B, C harflerini kullanarak bu koflullara uyan

ABBC, ABCB, ACBB, BABC, BACB, BBAC,

BBCA, BCAB, BCBA, CABB, CBAB, CBBA söz-

cüklerini (toplam 12 tane) yazabiliriz: Bunun gibi

A, B, C, C harflerini kullanarak da 12 sözcük ya-

zabiliriz. Ama A, C, C, C harflerini kullanarak sa-

dece 4 sözcük yazabiliriz: ACCC, CACC, CCAC,

CCCA.

A, B, B, C harflerini kullanarak yaz›lan sözcük

say›s› 4!/1!2!1! = 12 formülüyle bulunulur. Bura-

daki 4!, dört de¤iflik harf (A, B1, B2 ve C harfleri-

ni) kullanarak yaz›labilecek tüm s›ralamalar›n

(sözcüklerin) say›s›d›r; ama biz B harfini iki kere

kulland›¤›m›zdan bu say›y› B’lerin kendi aralar›n-

daki s›ralanma say›s› olan 2!’e bölmemiz gerekir.

Ayn› flekilde B, B, C, C kombinasyonundaki harf-

ler kullan›larak oluflturulabilecek olas› sözcüklerin

say›s› 4!/0!2!2! = 6’d›r. A, B, C, C kombinasyonu

için bu say› gene 12’dir: 4!/1!1!2! = 12. Öte yan-

dan B, C, C, C ile A, C, C, C kombinasyonlar› için

4!/0!1!3! = 4 bulunur. Bu durumda problemimizin

cevab› 12 + 6 + 12 + 4 + 4 = 38’dir. 

Görüldü¤ü üzere, A, B ve C harfleriyle, A’n›n

en fazla bir kere, B’nin en fazla iki kere, C’nin de en

fazla üç kere kullan›ld›¤› dört harfli sözcük say›s›

fleklinde bir formülle ifade edilebilir.

fiimdi bu say›y› sözcükleri teker teker s›ralama-

dan daha kolay bir biçimde nas›l elde edilebilece¤i-

ni görelim. Bir (an)n dizisinin üstel do¤uran fonk-

siyonu

Σn≥0 anxn/n!

yani

a0 + a1x + a2x2/2! + a3x3/3! + ... + anxn/n! + ...

biçimsel serisi olarak tan›mlan›r. Yukar›da buldu-

¤umuz 38 yan›t›,

(1 + x)(1 + x + x2/2!)(1 + x + x2/2! + x3/3!)

polinomunda x4 teriminin katsay›s›n›n 4! kat›na

eflittir. Bunu aç›klayal›m. Bu çarp›mda x4 teriminin

katsay›s›,

fleklindeki çarp›mlar aras›nda s1 + s2 + s3 = 4 ko-

flulunu sa¤layanlar›n say›s›d›r. Burada xs1/s1! teri-

mi ilk çarpandan, xs2/s2! terimi ikinci çarpandan ve
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xs3/s3! terimi de üçüncü çarpandan geldi¤inden, s1,

s2 ve s3 say›lar› problemde verilen di¤er 0 ≤ s1 ≤ 1,

0 ≤ s2 ≤ 2, 0 ≤ s3 ≤ 3 koflullar›n› sa¤larlar. Yani bu

çarp›mda x4 teriminin katsay›s›

say›s›na eflittir. Yukar›da, problemimizin yan›t›n›n

formülüyle bulunabilece¤ini göstermifltik, demek

ki problemimizin yan›t› gerçekten de x4 teriminin

katsay›s›n›n 4! kat›d›r. Ayn› biçimde, x5 teriminin

katsay›s›n›n 5! kat› ayn› koflullar› sa¤layan befl

harften oluflan sözcüklerin say›s›n›, genel olarak da

xn teriminin katsay›s›n›n n! kat› koflullara uygun n

harfli sözcüklerin say›s›n› verir.

Bir baflka örnek verelim. A, B, C, D harflerini

kullanarak, ama A ve B’yi en fazla ikifler kez, C ve

D’yi en fazla üçer kez kullanarak yaz›labilecek tüm

befl harfli sözcüklerin say›s›n› bulal›m. Bunun için,

(1 + x + x2/2!)2(1 + x + x2/2! + x3/3!)2

polinomunda, x5’in katsay›s›n› hesaplay›p 5! ile

çarpmam›z gerekir. x5’in katsay›s›n› hesaplarken

x6 ve x’in daha büyük güçlerine hiç ihtiyac›m›z ol-

mayaca¤›ndan hesaplar› modülo x6 yapabiliriz, bu

hat›r› say›l›r bir kolayl›k getirir. Önce modülo x6

kareleri alal›m:

(1 + x + x2/2!)2 = (1 + x + x2/2)2

≡ 1 + 2x + 2x2 + x3 + x4/4

ve

(1 + x + x2/2! + x3/3!)2 = (1 + x + x2/2 + x3/6)2

≡ 1 + 2x + 2x2 + 4x3/3 + 7x4/12 + x5/6

buluruz. Sonra bu ikisinin çarp›m›nda x5’in katsa-

y›s›n› hesaplayal›m:

1/6 + 7/6 + 8/3 + 2 + 1/2 = (1 + 7 + 16 + 12 + 3)/6

= 13/2.

Bu hesab› bir de afla¤›da yapt›k:

Son olarak, buldu¤umuz 13/2 katsay›s›n› 5! ile

çarpal›m:

5! × 13/2 = 5 × 4 × 3 × 13 = 20 × 39 = 780.

Demek ki A, B, C, D harflerini kullanarak, ama A

ve B’yi en fazla ikifler kez, C ve D’yi en fazla üçer

kez kullanarak yaz›labilecek 780 tane befl harfli

sözcük varm›fl... Az buz de¤il... 780 yan›t›n› söz-

cükleri teker teker yaz›p saymaktan çok daha ko-

lay bir biçimde bulduk.

Bu tekni¤i bir baflka problem üzerinde deneye-

lim. 24 kifliyi 3 farkl› odaya her odada çift say›da

kifli olacak biçimde yerlefltirmek istiyoruz. Bunu

kaç de¤iflik flekilde yapabiliriz? (Hem kifliler hem

de odalar aras›nda fark gözetiyoruz; yani hem kifli-

ler hem de odalar numaral›.)

Bir önceki problemde oldu¤u gibi, bu soruya

karfl›l›k gelen bir sistem yazabiliriz:

s1 + s2 + s3 = 24,

0 ≤ s1, s2, s3 çift say›

Buradaki si’nin i numaral› odadaki kifli say›s›n›

temsil etti¤ini düflünelim. Bu durumda bu sistemin

(s1, s2, s3) fleklindeki her çözümüne karfl›l›k

24!/s1!s2!s3! de¤iflik kifli da¤›l›m› vard›r. (Odalara

A, B ve C dersek, bu harflerin her birini çift say›da

kullanmak kofluluyla yaz›lan 24 harfli her sözcük

böyle bir da¤›l›m› verir. Harflerin her pozisyonu o

numaral› kifliyi temsil etsin.) Soruyu üstel do¤uran

güç serisini kullanarak çözmek istersek, tek yap-

mam›z gereken,

(1 + x2/2! + x4/4! + ... )3

ifadesinde x24 teriminin katsay›s›n› bulmak ve bu

katsay›y› 24! ile çarpmak olacakt›r.

Peki bu katsay›y› kolay bir biçimde nas›l bula-

biliriz? Bunun için,

ex = 1 + x + x2/2! + x3/3! + ...

e−x = 1 − x + x2/2! − x3/3! + ...

eflitliklerinden yararlanaca¤›z1. Bu iki ifadeyi top-

lay›p ikiye bölerek flu eflitli¤i elde ederiz:

(ex + e−x)/2 ≡ 1 + x2/2! + x4/4! + ...

fiimdi yapmam›z gereken

[(ex + e−x)/2]3 = (e3x + 3ex + 3e−x + e−3x)/8

ifadesinde x24’ün teriminin katsay›s›n› bulup bunu

24! ile çarpmakt›r. Yukar›da ex ve e−x için verilen

aç›l›mlardan yararlanarak bu say›n›n (324 + 3)/4

oldu¤unu kolayl›kla bulabiliriz.

Al›flt›rma: Verilen herhangi bir n için 0, 1, 2 ve

3 rakamlar› kullan›larak oluflturulan n basamakl›

say›lar aras›ndan, içinde çift say›da 0 ve tek say›da 1

bulunanlar›n›n say›s› için genel bir formül bulun. ♠
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(1 + 2x + 2x2 + x3 + x4/4)(1 + 2x + 2x2 + 4x3/3 + 7x4/12 + x5/6)

1/6 2×7/12 2×4/3 2 1/4×2

x5’in katsay›s›n›n hesaplanmas›

+ + + + =  13/2

1 Bu eflitli¤in anlam›n› ve nedenini MD’nin bir baflka say›s›nda

aç›klar›z.


