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Bu yazimizda Catalan sayilarin-

dan sézedecegiz. Once birkag problem siralayip
bunlarin her birinin ¢6ziimiiniin Catalan sayilarini
verdigini gosterecegiz. Daha sonra Catalan sayila-
rinin nasil hesaplanacagini gorecegiz.

Problem 1. Sirali Carpim Sayisi. # + 1 tane sa-
y1 belli bir sirayla verilmis. Bu sayilari, siralarini de-
gistirmeden kac degisik sekilde carpabiliriz? 0 <7 <
4 i¢in yanitlar goyle:

n = 0. Tek bir say1 verilmis, a. Yanit 1’dir. (Hig
¢arpma yapmadigimizdan bazi okurlar hakli ola-
rak yanitin 0 olmasi gerektigini diisiinebilir. Ustiin-
de durmayip bir sonraki 6rnege gegsin bu okurlar.)

n = 1. Bu sefer iki say1 verilmis: sirasiyla a ve b.
Bu iki say1y1 bu sirayla tek bir bi¢imde carpabiliriz:
a-b. Yanit gene 1’dir.

n = 2. Ug sayimiz var: a, b ve c. 1ki degisik bi-
¢imde ¢arpabiliriz: (a-b)-c, a-(b-c). Yanit bu sefer 2.

n = 3.- Sayilarimiza sirasiyla a, b, ¢ ve d diye-
lim. Iste yapabilecegimiz degisik islemler:

((a-b)-c)-d, (a-b)-(c-d), (a-(b-c))-d,
a-((b-c)-d), a:(b-(c-d)).
Yanit 5’tir.

n = 4. Sayilarimiza a, b, c, d ve e diyelim.
((a-b)-c)-d)-e, ((a-b)-c)-(d-e), ((a-b)-(c-d))-e,
(a-b)-((c-d)-e), (a-b)-(c-(d-e)), ((a-(b-c))d)-e
(a-(b-c))-(d-e), (a-((b-c)-d))-e, (a-(b-(c-d)))
(a-(((b-c)-d)-e), a-((b-c)-(d-e)), a-((b+(c-d)

a-(b-((c-d)-e)), a-(b-(c-(d-e))).
Bu sefer yanit 14.
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Verilen her 7 sayisi igin ¢oziim sayisini 7’ye
bagli olarak veren bir formiil bulmak istiyoruz. Bul-
mak istedigimiz bu sayiya Catalan sayis: denilir.

Problem 2. Dengelenmis Parantezler. Diyelim
elimizde » agan ve 7 kapatan parantez var ve bu pa-
rantezlerin ka¢ “dengeli” sekilde gruplanabilecegini
bulmak istiyoruz. Burada “dengeli”den kastimiz her
acilan parantezin bir parantez tarafindan kapatil-
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mast. Ornegin (()()) dengeli bir gruplamadir, ote
yandan ())()( dengeli bir gruplama degildir. Asagida-
ki 0 < 7 <4 i¢in butun olasiliklar1 goriiyoruz.

n = 0. Hi¢ parantez yazmamanin tek bir yolu
vardir. Yanit 1’dir.

n = 1. Parantezi acip kapatmaliyiz: (). Yanit 1.

n=2. Yamt 2: ()(), ().

n = 3. Yamt 5: ()()(), ()((), ()0, (O0), ((O)

n = 4. Yanit 14: ()()()0, 00(()), O(0)0), OC00),
OO, (OO, (OO), (OMO, (ONO, (OOO),
(00D, (MO, (COON, ((CON)-

Bu problem yukarida verdigimiz ¢arpma sayila-
rin1 bulma problemine denktir, yani biri ¢oziildit mii
digeri de ¢oziliir. Bunu gormek icin, herhangi bir
¢arpma sirasini alip 6nce en basa bir agan parantez
ve en sona bir kapatan parantez koyalim; sonra
noktalar ve kapatan parantezler diginda her seyi si-
lelim; son olarak, noktalar1 acan parantezlerle degis-
tirelim. Bu iglem bize dengeli bir parantez gruplama-
st verecektir. Ornek olarak (a-b)-c carpimini alalim.
Bunu, once, ((a-b)-c) olarak yazalim. Harfleri ve acik
parantezleri sildigimizde -)-) elde ederiz. Simdi nok-
talar1 agik parantezlerle degistirirsek ()() dengeli pa-
rantez grubunu elde ederiz. Bu iglemi geriye alip
dengeli parantezlerden sirali bir carpma bulabiliriz.
Bu durumda dengeli parantezlerle ¢arpim siralar
arasinda birebir bir esleme oldugundan, iki proble-
min ¢ozumleri birbirine esittir.

Problem 3. Siradaglar Problemi. Problem, # ta-
ne asagi egimli cizgi ve n tane yukar egimli ¢izgi
kullanarak baslangic ¢izgisinin tistinde kalan kag
tane dag sirasi olusturulabilecegini bulmak.

Problem 4. New York Adres Problemi. Simdi
de n x n’lik bir 1zgara tizerinde - ki bunu New York
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sehrinin sokak ve cadde haritasi olarak dusiinebi-
lirsiniz - (0, 0) noktasindan baslayip, hep saga ve
yukari (kuzeye ve doguya) giderek (1, #) noktasin-
da biten ve hep kosegenin altinda kalan yollarin
sayisini bulmak istiyoruz. Asagida boyle bir yola
ornek goruyoruz.

Bu sorunun yukarida verdigimiz dag siralar
problemine denk oldugunu gormeye calisin. Ayni
sekilde bu problem dengeli parantezlerin ve ¢arpim
sayilarinin sayisint buldugumuz problemlere de
denktir. Mesela saga bir birim hareket “(” ile ve
yukari bir birim hareket “)” ile degistirilirse, yuka-
ridaki gibi bir yol dengeli bir paranteze denk gelir.

Problemlerin Coziimii. Verdigimiz butiin prob-
lemlerin birbirine denk olduguna gore, bunlarin
hepsini ¢c6zmek igin birine ¢6ziim bulmak yeterlidir.

En son problemi ele alalim.

n x w’lik bir 1zgara tizerinde (0, 0)’dan (#, n)’ye
giden ve kosegenin altinda kalan kuzeydogu yolla-
rin1 sayalim. Bunun igin, (0, 0) noktasindan bagla-
yip hep kuzeydoguya giden ve (7, ) noktasinda bi-
ten yollarin sayisimi bulup, bunlardan kosegeni
asanlarin sayisini ¢ikaralim. Kosegeni asan yollara
“kotti yol” diyelim. Bu kotii yollarin her biri kose-
genin bir noktada Ustiine ¢ikarlar. Asagidaki gekil-
de bir koti yol ornegi goriiyorsunuz.

Bu kotii yolun kosegenin tstine ¢ikugr ilk
noktay1 P ile gosterelim ve, bir sonraki sekilde gos-
terildigi gibi, yolu P’den itibaren P’den gecen koge-
gene gore yansitalim.

P noktasi kot yolun kosegenin ustiine ¢iktig
ilk nokta oldugundan, P noktasina gelene kadar sa-
ga dogru atilan adimlarin sayisi k ise, yukar1 dogru
atilan adimlarin sayist k+1 olacaktir. Toplam # ta-
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(0,0)

ne saga ve #n tane yukari adim oldugundan, geri ka-

(0,0)

lan adimlarin # — k tanesi saga ve n — k — 1 tanesi
ise yukar1 olmalidir. Ama yolumuzu P noktasindan
itibaren yansittigimizdan, yansitilmig yolda toplam
k+(n—k-1)=n-1sagaadimve (k+1) + (n—
k) = n + 1 yukari adim olacakur. Boylece her yan-
sitilmig yol (7 — 1, # + 1) noktasinda bitecektir.

Her kotii yol, bu sekilde, (0, 0) noktasinda bas-
layip (n — 1, n + 1) noktasinda biten bir yola donu-
sur. Ayni sekilde, bu tip her yol bir koti yola denk
gelir. Demek ki koti yollarin sayisi (0, 0) noktasin-
da basglayip (n — 1, n + 1) noktasinda biten yollarin
sayisina esittir. Bu tip yollarda #z — 1 tane saga adim
n + 1 tane de yukar1 adim oldugundan bu sayi,

2
n—1

dir. (0, 0) noktasindan baslayip, hep saga ve yuka-
r1 giderek (n, n) noktasinda biten biitiin yollarin

2n
n
dir. Bu durumda bizim istedigimiz sayu,
2n 2n B 2n 2n 2n
n) \n=1) \n n n

dir. Bu sayiya Catalan sayist denilir ve genelde C,

sayisi ise,

1
T+l

n
n+1

simgesiyle gosterilir.

Catalan Sayilar1 Doguran Fonksiyonlarla Bul-
mak. Simdi, Catalan sayilarini doguran fonksiyon-
lardan yararlanarak nasil bulabilecegimizi gorelim.
Ise Catalan sayilarini veren tiimevarimsal bir iligki
bulmakla baslayalim. Herhangi bir # i¢in C,, sayisi-
1 Cy, Cy, ...
miil bulacagiz. Bunun icin dengeli parantezler prob-

, C,._1 sayilar1 cinsinden veren bir for-

lemindeki formiilasyonu kullanacagiz. Hatirlarsak
n ¢ift acan ve kapatan parantez kullanarak elde edi-
lebilecek dengeli parantezlerin sayisi Catalan sayis
C,ye esitti.

Dikkat edersek herhangi bir dengeli parantez
grubu herzaman bir (’ isareti ile baglar ve bu pa-
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rantez grubunun ic¢inde
bir yerde bu isarete karsi-
lik gelen bir ) isareti ol-
malidir. Dengeli parantez
grubumuzda bu bir ¢ift
parantezin arasinda kalan
parantez grubunu A geri
kalan parantez grubunu B
ile gosterirsek orijinal pa-
rantez grubumuz su sekil-
de yazilabilir: (A)B.
Burada A ve B grupla-
r1 de kendi iclerinde birer

dengeli parantez grubu

Belcikali matematikgi
Eugéne Charles Catalan
(1814-1894)

olusturmalidir ve eger ori-
jinal parantez grubumuz
n gift parantezden olusuyorsa A ve B gruplari top-
lamda 71 ¢ift parantez i¢ermelidir. Yani A, k ta-
ne parantez Gifti iceriyorsa B, n—k—1 tane parantez
cifti igermelidir (0 <k <n—1). A’nin 0, B’nin n—1
cift parantezden olustugu konfigiirasyonlarin sayi-
st CyC,_q seklinde verilir. Ayni sekilde A’nin 1,
B’nin #-2 cift parantezden olustugu konfigiiras-
yonlarin sayis1 C{C,_, seklinde verilir. Bu sekilde
devam edip her & igin olasi biitin konfigtirasyonla-
rin sayisini bulup toplarsak C,’yi elde ederiz.
C,=CC,1 +CiCp+...+C,1Cy
Simdi bu tiimevarimsal iligkiyi ve doguran
fonksiyonlari kullanarak C,, i¢in genel bir formuili
nasil bulacagimizi gorelim. Katsayilar1 Catalan sa-
yilarindan olusan bigimsel bir seri tanimlayarak
basliyoruz:
C(X)=Cy+C;X + CX2 + ... = 225 CiXC.
Eger C(X)’i kendisiyle ¢arparsak C(X)2’yi elde
ederiz. C(X)%’nin acilimu ise soyledir:
C(X)2 = CyCy + (CyCq + C1Cy)X
+(CyCy + C1Cy + C,Cx) X2 + ...
=220(CoC; + C{Ci_q + ... + C,Cy)X!
Dikkat edersek C(X)?nin i—inci terimi C;,{’e esit.
Bu durumda C(X)2’yi su sekilde yazabiliriz:
C(X)2 = Cy+ CX + C3X2 + Cy X3 + ...
Bu esitligi X’le carpip Cy eklersek C(X)’i elde ederiz.
C(X) = Cy + XC(X)?
yani, Cy = 1 oldugundan,
XC(X)2 - C(X) + 1 = 0.
Bu, C(X) cinsinden ikinci derece denklemdir. Bu

denklemi f igin ¢ozersek su ifadeyi elde ederiz:

1+41-4X
X)=——

Demek ki C(X) gig serisini hesaplamak igin,
1 — 4X’in karekokiinii hesaplamaliyiz. (1 + X)1/2
yazisinda buldugumuz formuli animsayalim:

2
~ 1 ()1 (2k)
1+X—[zk20m 4k [/Q X .

Burada X yerine —4X koyarsak,

2
1)t (2k)
1—4X=[Zk20m—( kJ(—4X)

4k

(B

elde ederiz. Dolayisiyla,

2k
Vi-4x =) ! [ jxk.

2k-1\ k

C(X)’i hesaplamak i¢in + ya da —’li ifadeden bi-
rini se¢meliyiz. —’li ifadeyi secersek, paydadaki X
sadelesmez ve C(X) icin bir gii¢ serisi bulmayiz. Do-
layisiyla +’l1 ifadeyi se¢meliyiz. Biraz hesapla,

1 (2k) _,
C(X):Zkzom[ k]x

bulunur. Demek ki C(X)’in k-inci katsayisi,
1 (2k
k+1\ k)

Dolayisiyla,

00 KESIN JUDO
‘(BiLi‘IonuR BU!)



