
Bu yaz›m›zda Catalan say›lar›n-

dan sözedece¤iz. Önce birkaç problem s›ralay›p

bunlar›n her birinin çözümünün Catalan say›lar›n›

verdi¤ini gösterece¤iz. Daha sonra Catalan say›la-

r›n›n nas›l hesaplanaca¤›n› görece¤iz.

Problem 1. S›ral› Çarp›m Say›s›. n + 1 tane sa-

y› belli bir s›rayla verilmifl. Bu say›lar›, s›ralar›n› de-

¤ifltirmeden kaç de¤iflik flekilde çarpabiliriz? 0 ≤ n ≤
4 için yan›tlar flöyle:

n = 0. Tek bir say› verilmifl, a. Yan›t 1’dir. (Hiç

çarpma yapmad›¤›m›zdan baz› okurlar hakl› ola-

rak yan›t›n 0 olmas› gerekti¤ini düflünebilir. Üstün-

de durmay›p bir sonraki örne¤e geçsin bu okurlar.)

n = 1. Bu sefer iki say› verilmifl: s›ras›yla a ve b.

Bu iki say›y› bu s›rayla tek bir biçimde çarpabiliriz:

a·b. Yan›t gene 1’dir.

n = 2. Üç say›m›z var: a, b ve c. ‹ki de¤iflik bi-

çimde çarpabiliriz: (a·b)·c, a·(b·c). Yan›t bu sefer 2.

n = 3.· Say›lar›m›za s›ras›yla a, b, c ve d diye-

lim. ‹flte yapabilece¤imiz de¤iflik ifllemler:

((a·b)·c)·d, (a·b)·(c·d), (a·(b·c))·d,

a·((b·c)·d), a·(b·(c·d)).

Yan›t 5’tir.

n = 4. Say›lar›m›za a, b, c, d ve e diyelim.

(((a·b)·c)·d)·e, ((a·b)·c)·(d·e), ((a·b)·(c·d))·e,

(a·b)·((c·d)·e), (a·b)·(c·(d·e)), ((a·(b·c))d)·e,

(a·(b·c))·(d·e), (a·((b·c)·d))·e, (a·(b·(c·d)))·e,

(a·(((b·c)·d)·e), a·((b·c)·(d·e)), a·((b·(c·d))·e),

a·(b·((c·d)·e)), a·(b·(c·(d·e))).

Bu sefer yan›t 14.

Verilen her n say›s› için çözüm say›s›n› n’ye

ba¤l› olarak veren bir formül bulmak istiyoruz. Bul-

mak istedi¤imiz bu say›ya Catalan say›s› denilir.

Problem 2. Dengelenmifl Parantezler. Diyelim

elimizde n açan ve n kapatan parantez var ve bu pa-

rantezlerin kaç “dengeli” flekilde gruplanabilece¤ini

bulmak istiyoruz. Burada “dengeli”den kast›m›z her

aç›lan parantezin bir parantez taraf›ndan kapat›l-

mas›. Örne¤in (()()) dengeli bir gruplamad›r, öte

yandan ())()( dengeli bir gruplama de¤ildir. Afla¤›da-

ki 0 ≤ n ≤ 4 için bütün olas›l›klar› görüyoruz.

n = 0. Hiç parantez yazmaman›n tek bir yolu

vard›r. Yan›t 1’dir.

n = 1. Parantezi aç›p kapatmal›y›z: (). Yan›t 1.

n = 2. Yan›t 2: ()(), (()).

n = 3. Yan›t 5: ()()(), ()(()), (())(), (()()), ((()))

n = 4. Yan›t 14: ()()()(), ()()(()), ()(())(), ()(()()),

()((())), (())()(), (())(()), (()())(), ((()))(), (()()()),

(()(())), ((())()), ((()())), (((()))).

Bu problem yukar›da verd›¤imiz çarpma say›la-

r›n› bulma problemine denktir, yani biri çözüldü mü

di¤eri de çözülür. Bunu görmek için, herhangi bir

çarpma s›ras›n› al›p önce en bafla bir açan parantez

ve en sona bir kapatan parantez koyal›m; sonra

noktalar ve kapatan parantezler d›fl›nda her fleyi si-

lelim; son olarak, noktalar› açan parantezlerle de¤ifl-

tirelim. Bu ifllem bize dengeli bir parantez gruplama-

s› verecektir. Örnek olarak (a·b)·c çarp›m›n› alal›m.

Bunu, önce, ((a·b)·c) olarak yazal›m. Harfleri ve aç›k

parantezleri sildi¤imizde ·)·) elde ederiz. fiimdi nok-

talar› aç›k parantezlerle de¤ifltirirsek ()() dengeli pa-

rantez grubunu elde ederiz. Bu ifllemi geriye al›p

dengeli parantezlerden s›ral› bir çarpma bulabiliriz.

Bu durumda dengeli parantezlerle çarp›m s›ralar›

aras›nda birebir bir eflleme oldu¤undan, iki proble-

min çözümleri birbirine eflittir.

Problem 3. S›rada¤lar Problemi. Problem, n ta-

ne afla¤› e¤imli çizgi ve n tane yukar› e¤imli çizgi

kullanarak bafllang›ç çizgisinin üstünde kalan kaç

tane da¤ s›ras› oluflturulabilece¤ini bulmak.

Problem 4. New York Adres Problemi. fiimdi

de n × n’lik bir ›zgara üzerinde - ki bunu New York
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flehrinin sokak ve cadde haritas› olarak düflünebi-

lirsiniz - (0, 0) noktas›ndan bafllay›p, hep sa¤a ve

yukar› (kuzeye ve do¤uya) giderek (n, n) noktas›n-

da biten ve hep köflegenin alt›nda kalan yollar›n

say›s›n› bulmak istiyoruz. Afla¤›da böyle bir yola

örnek görüyoruz.

Bu sorunun yukar›da verdi¤imiz da¤ s›ralar›

problemine denk oldu¤unu görmeye çal›fl›n. Ayn›

flekilde bu problem dengeli parantezlerin ve çarp›m

say›lar›n›n say›s›n› buldugumuz problemlere de

denktir. Mesela sa¤a bir birim hareket “(” ile ve

yukar› bir birim hareket “)” ile de¤ifltirilirse, yuka-

r›daki gibi bir yol dengeli bir paranteze denk gelir.

Problemlerin Çözümü. Verdi¤imiz bütün prob-

lemlerin birbirine denk oldu¤una göre, bunlar›n

hepsini çözmek için birine çözüm bulmak yeterlidir.

En son problemi ele alal›m.

n × n’lik bir ›zgara üzerinde (0, 0)’dan (n, n)’ye

giden ve köflegenin alt›nda kalan kuzeydo¤u yolla-

r›n› sayal›m. Bunun için, (0, 0) noktas›ndan baflla-

y›p hep kuzeydo¤uya giden ve (n, n) noktas›nda bi-

ten yollar›n say›s›n› bulup, bunlardan köflegeni

aflanlar›n say›s›n› ç›karal›m. Köflegeni aflan yollara

“kötü yol” diyelim. Bu kötü yollar›n her biri köfle-

genin bir noktada üstüne ç›karlar. Afla¤›daki flekil-

de bir kötü yol örne¤i görüyorsunuz.

Bu kötü yolun köflegenin üstüne ç›kt›¤› ilk

noktay› P ile gösterelim ve, bir sonraki flekilde gös-

terildi¤i gibi, yolu P’den itibaren P’den geçen köfle-

gene göre yans›tal›m.

P noktas› kötü yolun köflegenin üstüne ç›kt›¤›

ilk nokta oldu¤undan, P noktas›na gelene kadar sa-

¤a do¤ru at›lan ad›mlar›n say›s› k ise, yukar› do¤ru

at›lan ad›mlar›n say›s› k+1 olacakt›r. Toplam n ta-

ne sa¤a ve n tane yukar› ad›m oldu¤undan, geri ka-

lan ad›mlar›n n − k tanesi sa¤a ve n − k − 1 tanesi

ise yukar› olmal›d›r. Ama yolumuzu P noktas›ndan

itibaren yans›tt›¤›m›zdan, yans›t›lm›fl yolda toplam

k + (n − k − 1) = n − 1 sa¤a ad›m ve (k + 1) + (n −
k) = n + 1 yukar› ad›m olacakt›r. Böylece her yan-

s›t›lm›fl yol (n − 1, n + 1) noktas›nda bitecektir.

Her kötü yol, bu flekilde, (0, 0) noktas›nda bafl-

lay›p (n − 1, n + 1) noktas›nda biten bir yola dönü-

flür. Ayn› flekilde, bu tip her yol bir kötü yola denk

gelir. Demek ki kötü yollar›n say›s› (0, 0) noktas›n-

da bafllay›p (n − 1, n + 1) noktas›nda biten yollar›n

say›s›na eflittir. Bu tip yollarda n − 1 tane sa¤a ad›m

n + 1 tane de yukar› ad›m oldu¤undan bu say›,

dir. (0, 0) noktas›ndan bafllay›p, hep sa¤a ve yuka-

r› giderek (n, n) noktas›nda biten bütün yollar›n

say›s› ise,

dir. Bu durumda bizim istedi¤imiz say›,

dir. Bu say›ya Catalan say›s› denilir ve genelde Cn

simgesiyle gösterilir.

Catalan Say›lar› Do¤uran Fonksiyonlarla Bul-

mak. fiimdi, Catalan say›lar›n› do¤uran fonksiyon-

lardan yararlanarak nas›l bulabilece¤imizi görelim.

‹fle Catalan say›lar›n› veren tümevar›msal bir iliflki

bulmakla bafllayal›m. Herhangi bir n için Cn say›s›-

n› C0, C1, ..., Cn−1 say›lar› cinsinden veren bir for-

mül bulaca¤›z. Bunun için dengeli parantezler prob-

lemindeki formülasyonu kullanaca¤›z. Hat›rlarsak

n çift açan ve kapatan parantez kullanarak elde edi-

lebilecek dengeli parantezlerin say›s› Catalan say›s›

Cn’ye eflitti.

Dikkat edersek herhangi bir dengeli parantez

grubu herzaman bir ‘(’ iflareti ile bafllar ve bu pa-
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rantez grubunun içinde

bir yerde bu iflarete karfl›-

l›k gelen bir ‘)’ iflareti ol-

mal›d›r. Dengeli parantez

grubumuzda bu bir çift

parantezin aras›nda kalan

parantez grubunu A geri

kalan parantez grubunu B

ile gösterirsek orijinal pa-

rantez grubumuz flu flekil-

de yaz›labilir: (A)B.

Burada A ve B grupla-

r› de kendi içlerinde birer

dengeli parantez grubu

oluflturmal›d›r ve e¤er ori-

jinal parantez grubumuz

n çift parantezden olufluyorsa A ve B gruplar› top-

lamda n−1 çift parantez içermelidir. Yani A, k ta-

ne parantez çifti içeriyorsa B, n−k−1 tane parantez

çifti içermelidir (0 ≤ k ≤ n − 1). A’n›n 0, B’nin n−1

çift parantezden olufltu¤u konfigürasyonlar›n say›-

s› C0Cn−1 fleklinde verilir. Ayn› flekilde A’n›n 1,

B’nin n−2 çift parantezden olufltu¤u konfigüras-

yonlar›n say›s› C1Cn−2 fleklinde verilir. Bu flekilde

devam edip her k için olas› bütün konfigürasyonla-

r›n say›s›n› bulup toplarsak Cn’yi elde ederiz.

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + ... + C n−1C0

fiimdi bu tümevar›msal iliflkiyi ve do¤uran

fonksiyonlar› kullanarak Cn için genel bir formülü

nas›l bulaca¤›m›z› görelim. Katsay›lar› Catalan sa-

y›lar›ndan oluflan biçimsel bir seri tan›mlayarak

bafll›yoruz:

C(X) = C0 + C1X + C2X2 + ... = ∑i=0
∞  CiX

i.

E¤er C(X)’i kendisiyle çarparsak C(X)2’yi elde

ederiz. C(X)2’nin aç›l›m› ise flöyledir:

C(X)2 = C0C0 + (C0C1 + C1C0)X 

+ (C0C2 + C1C1 + C2C0)X2 + ... 

= ∑i=0
∞  (C0Ci + C1Ci−1 + ... + CiC0)Xi

Dikkat edersek C(X)2’nin i−inci terimi Ci+1’e eflit.

Bu durumda C(X)2’yi flu flekilde yazabiliriz:

C(X)2 = C1 + C2X + C3X2 + C4X3 + ...

Bu eflitli¤i X’le çarp›p C0 eklersek C(X)’i elde ederiz.

C(X) = C0 + XC(X)2

yani, C0 = 1 oldu¤undan,

XC(X)2 − C(X) + 1 = 0.

Bu, C(X) cinsinden ikinci derece denklemdir. Bu

denklemi ƒ için çözersek flu ifadeyi elde ederiz:

Demek ki C(X) güç serisini hesaplamak için,

1 − 4X’in karekökünü hesaplamal›y›z. (1 + X)1/2

yaz›s›nda buldu¤umuz formülü an›msayal›m:

Burada X yerine −4X koyarsak,

elde ederiz. Dolay›s›yla,

C(X)’i hesaplamak için + ya da −’li ifadeden bi-

rini seçmeliyiz. −’li ifadeyi seçersek, paydadaki X

sadeleflmez ve C(X) için bir güç serisi bulmay›z. Do-

lay›s›yla +’l› ifadeyi seçmeliyiz. Biraz hesapla,

bulunur. Demek ki C(X)’in k-inci katsay›s›, 

Dolay›s›yla,
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