
Bir çizge afla¤›daki gibi

noktalardan ve noktalar aras›nda ba¤›nt›-

lardan (ya da kenarlardan ya da çizgilerden) olufl-

mufl bir yap› ya da flekildir.

Örne¤in, her noktas›n›n her noktas›na ba¤lan-

d›¤› çizgelere tamçizge denir ve

e¤er n nokta varsa bu çizge Kn

olarak simgelenir.

‹çinde döngü (bafllad›¤›

noktaya geri dönen yol) olma-

yan ve her noktas›ndan her

noktas›na ba¤lant›lar izlenerek

gidilebilen (yani yekpare olan) çizgelere a¤aç denir.

Örne¤in afla¤›daki çizgeler a¤açt›r.

Ama flu çizgeler a¤aç de¤ildirler.

Burada amac›m›z verilmifl bir çizgenin içinde

bulunan ve her noktay› içeren a¤aç say›s›n› hesap-

lamak. Çizgenin her noktay› içeren a¤açlar›na çiz-

genin kapsay›c› a¤ac› ad›n› verelim. Örne¤in bir

üçgende (yani K3’te) üç kapsay›c› a¤aç vard›r: Üç-

genin üç kenar›ndan herhangi birini atarsak bir

kapsay›c› a¤aç buluruz. Ayn› flekilde bir karede de

dört kapsay›c› a¤aç vard›r. Soruyu herhangi bir

çizge için soral›m ve yan›tlayal›m: Bir çizgenin kaç

kapsay›c› a¤ac› vard›r?

Bu sorunun yan›t› ilk kez

Prusyal› matematikçi Kirch-

hoff [K] taraf›ndan 1847’de

Matris-A¤aç Teoremi olarak

bilinen bir teoremin sonucu

olarak bulunmufltur. Ama bi-

zim kan›t›m›z Harary’nin [H]

kan›t›na dayanacak ve lineer

cebir gerektirecek.

Matris-A¤aç Teoremi’ni

önce yazal›m, teoremde kul-

land›¤›m›z terimleri daha son-

ra aç›klar›z:

Teorem: Köfleleri adland›r›lm›fl bir G çizgesi-

nin komfluluk matrisi A ve derece matrisi D olsun.

G’nin kapsay›c› a¤aç say›s›, D – A matrisinin her-

hangi bir eflçarpan›n›n de¤eridir.

fiimdi teoremde geçen terimleri aç›klayal›m.

Noktalar› v1, ..., vn olan bir çizge alal›m. Bu

çizgenin komfluluk matrisi, (i, j) girdisi vi ile vj nok-

talar› aras›ndaki ba¤›nt› (kenar) say›s› olan n × n

boyutlu matristir.

Çizgenin derece matrisi ise, (i, i) girdisi vi nokta-

s›n›n derecesi (yani vi’yi içeren ba¤›nt› say›s›) ve i ≠ j

için (i, j) girdisi ise 0 olan n × n boyutlu matristir.
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Elbette komfluluk ve derece matrisleri çizgenin

noktalar›n›n kabul edilen s›ralamas›na göre de¤ifle-

bilir, örne¤in v1, v2, v3, ..., vn için elde edilen mat-

risler, v2, v1, v3, ..., vn için elde edilen matrislerden

de¤ifliktir. (‹lk iki sütunu ve ilk iki sat›r› de¤ifltirir-

sek birinden di¤erini elde ederiz.) Biz noktalar›n

önceden belirlenmifl belli bir s›ralamayla verildi¤i-

ni varsayaca¤›z; böylece çizgenin komfluluk ve de-

rece matrisleri belirlenmifl olacak.

E¤er M, n × n boyutlu bir matrisse, Mij, M

matrisinden i-inci sat›r ve j-inci sütun at›ld›¤›nda

elde edilen kare matris olsun. (−1)i+jdet(Mij) say›s›-

na M matrisinin eflçarpan› ad› verilir.

Böylece teoremdeki terimler aç›klanm›fl oldu.

Kan›t›m›zda flu olgulara ihtiyac›m›z olacak:

Olgu 1. A ve B, n × m ve m × n boyutlu iki

matris olsun. n ≤ m oldu¤unu varsayal›m. A’dan m

− n sütun silerek n × n boyutlu bir Ai altmatrisi el-

de edelim. Ai altmatrisinde A’n›n hangi sütunlar›

gözüküyorsa B’den o numaral› sat›rlar› alarak n ×
n boyutlu Bi matrisini elde edelim. Bu durumda

A’n›n olas› tüm n × n boyutlu Ai altmatrisleri için,

det(AB) = Σi det Ai × det Bi

olur.

Bu çarp›m matrisinin determinant› 39’dur. Efl dü-

flen altmatrislerin determinantlar›n›n çarp›mlar›n›n

toplam›n› hesaplayal›m:

Yine ayn› sonucu bulduk.

Olgu 2. Her sat›r›n›n ya da her sütununun top-

lam› 0 olan bir matrisin determinant› 0’d›r. Her sa-

t›r ve her sütunun toplam› 0 olan bir matrisin de-

terminant› 0’d›r ve eflçarpanlar› ayn› de¤erdedirler.

‹kinci olgunun kan›t› oldukça kolay, sütun ve

sat›rlar›n yerlerini de¤ifltirerek ya da birini di¤erleri-

ne ekleyerek elde edilir. 

Kan›t›m›zda matrislerle ilgili baflka sonuçlar da

kullanaca¤›z, ama onlar› yeri geldi¤inde tan›tal›m.

Matris-A¤aç Teoreminin Kan›t›. A matrisinin

her i-inci sat›r›n›n (ve her i-inci sütununun) girdile-

rinin toplam› vi noktas›n›n derecesine eflit oldu¤un-

dan, D – A matrisinde her sat›r ve her sütunun gir-

dilerinin toplam› 0 olur. Olgu 2’den dolay› D – A

matrisinin determinant› 0’d›r ve eflçarpanlar› hep

ayn› de¤erdedirler.

Önce G’nin yekpare olmad›¤›n› varsayal›m, ya-

ni G, aralar›nda ba¤›nt› bulunmayan en az iki alt-

çizgeden oluflsun. O zaman çizgede hiç kapsay›c›

a¤aç olmad›¤›ndan, D − A matrisinin eflçarpanlar›-

n›n 0 oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Kan›tlayal›m: G’nin

noktalar›na v1, v2, ..., vn diyelim. G1, G’deki bir bi-

leflen olsun (yani G1’in noktalar›yla G’nin di¤er

noktalar› aras›nda ba¤›nt› olmas›n.) G1’in noktala-

r›n›n v1, v2, ..., vr oldu¤unu varsayal›m. D – A mat-

risinden son sat›r ve sütunu at›p (n – 1) × (n – 1) bo-

yutlu bir E matrisi elde edelim. E matrisinin ilk r sa-

t›r›n›n toplam›, her girdisi 0 olan bir sat›r olufltura-

ca¤›ndan E matrisinin determinant› 0 olur. Bu ak›l

yürütme son sat›r ve son sütun yerine herhangi bir

sat›r ve sütunla yap›labilece¤inden, D – A matrisi-

nin her eflçarpan›n›n de¤erinin 0 oldu¤u anlafl›l›r.

Böylece bu durumda istedi¤imizi kan›tlam›fl olduk.

fiimdi çizgemizin yekpare oldu¤unu varsaya-

l›m. Ayr›ca çizgemizin n noktas› ve m ba¤›nt›s› ol-

sun. Çizgemiz yekpare oldu¤undan m ≥ n – 1’dir.

(Neden?) Çizgenin oluflum matrisi B olsun. (Yani

vi noktas› ej kenar›ndaysa B matrisinin (i, j) girdisi

1, de¤ilse 0 olsun. Elde etti¤imiz n × m boyutlu

matris G çizgesinin oluflum matrisidir. Burada n

çizgenin nokta say›s›, m de kenar say›s›d›r.) Her
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sütun bir kenar› simgeledi¤inden, B matrisinin her

sütununda sadece iki tane 1 vard›r ve di¤er girdile-

ri 0’d›r.

fiimdi B matrisindeki her sütundaki s›f›rdan

farkl› olan iki girdiden herhangi birini −1 yaparak

elde etti¤imiz matrise C ad›n› verelim.

C ’nin sütunlar›n›n toplam› 0’d›r, çünkü girdi-

lerinin biri 1, di¤eri −1 ve geri kalanlar› 0’d›r. Bu,

birazdan önemli olacak.

CCt matris çarp›m›n› dikkatlice inceleyelim. (Ct

matrisi, yukardaki örnekte görüldü¤ü gibi, C matri-

sinin çapraza göre simetri¤idir, Ct matrisinde C

matrisinin sütunlar› sat›r, sat›rlar› sütun olmufltur.)

Cebirsel bir ifllem olan CCt matris çarp›m›n›n ge-

ometrik anlam› irdelendi¤inde, i ≠ j ise bu çarp›m›n

(i, j) girdisinin vi ile vj noktalar› aras›ndaki kenar sa-

y›s› çarp› −1 oldu¤u gözlemlenir; i = j durumunda ise

bu girdi vi’nin derecesidir. Demek ki CCt = D – A.

Dolay›s›yla G’nin kapsay›c› a¤aç say›s›n›n CCt

matrisinin herhangi bir eflçarpan›n›n de¤eri

oldu¤unu kan›tlamal›y›z.

G’nin n – 1 ba¤›nt›l› herhangi bir H altçizgesine

bakal›m. C’den sadece H’nin kenarlar›na karfl›l›k

gelen sütunlar› kabul edip (yani di¤erlerini at›p), s›-

ralardan da herhangi birini, diyelim k-inci s›ray› ata-

rak elde etti¤imiz (n – 1) × (n – 1) boyutlu C ′ mat-

risinin (bkz. bir sonraki sütundaki flekil) determi-

nant›n›n mutlak de¤erini bulal›m. 

Önce H altçizgesinin ba¤l› olmad›¤›n› varsaya-

l›m. O zaman H’nin vk noktas›n› bar›nd›rmayan bir

bilefleni vard›r. Bu bileflen H1 olsun. Att›¤›m›z k-in-

ci sat›r›n H1’in noktalar›na karfl›l›k gelen girdileri

0’d›r çünkü vk noktas› H1’de de¤ildir. Dolay›s›yla

C′ matrisinin H1 çizgesine karfl›l›k gelen altmatrisin

sütunlar›n›n toplam› da aynen C matrisinin sütun-

lar›nda oldu¤u gibi 0’d›r. Demek ki H1 çizgesine

tekabül eden matrisin (resimde griyle gösterilmifl)

determinant› 0’d›r.  Bundan da det C′ = 0 ç›kar.

fiimdi H çizgesinin ba¤l› oldu¤unu, yani H alt-

çizgesinin G’nin bir kapsay›c› a¤ac› oldu¤unu var-

sayal›m. (Bkz. afla¤›daki flekil.) C′ matrisinin sat›r

ve sütunlar›n› de¤ifltirerek C′ matrisini, çapraz›n

alt›ndaki girdileri 0 olan ama çapraz›nda hiç 0 ol-

mayan bir matrise (üstüçgen matrisine) dönüfltüre-

ce¤iz. C′ matrisinin girdileri 1 ya da −1 olduklar›n-

dan ve sat›r ve sütun de¤iflmelerinden determinan-

t›n mutlak de¤eri de¤iflmedi¤indan, böyle bir dö-

nüflüm yapabilirsek, |det C′| = 1 eflitli¤ini kan›tla-

m›fl olaca¤›z.
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u1 ad›n› verece¤imiz vk’den farkl› ve derecesi 1

olan bir nokta seçelim. ƒ1 ise u1 noktas›na ba¤l›

kenar olsun. u2, vk ve u1’den farkl› ve H \ {u1} çiz-

gesinde derecesi 1 olan bir nokta, ƒ2 ise u2’ye ba¤-

l› kenar olsun. Bu ifllemi elimizde sadece vk nokta-

s› kalana kadar uygulayal›m. (Bir sonraki ad›mda

H \ {u1, u2} çizgesinden derecesi 1 olan bir u3 nok-

tas› seçece¤iz.) Böylece  seçilen her ui noktas› sa-

dece ƒ1, ..., ƒi noktalar›na ba¤l› olabilir ve ei nok-

tas› ƒi kenar›na hep ba¤l› olur. E¤er C ′ matrisini

bu tabanda yazacak olursak, çapraz›nda 1 ya da −
1 olan üçgensel bir matris elde ederiz. Demek ki

|det C ′| = 1’dir.

D – A matrisinin (ya da CCt matrisinin) her efl-

çarpan› ayn› de¤erde oldu¤u için, D – A matrisinin

i-inci sat›r ve sütunu atarak buldu¤umuz eflçarpan›

hesaplayal›m. C matrisinden i-inci sat›r› ç›kard›¤›-

m›zda elde etti¤imiz matrise Ci dersek, D – A mat-

risinden i-inci sat›r ve sütunu atarak elde etti¤imiz

matris CiCi
t matrisine eflittir. Demek ki det (CiCi

t)

de¤erini bulmal›y›z.

Olgu 1’e göre det (CiCi
t), Ci ve Ci

t matrisleri-

nin sonucumuzda belirtti¤imiz flekilde ald›¤›m›z

altmatrislerinin determinantlar›n›n çarp›mlar›n›n

toplamlar›na eflit. ‹lgili altmatrislerin deteminant-

lar›n›n çarp›m›n›n, sütunlar bir kapsay›c› a¤açsa 1

di¤er durumda 0 oldu¤unu da gördük. Böylece

G’nin kapsay›c› a¤açlar›n›n say›s›n›n D – A matri-

sinin eflçarpan› oldu¤unu bulduk. ■■

Yaz›m›z›n bafl›nda sözetti¤imiz Cayley Teore-

mi de Matris-a¤aç teoreminden kolayl›kla elde edi-

lebilir. G’yi n noktal› tam çizge olarak al›rsak

olur. D – A matrisinden ilk sat›r ve sütunu atal›m.

(n – 1) × (n – 1) boyutlu 

matrisinin determinant›n› bulaca¤›z. Önce ilk sat›-

r› di¤er tüm sat›rlardan ç›kararak

matrisini bulal›m. Ard›ndan ilk sütuna di¤er tüm

sütunlar› eklersek

matrisini elde ederiz. Bu ifllemler matrisin determi-

nant›n› de¤ifltirmez ve köflegeninin alt›ndaki tüm

girdileri 0 olan bu matrisin detarminant› köflegen-

deki girdilerin çarp›m›d›r. Bu durumda matrisin

determinant› ise bekledi¤imiz gibi nn−2 dir. ■■
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