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Kapsayici Agac Sayisi
(Matris-Agac Teoremi)
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Bir cizge asagidaki gibi  genin kapsayict agact adini verelim. Ornegin bir
noktalardan ve noktalar arasinda baginti-  iiggende (yani K3’te) ii¢ kapsayici agag vardir: Ug-
lardan (ya da kenarlardan ya da cizgilerden) olus-  genin ug¢ kenarindan herhangi birini atarsak bir
mus bir yap1 ya da sekildir. kapsayict aga¢ buluruz. Ayni sekilde bir karede de
dort kapsayict aga¢ vardir. Soruyu herhangi bir
cizge i¢in soralim ve yanitlayalim: Bir ¢izgenin kag
kapsayic agaci vardir?

Bu sorunun yaniti ilk kez
Prusyali matematik¢i Kirch-
hoff [K] tarafindan 1847’de
Matris-Aga¢ Teoremi olarak
Ornegin, her noktasmin her noktasina baglan- bilinen bir teoremin sonucu

dig1 cizgelere tamgizge denir ve olarak bulunmustur. Ama bi-

eger n nokta varsa bu ¢izge K, zim kanitimiz Harary’nin [H]

olarak simgelenir. kanitina dayanacak ve lineer

Icinde dongii (basladig cebir gerektirecek.

noktaya geri donen yol) olma- Matris-Aga¢ Teoremi’ni

Gustav Robert

yan ve her noktasindan her once yazalim, teoremde kul-

izgesi Kirchhoff
K¢ tamgizgesi | ktasma baglantilar izlenerek (1824-1887) landigimiz terimleri daha son-
gidilebilen (yani yekpare olan) ¢izgelere agag denir. ra agiklariz:

Ornegin asagidaki cizgeler agactir.
Teorem: Koseleri adlandirilmis bir G ¢izgesi-

nin komsuluk matrisi A ve derece matrisi D olsun.
G’nin kapsayici agag sayist, D — A matrisinin her-
hangi bir escarpanuun degeridir.

Simdi teoremde gegen terimleri agiklayalim.
Ama su cizgeler agac degildirler. Noktalart v4, ..., v,, olan bir ¢izge alalim. Bu
cizgenin komsuluk matrisi, (i, j) girdisi v;ile v; nok-

talari arasindaki baginti (kenar) sayisi olan # x #
boyutlu matristir.
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Burada amacimiz verilmis bir ¢izgenin iginde % (2) g (2) (1) (3) (1)

. v

bulunan ve her noktay: igeren agac sayisini hesap- v v *0010000

; : : 5 : : 0003000

lamak. Cizgenin her noktayi igeren agaglarina ¢iz- 0110000
Vg Komguluk matrisi

* Kog Universitesi Matematik boliimii 6gretim iiyesi.

1 MD-2003-III, sayfa 19-20°de n noktal 72 tane noktalar:
adlandirilmis agac oldugunu (Cayley 1889) kanitlamustik.
Bu sonucu K, tamgizgesinin kapsayici agag sayisi olarak da
yorumlayabiliriz. icin (4, j) girdisi ise 0 olan # x n boyutlu matristir.
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Cizgenin derece matrisi ise, (i, i) girdisi v; nokta-
siun derecesi (yani v;'yi iceren baginti sayisi) ve i # j
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6000000
0700000
0080000
0005000
0000100
0000030
0000002
Derece matrisi

Elbette komguluk ve derece matrisleri ¢izgenin
noktalarinin kabul edilen siralamasina gore degise-
bilir, 6rnegin vy, vy, v3, ..., v, i¢in elde edilen mat-
risler, v,, vy, v3, ..., v, i¢in elde edilen matrislerden
degisiktir. (Ilk iki siitunu ve ilk iki satir1 degistirir-
sek birinden digerini elde ederiz.) Biz noktalarin
onceden belirlenmig belli bir siralamayla verildigi-
ni varsayacagiz; boylece ¢izgenin komsuluk ve de-
rece matrisleri belirlenmis olacak.

Eger M, n x n boyutlu bir matrisse, M;, M
matrisinden i-inci satir ve j-inci sutun atildiginda
elde edilen kare matris olsun. (~1)i*/det(M;;) sayisi-
na M matrisinin es¢arpani ad verilir.

Boylece teoremdeki terimler agiklanmis oldu.

Kanitimizda su olgulara ihtiyacimiz olacak:

Olgu 1. A ve B, n x m ve m x n boyutlu iki
matris olsun. n <m oldugunu varsayalim. A’dan m
— n stitun silerek n x n boyutlu bir A; altmatrisi el-
de edelim. A; altmatrisinde A’nin hangi siitunlar:
goziikiiyorsa B’den o numarali satirlar: alarak n x
n boyutlu B; matrisini elde edelim. Bu durumda
A’min olasi tiim n x n boyutlu A; altmatrisleri icin,

det(AB) = X; det A, x det B;

0 3 -1 11
-1 2 4 5)

Bu carpim matrisinin determinanti 39’dur. Eg di-

olur.

1 1

Ornek: |
rne.l

sen altmatrislerin determinantlarinin ¢arpimlarinin
toplamini hesaplayalim:

A O O M A

Yine aym sonucu bulduk.

Olgu 2. Her satirnun ya da ber siitununun top-
lami 0 olan bir matrisin determinant: O’dir. Her sa-
tir ve her siitunun toplanu 0 olan bir matrisin de-
terminanti O0’dir ve escarpanlari ayni degerdedirler.
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Ikinci olgunun kaniti oldukga kolay, siitun ve
satirlarin yerlerini degistirerek ya da birini digerleri-
ne ekleyerek elde edilir.

Kanitimizda matrislerle ilgili bagka sonuclar da
kullanacagiz, ama onlar1 yeri geldiginde tanitalim.

Matris-Agac Teoreminin Kaniti. A matrisinin
her i-inci satirinin (ve her #-inci sitununun) girdile-
rinin toplami v; noktasinin derecesine esit oldugun-
dan, D — A matrisinde her satir ve her situnun gir-
dilerinin toplami 0 olur. Olgu 2’den dolayt D — A
matrisinin determinanti 0°dir ve escarpanlari hep
ayni degerdedirler.

Once G’nin yekpare olmadigini varsayalim, ya-
ni G, aralarinda baginti bulunmayan en az iki alt-
cizgeden olugsun. O zaman c¢izgede hi¢ kapsayici
agag¢ olmadigindan, D — A matrisinin es¢arpanlari-
nin 0 oldugunu kanitlamaliyiz. Kanitlayalim: G’nin
noktalarina vy, vy, ..., v,, diyelim. G, G’deki bir bi-
lesen olsun (yani Gq’in noktalariyla G’nin diger
noktalart arasinda baginti olmasin.) G{’in noktala-
£nin vy, vy, ..., v, oldugunu varsayalim. D — A mat-
risinden son satir ve siitunu atip (z— 1) x (n— 1) bo-
yutlu bir E matrisi elde edelim. E matrisinin ilk 7 sa-
tirinin toplamu, her girdisi 0 olan bir satir olustura-

G,’in D — A matrisi,

son stitun
r x r boyutlu
/
J her girdisi 0 olan
rx(n—r) boyutlu matris
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G’nin D — A matrisi, # x  boyutlu.

Gri matris, (n—1) x (n—1) boyutlu E matrisidir.
cagindan E matrisinin determinanti O olur. Bu akil
yuriitme son satir ve son siitun yerine herhangi bir
satir ve sutunla yapilabileceginden, D — A matrisi-
nin her es¢arpaninin degerinin 0 oldugu anlagilir.
Boylece bu durumda istedigimizi kanitlamig olduk.

Simdi ¢izgemizin yekpare oldugunu varsaya-
lim. Ayrica ¢izgemizin 7 noktasi ve m bagintsi ol-
sun. Cizgemiz yekpare oldugundan m > »n — 1’dir.
(Neden?) Cizgenin olusum matrisi B olsun. (Yani
v; noktasi ¢j kenarindaysa B matrisinin (7, ) girdisi
1, degilse 0 olsun. Elde ettigimiz # x m boyutlu
matris G cizgesinin olusum matrisidir. Burada »
cizgenin nokta sayisi, 7 de kenar sayisidir.) Her
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i3
110100000000
101011000000
011110111100
000000001111
000000100000
000000000011
000001010000
Olusum matrisi

sutun bir kenari simgelediginden, B matrisinin her
stitununda sadece iki tane 1 vardir ve diger girdile-
ri 0°dur.

Simdi B matrisindeki her siitundaki sifirdan
farkli olan iki girdiden herhangi birini —1 yaparak
elde ettigimiz matrise C adini verelim.

1-1 000 0 0
1010000
110100000000 91000070
4101011000000 R
0-1-1 1-1 0-1 1 1-1 0 0 o100
C=00000000-11-1-1 Cl=
00-1 010 0
000000100000
00100 0-1
00000000001 1 o9 1000l
00000-10-10000 IR
000-10 10
000-1010

C’nin stitunlarinin toplami 0°dir, ¢iinkii girdi-
lerinin biri 1, digeri —1 ve geri kalanlar1 0’dir. Bu,
birazdan 6nemli olacak.

CC? matris carpimini dikkatlice inceleyelim. (C?
matrisi, yukardaki 6rnekte goriildagi gibi, C matri-
sinin c¢apraza gore simetrigidir, C? matrisinde C
matrisinin siitunlar satir, satirlar1 stitun olmustur.)
Cebirsel bir igslem olan CC! matris ¢arpiminin ge-
ometrik anlami irdelendiginde, i # j ise bu ¢arpimin
(4, j) girdisinin v; ile v; noktalar1 arasindaki kenar sa-
yist ¢arp1 —1 oldugu gozlemlenir; 7 = j durumunda ise
bu girdi ;/nin derecesidir. Demek ki CC?* = D — A.
Dolayisiyla G’nin kapsayict aga¢ sayisimin CCt
matrisinin herhangi bir escarpaninin degeri
oldugunu kanitlamaliyiz.

G’nin 7 — 1 bagmtil herhangi bir H altcizgesine
bakalim. Cden sadece H’nin kenarlarina kargilik
gelen sttunlar1 kabul edip (yani digerlerini atip), si-
ralardan da herhangi birini, diyelim k-inci siray1 ata-
(n - 1) boyutlu C' mat-
risinin (bkz. bir sonraki stitundaki sekil) determi-

rak elde ettigimiz (n — 1) x

nantinin mutlak degerini bulalim.

Once H altgizgesinin bagl olmadigini varsaya-
lim. O zaman H’nin v}, noktasini barindirmayan bir
bileseni vardir. Bu bilesen Hy olsun. Attigimiz k-in-
ci satirin Hy’in noktalarina kargilhk gelen girdileri
0’dir ¢iinkii v, noktast Hy’de degildir. Dolayisiyla
C' matrisinin Hy ¢izgesine kargilik gelen altmatrisin

| Je1o

e
1
Uy

Vg=1,

H cizgesi

stitunlarinin toplami da aynen C matrisinin siitun-
larinda oldugu gibi 0°dir. Demek ki H; ¢izgesine
tekabul eden matrisin (resimde griyle gosterilmis)
determinant: 0’dir. Bundan da det C' = 0 cikar.

Simdi H cizgesinin bagl oldugunu, yani H alt-
cizgesinin G’nin bir kapsayic agaci oldugunu var-
sayalim. (Bkz. asagidaki sekil.) C' matrisinin satir
ve siitunlarimi degistirerek C' matrisini, caprazin
altindaki girdileri O olan ama ¢aprazinda hig 0 ol-
mayan bir matrise (iistiicgen matrisine) dontistiire-
cegiz. C' matrisinin girdileri 1 ya da —1 olduklarin-
dan ve satir ve siitun degismelerinden determinan-
tin mutlak degeri degismedigindan, boyle bir do-
niigiim yapabilirsek, Idet C'l = 1 esitligini kanitla-
mig olacagiz.

G ¢izgesi

H gizgesi
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uq adimn1 verecegimiz v} den farkli ve derecesi 1
olan bir nokta segelim. f ise #; noktasina bagl
kenar olsun. u,, v}, ve uy’den farkli ve H \ {u,} ¢iz-
gesinde derecesi 1 olan bir nokta, f, ise #,’ye bag-
li kenar olsun. Bu iglemi elimizde sadece v, nokta-
st kalana kadar uygulayalim. (Bir sonraki adimda
H\ {uy, u,} ¢izgesinden derecesi 1 olan bir #5 nok-
tast segecegiz.) Boylece secilen her #; noktas: sa-
dece f1, ..., f; noktalarina bagli olabilir ve e; nok-
tast f; kenarina hep bagl olur. Eger C' matrisini
bu tabanda yazacak olursak, caprazinda 1 ya da —
1 olan ticgensel bir matris elde ederiz. Demek ki
Idet C'l = 1°dir.

D — A matrisinin (ya da CC’ matrisinin) her es-
carpani ayni degerde oldugu icin, D — A matrisinin
i-inci satir ve stitunu atarak buldugumuz es¢arpani
hesaplayalim. C matrisinden #-inci satir1 ¢ikardigi-
mizda elde ettigimiz matrise C; dersek, D — A mat-
risinden i-inci satir ve stitunu atarak elde ettigimiz
matris C;C/ matrisine esittir. Demek ki det (C,C})
degerini bulmaliyiz.

Olgu 1’e gore det (C;C{), C; ve C} matrisleri-
nin sonucumuzda belirttigimiz sekilde aldigimiz
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altmatrislerinin determinantlarinin ¢arpimlarinin
toplamlarma esit. Ilgili altmatrislerin deteminant-
larinin ¢arpiminin, stitunlar bir kapsayici agagsa 1
diger durumda O oldugunu da gordiik. Boylece
G’nin kapsayici agaglarinin sayisinin D — A matri-
sinin escarpani oldugunu bulduk. O
Yazimizin basinda sozettigimiz Cayley Teore-
mi de Matris-aga¢ teoreminden kolaylikla elde edi-
lebilir. G’yi 7 noktali tam ¢izge olarak alirsak

-1

n—-1

n—1

olur. D — A matrisinden ilk satir ve siitunu atalim.
(n—1) x (n - 1) boyutlu

n-1 -1 -1
-n n 0

N [ N
-n 0 n

matrisinin determinantin1 bulacagiz. Once ilk sati-
r1 diger tum satirlardan ¢ikararak
n-1 -1
-1 n-1

matrisini bulalim. Ardindan ilk siituna diger tum
stitunlart eklersek

1 -1 -1
0 =n 0
oo 0
0 0 n

matrisini elde ederiz. Bu islemler matrisin determi-
nantini degistirmez ve kosegeninin altindaki tim
girdileri 0 olan bu matrisin detarminanti kosegen-
deki girdilerin ¢arpimidir. Bu durumda matrisin

determinanti ise bekledigimiz gibi 72 dir. O
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