
T
eorem kan›tlamak zordur da matematiksel

bir tan›m bulmak kimileyin daha da zordur.

Bu yaz›da “aç› ölçüsü”nün matematiksel

tan›m›n› verece¤iz. Derece ya da radyan, hangi bi-

rim cinsinden yaz›l›rsa yaz›ls›n, uygulamada bir

gönyeyle ölçülen aç›y› bu yaz›da kuramsal olarak

tan›mlay›p nas›l hesapland›¤›n› gösterece¤iz.

“Ben bir aç›n›n ölçüsünün

ne demek oldu¤unu zaten bili-

yorum, ohooo biz ne aç›lar ölç-

tük!” diyenler bu yaz›y› özel-

likle okusunlar, çünkü bu yaz›

özellikle onlar için kaleme al›n-

m›flt›r.

Soraca¤›m›z soru ve dile getirece¤imiz sorun

Eski Yunanl›lar›n ak›llar›n›n ucundan bile geçmez-

di. Matematik bugünkü kadar matematiksel de¤il-

di o zamanlar. Eski Yunanl›lar olsa olsa 180 dere-

ceyi tan›mlarlar, ard›ndan verilen bir aç›n›n 180

derecelik aç›y› böldü¤ü orana (oran ne demekse!)

göre o aç›n›n ölçüsünü tan›mlayabilirlerdi.

fiunu da hemen belirtelim ki, bir aç›n›n ölçüsü-

nü tan›mlaman›n tek yolu burada sunaca¤›m›z

yöntem de¤ildir. Bir baflka say›m›zda, belki de bir

sonrakinde (kimbilir!) ayn› kavram› güç serileriyle

(bkz. MD-2004-II, sayfa 32-38) tan›mlayaca¤›z.

Aç›. Önce konumumuzu belirleyelim. Bildi¤i-

miz R2 Öklid düzlemindeyiz. Aç›lar›m›z da bu

düzlemde yer alacak.

Konumumuzu belirledikten sonra aç›y› tan›m-

layal›m: Bir aç›y›, afla¤›daki flekildeki gibi, düzlem-

de belli bir s›rayla al›nm›fl

üç nokta olarak tan›mla-

yabiliriz. E¤er s›ral› nokta-

lar›m›z (s›ras›yla) A, O ve

B ise, AOB aç›s›ndan söze-

dece¤iz.

Bu yaz›da aç›lar›m›z›n

ölçüleri hep 0 ≤ θ < 360°

eflitsizliklerini sa¤layacak.

Aç›y› böylece tan›mlad›ktan sonra, verilmifl bir

aç›y› ölçelim... Örne¤in yukardaki flekilde verilen

aç›y› ölçelim, yani m(AOB)’yi bulal›m. Hay›r yan-

l›fl söyledim... Ölçmeyelim (biz mühendis miyiz!),

sadece o aç›n›n ölçüsünü tan›mlayal›m, tan›mlaya-

l›m ki isteyen ölçebilsin...

180 ve 0 Derecelik Aç›lar. Baz› aç›lar›n kaç de-

rece olduklar›n› bulmak kolayd›r. Örne¤in e¤er A,

O ve B noktalar› do¤rusalsa, AOB aç›s› ya 180 ya

da 0 derecedir, O nok-

tas›n›n A ve B noktala-

r›n›n aras›nda olup ol-

mamas›na göre de¤iflir.

Neden böyledir? Ta-

n›mdan dolay›! 0 ve

180 derecelik aç›lar böyle tan›mlanm›flt›r. Biz de bu

tan›m› kabul edelim. 

90 Derecelik Aç›. fiimdi de 90 derecelik aç›y›,

yani dik aç›y› tan›mlayal›m.

90 derecelik aç›y› da tan›mlamak o kadar zor

de¤ildir ama çok da kolay de¤ildir. “Bir noktadan

bir do¤ruya dik inerim, olur biter” geçerli de¤ildir,

çünkü 90 dereceyi tan›mlamadan “dik inme”nin ne

demek oldu¤u belli de¤ildir. “‹flte böyle yapar›m”

diye elle göstermek de olmaz. “180 derecelik aç›y›

tam ortadan ikiye bölerim” yan›t› do¤ru yan›ta da-

ha yak›nd›r, ama bu da mu¤lak bir tan›md›r.

“90 derecelik aç›n›n ne demek oldu¤unu ben

zaten biliyorum; neden bildi¤im bir fleye kafa pat-

latay›m” diyenler bu derginin kapa¤›n› bir daha

açmamak üzere kapats›nlar; gönülleri rahat olsun:

ne kaybettiklerini hiçbir zaman bilemeyecekleri gi-

bi bunun eksikli¤ini de duymayacaklard›r. Sonuç

olarak milyarlarca insan bir aç›n›n ölçüsünün ne

demek oldu¤unu bilmeden yaflay›p gidiyor.

Geçen say›m›zda Hilbert’in Öklid geometrisi

için buldu¤u aksiyomlar›n› vermifltik. Bunlar belli

bir say›dayd›, tam 20 tane... Bu 20 aksiyomu verme-

den önce Hilbert’in kabul etti¤i tan›ms›z terimlerin

listesini vermifltik. Bunlardan biri de efllik ad› verilen

bir terimdi. “‹ki aç› efltir” sözü “iki aç›n›n ölçüleri
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eflittir” anlam›na ama tan›ms›z olarak kullan›lm›flt›.

Bir aç›n›n kaç derece oldu¤unun ne demek oldu¤u-

nu (flimdilik) bilmesek de, iki aç›n›n ölçülerinin eflit

olup olmad›¤›n› (flimdilik) bildi¤imizi varsayal›m.

Elimizde bu efllik kavram›yla 90 dereceyi tan›mlaya-

biliriz. Bunu geçen say›m›zda flöyle yapm›flt›k (sayfa

77): “A-O-B iliflkisini sa¤layan üç nokta alal›m, ya-

ni O noktas› A ve B noktalar›n›n aras›nda olsun. C,

AB do¤rusu üstünde olmayan bir nokta olsun. E¤er

AOC ve COB aç›-

lar› eflse, bu aç›lar›n

her birine dik aç›

denir.” Buradaki

aras›ndal›k terimi

de Hilbert’in kabul

etti¤i tan›ms›z te-

rimlerden biridir, “bir nokta di¤er iki noktan›n ara-

s›ndad›r” anlam›nda ama tan›ms›z olarak kullan›l›r.

Dik aç›n›n ölçüsüne 90 derece diyelim. (‹lerde

sadece dik aç›n›n de¤il, her aç›n›n ölçüsünü tan›m-

layaca¤›z; o zaman dik aç›n›n ölçüsünün gerçekten

90 derece oldu¤u kan›tlanmal›.)

Tabii sadece 90 derecenin tan›m›n› vermek yet-

mez, bir de ayr›ca ölçüsü 90 derece olan bir aç›n›n

oldu¤unu kan›tlamak gerekir. Konumuz bu olma-

d›¤›ndan böyle bir kan›ta giriflmeyece¤iz.

Aç›y› ‹kiye Bölmek. Dik aç›n›n tan›m›ndaki

yöntemden esinlenerek, herhangi bir aç› verilmiflse,

bu aç›n›n “yar›s›” da tan›mlanabilir, hatta ölçüsü α
olan bir aç›dan hareketle ölçüsü α/2

olan bir aç› pergel ve (çentiksiz) cet-

vel yard›m›yla yandaki flekilde gö-

rüldü¤ü gibi infla edilebilir. Dolay›-

s›yla α derecelik bir aç› tan›mlan-

m›flsa, α/2 derecelik aç› da oldukça

somut biçimde tan›mlanabilir.

Burada bir paragraf aç›p herhangi bir aç›n›n

pergel ve çentiksiz cetvelle üçe bölünemeyece¤ini

de belirtelim. 180 derece gibi baz› aç›lar üçe bölü-

nebilir ama her aç›, örne¤in 60 derecelik aç› üçe

bölünemez. Bu, 200 y›ldan beri bilinen bir teorem-

dir. Bir gün MD’de kan›tlar›z.

Aç›lar› Toplamak.

Ayr›ca e¤er ölçüleri α
ve β olan iki aç› veril-

miflse, ölçüsü α + β
olan bir aç›n›n varl›¤›

da kan›tlanabilir, hatta böyle bir aç› pergel ve çen-

tiksiz cetvel yard›m›yla kolayl›kla çizilebilir. Bu çizi-

mi okura b›rak›yoruz.

Yukarda aç›klad›¤›m›z geometrik yöntemle,

180 derecelik aç›dan hareketle, aç›lar› sürekli ikiye

bölerek 90, 45, 22,5, 11,25, 5,625 derecelik aç›lar

tan›mlanabilir. Bunlar› toplayarak örne¤in 22,5 +

11,25 = 33,75 derecelik aç›lar› da tan›mlayabiliriz.

Ama bu yöntemle sadece n ve m do¤al say›lar› için

m×180/2n derecelik aç›lar tan›mlanabilir.

Eflkenar üçgenden hareketle 60 derecelik aç›y›

da tan›mlayabiliriz. Dolay›s›yla 30, 15, 7,5 derece-

lik aç›lar da tan›mlanabilir.

Bu geometrik yöntemle tüm aç›lar› tan›mlaya-

mayaca¤›m›z herhalde anlafl›lm›flt›r. Her aç› için ay-

r› bir tan›m vermeye zaman›m›z›n yetmeyece¤i gibi,

bu yöntemle her aç›n›n tan›mlanamayaca¤› da ka-

n›tlanabilir. Örne¤in 21/3 derecelik bir aç› nas›l ta-

n›mlan›r? Ya da bir aç›n›n ölçüsünün 21/3 derece

oldu¤unu nas›l anlar›z? Daha da basit bir soru: 1

derecelik aç› ne demektir?

‹flte bu yaz›da bir aç›n›n ölçüsünü matematik-

sel olarak tan›mlayaca¤›z.

Pi Say›s› ve Radyan. Aç›lar›m›z› derece cinsin-

den de¤il de radyan cinsinden tan›mlayaca¤›z. Ha-

t›rlatal›m: 180 derece π radyana eflittir ve daha ge-

nel olarak α derece απ/180 radyana eflittir.

Yukarda π’den bahsetti¤imize bakmay›n, bu ya-

z›da π say›s›n› da tan›mlayaca¤›z. Ama tan›ma giden

yolu anlamak için en az›ndan bafllang›çta π say›s›n›n

anlam›n› bildi¤inizi varsayaca¤›z. Daha sonra, bi-

çimsel matematik yapt›¤›m›zda π’yi matematiksel

olarak tan›mlayaca¤›z. Hatta π’nin 4’ten küçük bir

say› oldu¤unu bile kan›tlayaca¤›z! (Siz hiç okulda

bu ya da buna benzer bir eflitsizli¤in kan›t›n› gördü-

nüz mü! Okullarda π, 3,14 gibi bir say› olarak bel-

letilir genç dima¤lara! Ama Matematik Dünyas› sa-

yesinde gençlerimiz art›k gerçe¤e ulafl›yorlar...)

Fikir. Bir aç›n›n ölçüsünü nas›l tan›mlayaca¤›-

m›z› anlatal›m. Aç›n›n ölçüsünü tan›mlamak için

düzlemdeki e¤rilerin uzunlu¤unu tan›mlamam›z

gerekti¤ini görece¤iz.

“Bilindi¤i üzere” r yar›çapl› bir çemberin

uzunlu¤u 2πr’dir. E¤er yar›çap 1 ise, yani r = 1 ise,

ki o zaman çembere birim çember denir ve o za-

man çemberin uzunlu¤u 2π olur. (Bir sonraki say-

fadaki ilk flekil). Demek ki 2π radyan için 2π’lik bir
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çember uzunlu¤u bulduk.

O zaman 1 radyanl›k bir

aç›yla s›n›rlanan birim

çember parças›n›n uzunlu-

¤u da 1 birim olur. (2π
radyan için 2π birim

uzunluk elde etmiflsek, 1

radyan için 1 birim uzun-

luk elde ederiz; 2π’lik

uzunlu¤u 2π radyana bö-

lün. Soldaki ikinci flekil).

Dolay›s›yla α radyanl›k

bir aç›yla s›n›rlanan birim

çember parças›n›n uzunlu-

¤u α birim olur. (1 radyan

için 1 birim uzunluk elde

etmiflsek, α radyan için α
birim uzunluk elde ederiz.

Soldaki üçüncü flekil).

Görüldü¤ü gibi, birim

çember üstünde, aç›n›n öl-

çüsüyle aç›n›n belirledi¤i

çember uzunlu¤u (her ne

kadar biri radyan di¤eri birim uzakl›k cinsinden ol-

sa da) birbirine eflit ç›k›yor... Dolay›s›yla e¤er bir

çember parças›n›n uzunlu¤unu tan›mlayabilirsek, o

zaman aç›n›n ölçüsünü de tan›mlayabiliriz.

Bundan böyle amac›m›z bir çember parças›n›n

uzunlu¤unu hesaplamak. Elbette ip gibi matemati-

¤e yabanc› maddeler kullanamay›z.

Çember. Çember, herkesin bildi¤i üzere, bir

düzlemde merkez ad› verilen bir noktaya eflit uzak-

l›kta olan noktalar kümesidir. Gene herkesin bildi¤i

üzere çemberin noktalar›n›n merkeze olan sabit

uzakl›¤›na yar›çap denir. Merkezi (a, b) noktas›nda,

r birim yar›çapl› bir çemberin denklemi,

(x − a)2 + (y − b)2 = r2

dir. Bu, Tales Teore-

mi’nden hemen ç›kar.

E¤er merkez (0, 0) nokta-

s› ve yar›çap 1 birim ise,

bu denklem,

x2 + y2 = 1

biçimini al›r elbette. Bir de

ayr›ca e¤er çemberin üst

taraf›ndaysak, o zaman y’yi x cinsinden yazabiliriz:

Böylece y, x’in bir fonksiyonu olur, yani her x için

x2 + y2 = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tek y pozi-

tif say›s› vard›r. Afla¤›da bu fonksiyonun grafi¤ini

çizdik. Fonksiyon sadece −1’le 1 aras›ndaki say›lar

için tan›mlanm›flt›r (yoksa 1 − x2 negatif bir say›

olur ve karekökü al›namaz.) Bu fonksiyonun grafi-

¤inin bir parças›n›n uzunlu¤unu tan›mlay›p hesap-

lamam›z gerekiyor. E¤er bunu yapabilirsek, sadece

yar›m çember de¤il, tam çember üstündeki bütün

yaylar›n uzunlu¤unu hesaplayabiliriz.

Bir Fonksiyonun Grafi¤inin Uzunlu¤u Sorusu.

ƒ, [a, b] aral›¤›ndan gerçel say›lar kümesi R’ye gi-

den bir fonksiyon olsun. Yukardaki durumda

Amac›m›z ƒ’nin grafi¤inin

uzunlu¤unu hesaplamak.

Bir fonksiyonun gra-

fi¤i, asl›nda R2 düzlemin-

de çizilmifl bir “e¤ri”dir.

(E¤rinin matematiksel ta-

n›m›n› birazdan verece¤iz. Bir e¤ri kendi üstünden

geçebilir ya da geri gelebilir ama bir fonksiyonun

grafi¤i bu tür cilveler yapamaz. Bkz. bir sonraki

sayfadaki flekil.)

Bir fonksiyonun grafi¤inin uzunlu¤unu bulaca-

¤›m›za bir e¤rinin uzunlu¤unu bulursak daha genel

bir fley yapm›fl oluruz.

E¤rinin matematiksel tan›m› flöyle: R2’de bir

e¤ri, belli bir [a, b] kapal› aral›¤›ndan R2’ye giden

bir γ fonksiyonu ya da böyle bir γ fonksiyonunun

R2’deki γ([a, b]) imgesi olarak tan›mlan›r. (Genel-

likle e¤riyi veren fonksiyonun sürekli oldu¤u var-

say›l›r ama bizim böyle bir koflulumuz olmayacak.)
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E¤er ƒ, belli bir [a, b] kapal› aral›¤›ndan R’ye

giden bir fonksiyonsa, ƒ’nin grafi¤ini, bir x say›s›-

n› R2’nin γ(x) = (x, ƒ(x)) noktas›na götüren bir e¤-

ri olarak görebiliriz.

Dolay›s›yla her fonksi-

yon grafi¤i bir e¤ridir,

ama her e¤ri R’den

R’ye giden bir fonksi-

yonun grafi¤i de¤ildir.

Bir e¤rinin uzunlu¤unu ölçece¤iz. Ama nas›l?

Uzunluk hesapla-

mak istiyoruz ama

uzunluk denen fley

nedir? Önce uzun-

lu¤u tan›mlama-

m›z gerekiyor. Üs-

telik herhangi bir fleyin de¤il, çok karmafl›k olabi-

lecek bir e¤rinin uzunlu¤unu tan›mlamal›y›z.

‹ki Nokta Aras›ndaki Mesafe. Bir e¤rinin

uzunlu¤unu tan›mlamadan önce iki nokta aras›n-

daki mesafeyi tan›mlayal›m. Bu, çok çok önemli.

‹ki nokta aras›ndaki mesafe tan›mlanmadan daha

ileri gidemeyiz.

Düzlemde herhangi iki A ve B noktas› verilmifl

olsun. A noktas›n›n koordinatlar› (a1, a2), B nok-

tas›n›n koordinatlar› (b1, b2) olsun. fiimdi, A ile B

aras›ndaki mesafeyi

olarak tan›mlayal›m. Buna Öklid mesafesi denir.

Öklid mesafesinin kolayca kan›tlanabilecek flu

özellikleri vard›r: Her A, B ve C noktalar› için 

• d2(A, B) negatif olmayan bir gerçel say›d›r,

• d2(A, B), ancak ve ancak A = B ise 0 olabilir,

• d2(A, B) = d2(B, A),

• d2(A, B) ≤ d2(A, C) + d2(C, B).

Bu dört özelli¤i sa¤layan bir d fonksiyonuna mesa-

fe fonksiyonu denir ve d2(A, B) say›s› A ve B nok-

talar›n›n mesafesi olarak tan›mlan›r. Birinci özellik
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En Küçük Üsts›n›r

A, gerçel say›lar kümesi R’nin bofl olmayan

bir altkümesi olsun. E¤er bir r gerçel say›s› A’da-

ki her say›dan büyükeflitse, r’ye A’n›n üsts›n›r›

denir. Örne¤in 5, (0, 1) aç›k aral›¤›n›n bir üsts›n›-

r›d›r. Öte yandan Z altkümesinin üsts›n›r› yoktur.

Üsts›n›r› olan kümelere üstten s›n›rl› küme denir.

E¤er r,

A’n›n bir

üsts›n›r›ysa,

r’den bü-

yük her say› da A’n›n bir üsts›n›r›d›r elbette.

A, R’nin üstten s›n›rl› ve bofl olmayan bir

altkümesiyse, o zaman A’n›n üsts›n›rlar›n›n en

küçü¤ü vard›r. Bu sonuç gerçel say›lar›n tan›-

m›ndan kaynaklan›r ve bir baflka say›m›z›n ka-

pak konusu olacakt›r.

Bir A kümesinin en küçük üsts›n›r› (varsa)

bir tanedir ve bu say› sup A ya da eküs A olarak

gös te r i l i r .

Örne¤in 1,

(0, 1) aç›k

aral›¤›n›n en

küçük üsts›-

n›r›d›r; 1 ayn› zamanda [0, 1] kümesinin de en

küçük üsts›n›r›d›r. Görüldü¤ü gibi sup A, A kü-

mesin olabilir de olmayabilir de.

Yukardaki tan›mdan flu ç›k›yor: 1) Her a ∈
A için, a ≤ sup A, ve 2) sup A bu özelli¤i sa¤la-

yan say›lar›n en küçü¤ü.

E¤er bofl olmayan A kümesinin en küçük

üsts›n›r› yoksa sup A = ∞ olarak tan›mlanabilir.

Önsav. A ve B gerçel say› kümeleri için, 

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}

ise, o zaman

sup(A + B) = sup A + sup B

eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: α = sup A, β = sup B, χ = sup(A+B) ol-

sun. α + β, elbette A + B kümesinin her say›s›n-

dan büyükeflit, yani α + β, A + B’nin bir üsts›n›-

r›, dolay›s›yla A + B’nin en küçük üsts›n›r› olan

χ’den büyükeflit. E¤er χ < α + β ise, o zaman

α − (α+β−χ)/2 < α oldu¤undan, α − (α+β−χ)/2,

A’n›n bir üsts›n›r› de¤ildir, demek ki A’da

α − (α+β−χ)/2 < a eflitsizli¤ini sa¤layan bir a var-

d›r. Ayn› biçimde B’de β − (α+β−χ)/2 < b eflitsiz-

li¤ini sa¤layan bir b vard›r. ‹ki eflitsizli¤i altalta

yaz›p toplarsak, χ < a + b ∈ A + B buluruz, bir

çeliflki. Demek ki χ = α + β. 

A kümesi A’n›n üsts›n›rlar›

R

A kümesi A’n›n üsts›n›rlar›

R

A’n›n en küçük üsts›n›r›: sup A

 d A B b a b a2 1 1
2

2 2
2( , ) ( ) ( )= − + −

γ(a)
tan›mlamam›z gereken
uzunluk

γ(b)

Bir fonksiyonun grafi¤i
olmayan iki e¤ri

γ(a) γ(b)

a

b

s

t

u
v
w

γ(s)

γ(t)

γ(u)
γ(v)

γ(w)

γ

Bir γ e¤risi. [a, b] aral›¤›n›n her say›s›
belli bir an olarak alg›lanabilir.
O zaman γ e¤risini γ(a)’dan γ(b)’ye giden
bir parçac›¤›n yolu olarak yorumlayabiliriz.



mesafenin en az 0 oldu¤unu söyler, yani iki nokta

aras›ndaki mesafe negatif olamaz. ‹kinci özellik, bir

noktan›n kendisine olan mesafesinin 0 oldu¤unu ve

bu özellikte bir baflka noktan›n olmad›¤›n› söyler.

Üçüncü özellik, A’yla B aras›ndaki mesafenin B’yle

A aras›ndaki mesafeye eflit oldu¤unu söyler, yani

mesafe simetriktir der. (Bu özellik tek yönlü yollar›

olan trafikte geçerli de¤ildir.) Dördüncü özellik,

A’dan B’ye gitmek için C’den geçmek gerekiyorsa

yolun k›salamayaca¤›n› söyler; bu son özelli¤e üç-

gen eflitsizli¤i denir. Yukardaki dört önerme ara-

s›nda, kan›t›nda birazc›k zorlan›labilecek bir tek bu

eflitsizliktir. Bunu da MD-2003-III, sayfa 69-70 ve

MD-2003-IV, sayfa 83’te kan›tlam›flt›k.

R2 düzleminde baflka mesafe fonksiyonlar› da

vard›r. ‹flte bunlardan ikisi: A ve B noktalar›n›n

koordinatlar› biraz önceki gibi (a1, a2) ve (b1, b2)

olsun. fiu fonksiyonlar› tan›mlayal›m:

d1(A, B) = |a1 − b1| + |a2 − b2|,

d∞(A, B) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}.

Hem d1 hem d∞ yukardaki dört özelli¤i sa¤lar, yani

her ikisi de birer me-

safe fonksiyonudur.

Yandaki örnekte gö-

rülece¤i üzere, tan›m-

lanan bu üç d2, d1 ve

d∞ mesafe fonksiyon-

lar› genellikle de¤iflik

sonuçlar verirler.

d2’ye Öklid mesafesi denir. d1’e bazen New

York mesafesi denir, çünkü bir ›zgaray› and›ran

New York sokaklar›nda bir noktadan bir baflka

noktaya ancak Do¤u-Bat› ve Kuzey-Güney istika-

metlerinden yürüyerek gidilir genellikle ve böylece

iki nokta aras›ndaki en k›sa mesafe bu iki noktan›n

d1 mesafesi olur.

Yukardaki üç mesafenin ortak bir özelli¤i var-

d›r: E¤er C noktas› A ve B noktalar› aras›ndaysa, o

zaman d(A, B) = d(A, C) + d(C, B) eflitli¤i geçerlidir.

Bu özellik her mesafe taraf›ndan sa¤lanmaz. Örne-

¤in, d(A, B) = min {1, d2(A, B)} bir mesafedir ve bu

eflitli¤i sa¤lamaz. Bu eflitli¤i sa¤layan mesafelere

do¤rusal mesafe diyelim.

Bir Daha Çember. Kabul etti¤imiz mesafe

fonksiyonuna göre çember de¤iflir. Bunu görmek

için çemberin tan›m›na geri dönelim: Bir O nokta-

s› ve bir r gerçel say›s› verilmifl olsun; O noktas›na

mesafesi r olan noktalar kümesine çember denir,

yani, çember

{P : d(P, O) = r}

biçiminde bir kümedir. O noktas›na çemberin

merkezi, r say›s›na çemberin yar›çap› denir.

E¤er r < 0 ise çember boflkümedir elbet.

E¤er r = 0 ise çember sadece merkezden oluflur.

Ama e¤er r > 0 ise, tan›mdan görüldü¤ü üzere,

çember kümesi, kabul edilen d mesafesine göre de¤i-

flir. E¤er d mesafesi olarak d2 Öklid mesafesini al›r-

sak, bildi¤imiz çemberi buluruz. Ama mesafe olarak

d1’i, d∞’u ya da bir baflka d’yi al›rsak çember olarak

bir baflka küme buluruz. Afla¤›daki gri alanda d2, d1

ve d∞ mesafe fonksiyonlar› için bu çemberleri çizdik.

Biz Öklid geometrisinde çal›flt›¤›m›zdan d2 Ök-

lid mesafesini kabul edece¤iz. Ama yapt›klar›m›z›

olabildi¤ince genel tutmak için d2 yerine ad›na d di-

yece¤imiz herhangi bir mesafeyi kullanaca¤›z.

Bir E¤rinin Grafi¤inin Uzunlu¤u. γ, belli bir

[a, b] aral›¤›nda tan›mlanm›fl bir e¤ri olsun. γ’n›n

uzunlu¤unu tan›mlayaca¤›z ve gerekti¤inde de ölçe-

bilece¤iz. Sezgisel olarak bildi¤imiz bu “uzunluk”

kavram›n› matematiksel olarak tan›mlayaca¤›z.
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A(0, 0)

B(3, 4)

d
2
(A, B) = (3 − 0)2 + (4 − 0)2 = 5

d
1
(A, B) = |3 − 0| + |4 − 0| = 7

d∞(A, B) = max{|3 − 0|, |4 − 0|} = 4

O(a, b)

P(x, y)

d
2
 mesafesinde (a, b) merkezli

r > 0 yar›çapl› çember:

= {(x, y) ∈ R2 :   (x − a)2 + (y − b)2 = r}

= {(x, y) ∈ R2 : (x − a)2 + (y − b)2 = r2}.

{(x, y) ∈ R2 : d
2
((a, b), (x, y)) = r}

O(a, b)

P(x, y)

d
1
 mesafesinde (a, b) merkezli

r > 0 yar›çapl› çember:

= {(x, y) ∈ R2 :   |x − a| + |y − b| = r}.

{(x, y) ∈ R2 : d
1
((a, b), (x, y)) = r}

r

r

r

O(a, b)

P(x, y)

d∞ mesafesinde (a, b) merkezli
r > 0 yar›çapl› çember:

= {(x, y) ∈ R2 : max{|x − a|, |y − b|} = r}.

{(x, y) ∈ R2 : d∞((a, b), (x, y)) = r}

r

r



Tan›ma giden yolun önünü açmak için her za-

man oldu¤u gibi önce biraz sohbet edelim.

a = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn = b

biçiminde bir sonlu diziye [a, b] kapal› aral›¤›n›n

parçalan›fl› ad›n› verelim. fiimdi afla¤›daki flekle ve

flekildeki kirifllerden oluflan poligonal yola bakal›m.

[a, b] aral›¤›n› ne kadar “ince” do¤rarsak, yani

parçalan›fl›m›z ne kadar “ince”yse poligonal yolla γ
e¤risi o kadar birbirine benzer ve o kadar “uzunluk-

lar›” birbirine yak›n olur. (Elbet burada sezgisel ko-

nufluyoruz, sohbet aflamas›nday›z, henüz ciddi ma-

tematik yapmaya bafllamad›k.) 

Poligonal yolun uzunlu¤unu kirifllerin uzunluk-

lar›n›n toplam› olarak tan›mlamak herhalde iflin en

do¤al› ve en do¤rusu. Her kiriflin uzunlu¤unun

d(γ(ti), γ(ti+1)) olmas›n› istemek de bir o kadar do¤al.

(Birazdan, uzunluk kavram›n› matematiksel olarak

tan›mlad›¤›m›zda, d(γ(ti), γ(ti+1)) say›s›n›n gerçekten

γ(ti)γ(ti+1) kiriflinin uzunlu¤u oldu¤unu görece¤iz.)

E¤er

P = (a = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn = b),

[a, b] kapal› aral›¤›n›n bir parçalan›fl›ysa, lP(γ) sa-

y›s›n›,

d(γ(t0) γ(t1)) + ... + d(γ(tn−1), γ(tn)) 

toplam› olarak tan›mlayal›m. lP(γ) say›s›n›, dahaca

tan›mlamad›¤›m›z γ e¤risinin uzunlu¤una oldukça

yak›n bir say› olarak alg›layabiliriz. Nitekim sezgi-

miz bize P parçalan›fl› ne kadar inceyse, lP(γ) say›-

s›n›n γ’n›n uzunlu¤una o kadar yak›n oldu¤unu

söylüyor. Dolay›s›yla γ e¤risinin uzunlu¤unu bü-

tün bu lP(γ) say›lar›n›n en küçük üsts›n›r› (bkz.

75’inci sayfadaki gri alan) olarak tan›mlayal›m ve

bu uzunlu¤a |γ| diyelim:

|γ| = sup{lP(γ) : P, [a, b]’nin bir parçalan›fl›}.

Yani, [a, b] aral›¤›n›n her P parçalan›fl› için,

|γ| ≥ lP(γ)
ve |γ| bu özelli¤i sa¤layan en küçük gerçel say›.

Bu arada |γ| say›s›n›n (uzunlu¤unun) d mesafe

fonksiyonuna göre de¤iflti¤ini de dikkat çekelim.

Ama bakal›m |γ| diye bir say› var m› gerçekten, yani

{lP(γ) : P, [a, b]’nin bir parçalan›fl›}

kümesinin en küçük üsts›n›r› var m›? Böyle bir üst-

s›n›r varsa o zaman üsts›n›rlar›n en küçü¤ü vard›r.

Böyle bir üsts›n›r olmas› için, bu kümenin üstten s›-

n›rl› olmas› gerekir. Ne yaz›k ki bu küme her γ e¤-

risi için üstten s›n›rl› de¤ildir (γ sürekli ve görün-

tüsü s›n›rl› olsa bile.) Bunu afla¤›daki ikinci örnek-

te görece¤iz.

Örnek 1. Bir do¤ru parças› (dümdüz!) bir e¤ri-

dir. E¤er do¤ru parças› dikey de¤ilse, do¤ru parça-

s›n›, m ve c sabitleri için,

γ(x) = (x, mx + c)

e¤risi olarak görebiliriz. Burada x, belli bir [a, b]

kapal› aral›¤›nda de¤iflmektedir.

Mesafe fonksiyonumuz al›fl›k oldu¤umuz d2

Öklid mesafesi gibi do¤rusal bir mesafe olsun. Ko-

layca görülece¤i üzere, [a, b] kapal› aral›¤›n›n parça-

lan›fl› ne olursa olsun, d mesafesi do¤rusal oldu¤un-

dan, lP(γ) say›s› (a, ma + c) ile (b, mb + c) noktala-

r› aras›ndaki mesafesidir, dolay›s›yla bunlar›n en

küçük üsts›n›r› da bu mesafedir, yani,
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E¤rinin uzunlu¤u = |γ| =
sup{lP(γ) : P, [a, b]’nin bir parçalan›fl›}
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dir. Bunun kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r.

Do¤ru parças› dikey olsayd› da ayn› yan›t› bula-

cakt›k: Bir do¤ru parças›n›n Öklid uzunlu¤u uç

noktalar›n›n Öklid mesafesine eflittir.

Örnek 2. Gene Öklid mesafesini alal›m. a0 =

b0 = 0 olsun ve n ≥ 1 için,

an = 1/2 + 1/22 + ... + 1/2n

bn = 1/2 − 1/3 + ... + (−1)n/n

olsun. Hem (an)n hem (bn)n dizisinin n sonsuza gi-

derken limiti vard›r ve bu limitler s›ras›yla 1 ve

yaklafl›k 0,30683’d›r (tam olarak 1 − ln 2’dir), ya-

ni n sonsuza giderken an say›lar› 1’e, bn say›lar›

ad›na b diyece¤imiz bir say›ya yak›nsarlar. γ e¤risi,

afla¤›daki flekildeki oldu¤u gibi, (an, bn) noktas›n›

(an+1, bn+1) noktas›na birlefltirsin; bir de ayr›ca

γ(1) = (1, b) olsun. O zaman γ, [0, 1] kapal› aral›-

¤›ndan R2’ye giden (sürekli ve s›n›rl› bir alana

s›¤an) bir e¤ridir.

(an, bn) noktas›yla (an+1, bn+1) noktas›n› birlefl-

tiren do¤runun uzunlu¤u bir önceki örnekte gör-

dü¤ümüz gibi bu iki nokta aras›ndaki Öklid mesa-

fesidir, demek ki bn+1 − bn’den, yani 1/n’den bü-

yüktür. Bundan kolayl›kla (Önsav 2)

|γ| ≥ 1/2 + 1/3 + 1/4 + ...

eflitsizli¤i ç›kar. Ama sa¤daki toplam sonsuzdur

(afla¤›daki gri kare), demek ki bu durumda |γ| bir

say› de¤il, sonsuz, yani ∞.

Görüldü¤ü gibi bir e¤rinin (sürekli bile olsa)

Öklid uzunlu¤u sonsuz olabiliyor. Öklid uzunlu¤u

sonlu olan e¤rilere do¤rultulabilir e¤riler denir.

Önsav 1. E¤er [a, b] aral›¤›n›n Q parçalan›fl› P

parçalan›fl›n› içeriyorsa o zaman lP(γ) ≤ lQ(γ).
Kan›t: Tümevar›mla kan›ttan hareketle, Q

parçalan›fl›n›n P parçalan›fl›na bir nokta eklenerek

elde edildi¤ini varsayabiliriz, yani,

P = (a = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn = b)

ise, Q parçalan›fl›n›n, belli bir i = 0, 1, ..., n−1 için,

(a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ ti ≤ c ≤ ti+1 ≤ ... ≤ tn = b)

biçiminde oldu¤unu varsayabiliriz. O zaman lQ(γ)
toplam›, lP(γ) toplam›nda

d(γ(ti), γ(ti+1))

terimi yerine,

d(γ(ti), γ(c)) + d(γ(c), γ(ti+1)) 

terimi konularak elde edilmifltir. Ama üçgen eflitsiz-

li¤inden dolay›

d(γ(ti), γ(c)) + d(γ(c), γ(ti+1)) ≥ d(γ(ti), γ(ti+1)).

Bu da eflitsizli¤i kan›tlar. ■■

Önsav 2. a < b < c olsun. γ, [a, c] aral›¤›nda ta-

n›mlanm›fl bir e¤ri olsun. α ve β e¤rileri γ e¤risinin

s›ras›yla [a, b] ve [b, c] aral›klar›na tekabül eden

k›s›mlar› olsunlar. O zaman γ’n›n do¤rultulabilir

olmas› için yeter ve gerek koflul α ve β’n›n do¤rul-

tulabilmesidir. Bu durumda ayr›ca

|γ| = |α| + |β|

eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: Önce γ’n›n do¤rultulabilir oldu¤unu

varsayal›m. P ve Q s›ras›yla [a, b] ve [b, c] aral›k-

lar›n›n bir parçalan›fl› olsun. O zaman P ∪ Q bile-

flimi [a, c] aral›¤›n›n bir parçalan›fl›d›r. Ayr›ca ta-

n›mdan da hemen anlafl›laca¤› üzere,

lP∪Q(γ) = lP(α) + lQ(β).

Demek ki,

|γ| ≥ lP∪Q(γ) = lP(α) + lQ(β) ≥ lP(α).

Bundan, lP(α) say›lar›n›n üstten s›n›rl› oldu¤u ç›-

kar, yani |α| say›s› vard›r. Ayn› flekilde |β| say›s› da

vard›r. α ve β e¤rilerinin do¤rultulabilir olduklar›-

n› kan›tlad›k. Ayr›ca yukarda kan›tlad›¤›m›z

|γ| ≥ lP(α) + lQ(β)

eflitsizli¤i her P ve Q için geçerli oldu¤undan, say-

fa 75’deki gri alanda kan›tlanan önsava göre,

|γ| ≥ |α| + |β|.
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1/2 3/4 7/8

1/2

1/2−1/3

1/2−1/3+1/4

1/2−1/3+1/4−1/5

1

b = 1 − ln 2

0
0

y = ƒ(x)

γ(a)

γ(b)

γ(c)

α

β
γ(a)’dan γ(b)’ye kadar olan e¤ri α,
γ(b)’dan γ(c)’ye kadar olan e¤ri β.
γ(a)’dan γ(c)’ye kadar olan e¤ri γ.

1/2 + 1/3 + 1/4 + ... Toplam›
1/2 ≥ 1/2

1/3 + 1/4 ≥ 1/4 + 1/4 = 1/2

1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 ≥ 1/8 + ... + 1/8 = 1/2

1/9 + ... + 1/16 ≥ 1/16 + ... + 1/16 = 1/2

eflitsizliklerinden ve benzerlerinden, 1/2 + 1/3 +

1/4 + ... sonsuz toplam›n›n hiç durmadan büyü-

dü¤ü, yani sonsuza gitti¤i anlafl›l›r.

1 ‹ngilizcesi “rectifiable”. Ço¤u zaman do¤rultulabilir fonksi-

yonun bir de ayr›ca sürekli olmas› istenir.
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fiimdi α ve β e¤rilerinin do¤rultulabilir olduk-

lar›n› varsayal›m. P, [a, c] aral›¤›n›n herhangi bir

parçalan›fl› olsun. Q, P’ye b noktas› eklenerek elde

edilmifl parçalan›fl olsun. Q parçalan›fl›n›, b’den

küçükeflit ve büyükeflit olanlar olmak üzere ikiye

ay›rarak [a, b] ve [b, c] aral›klar›n›n R ve S parça-

lan›fllar›n› elde edelim. O zaman Önsav 1’e ve e¤-

rinin uzunlu¤u tan›m›na göre,

lP(γ) ≤ lQ(γ) = lR(α) + lS(β) ≤ |α| + |β|.

Dolay›s›yla lP(γ) say›lar› |α| + |β| taraf›ndan üstten

s›n›rlan›yor. Bundan da γ’n›n do¤rultulabilir oldu-

¤u ve |γ| ≤ |α| + |β| eflitsizli¤i ç›kar. ■■

Önsav 3. E¤er γ e¤risi do¤rultulabilirse ve α ⊆
γ ise α da do¤rultulabilir ve |α| ≤ |γ|’d›r. 

Kan›t: α’n›n tan›m kümesinin her P parçalan›-

fl›na en fazla iki nokta ekleyerek (γ’n›n uç noktala-

r›n›), P’yi γ’n›n bir parçalan›fl›na dönüfltürebiliriz.

Varsay›mdan dolay› P’nin α’ya yaratt›¤› her kirifl,

γ’n›n da bir kiriflidir. Dolay›s›yla, lP(α) ≤ |γ|. Bu

eflitsizlik her P için geçerli oldu¤undan, |α| ≤ |γ|. ■■

Son Olarak Çember. fiimdi çemberin üst k›sm›-

n› veren

e¤risinin [−1, 1] aral›¤›nda Öklid mesafesine göre

do¤rultulabilir oldu¤unu kan›tlayal›m. Burada Ök-

lid mesafesini kullanaca¤›z.

P, [−1, 1] aral›¤›n›n herhangi bir parçalan›fl› ol-

sun. lP(γ) ≤ 4 eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z.

Bunun için yar› çemberi afla¤›daki flekildeki gi-

bi [−1, 1] × [0, 1] kutusuna sokal›m. lP(γ) ≤ 4 eflit-

sizli¤inin sa¤›ndaki 4, dikdört-

genin sa¤, sol ve üst kenarlar›-

n›n uzunluklar›n›n toplam› ol-

du¤una dikkatinizi çekerim.

P parçalan›fl›na −1/√2 ve

1/√2 say›lar›n› da ekleyerek

daha ince olan Q parçalan›fl›-

n› elde edelim. lP(γ) ≤ lQ(γ)
eflitsizli¤inden dolay›, lQ(γ) ≤

4 eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterli.

Q parçalan›fl›n belirledi¤i herhangi bir CD kiri-

flini ele alal›m. Bulundu¤u yere ba¤l› olarak, CD ki-

riflini, afla¤›daki flekilde görüldü¤ü gibi, dikdörtge-

nin üç kenar›ndan birine O merkezli bir homotetiy-

le (genleflmeyle) C ′D′ do¤ru parças›na tafl›yal›m. 

CD do¤ru parças›n›n uzunlu¤unun C ′D′ do¤ru

parças›n›n uzunlu¤undan küçükeflit oldu¤unu kan›t-

layaca¤›z. Bundan da istedi¤imiz sonuç ç›kacak,

çünkü dikdörtgenin sol, sa¤

ve üst kenarlar›n›n uzun-

luklar›n›n toplam› 4.

Yukardaki ikinci flekli

afla¤›daki gibi büyütelim.

E, CD’nin orta noktas› ol-

sun. Bu noktadan CD’ye

EE′ dik do¤rusunu ç›kal›m.

EC″, D′C ′ do¤rusuna pa-

ralel olsun. Öklid geometri-

siyle kolayca kan›tlanaca¤›

üzere |CE| < |C″E| < |C ′E′|. Demek ki |CD| < |C ′D′|.
Böylece lP(γ) ≤ 4 eflitsizli¤ini kan›tlam›fl olduk,

yani birim çemberin yar›s›n›n uzunlu¤u vard›r. Bu

say›ya π ad›n› verelim. Art›k π’nin 4’ten küçük bir

say› oldu¤unu biliyoruz.

Al›flt›rmalar. Birim çemberin alt k›sm›n›n

uzunlu¤unun da π oldu¤unu matematiksel olarak

kan›tlay›n. Önsav 2’ye göre bundan birim çembe-

rin uzunlu¤unun 2π oldu¤u ç›kar. r yar›çapl› bir

çemberin uzunlu¤unun 2πr oldu¤unu kan›tlay›n.

Önsav 3’ten her çember parças›n›n uzunlu¤u oldu-

¤u ç›kar. π > 3 eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

Nihayet! Art›k bir aç›n›n ölçüsünü matematik-

sel olarak tan›mlayabiliriz. AOB bir aç› olsun. O

merkezli birim çemberi çizelim. OA ve OB ›fl›nlar›

birim çemberi A′ ve B′ noktalar›nda kessin. Birim

çember üzerindeki A′B′ yay›n›n uzunlu¤u AOB

aç›s›n›n radyan cinsinden ölçüsü olsun. ♠
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