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eorem kamitlamak-zordur-da-matematiksel

bir tanim bulmak kimileyin-daha da zordur.

Bu yazida” “ag1 Olciisii”niin matematiksel
tanimuni verecegiz.- Derece ya da radyan, hangi bi-
rim ginsinden yazilirsa yazilsin, uygulamada bir
gonyeyle oleiilen aciy1 bu yazida kuramsal olarak
tamimlay1ip nasil hesaplandigini gosterecegiz.

A

Bu a1 kag derecedir?
Bu aginin - 6rnegin -
34 derece olmasi

ne demektir?

“Ben bir a¢inin ol¢usiiniin
ne demek oldugunu zaten bili-
yorum, ohooo biz ne agilar ol¢-
tik!” diyenler bu yaziy1 6zel-
likle okusunlar, ¢tinkii bu yazi
ozellikle onlar igin kaleme alin-
migtir.

Soracagimiz soru ve dile getirecegimiz sorun
Eski Yunanllarin akillarinin ucundan bile ge¢mez-
di. Matematik bugiinkii kadar matematiksel degil-
di 0 zamanlar. Eski Yunanlilar olsa olsa 180 dere-
ceyi tamimlarlar, ardindan verilen bir aginin 180
derecelik agiy1 boldugu orana (oran ne demekse!)
gore o aginin Olgiistini tanimlayabilirlerdi.

Sunu da hemen belirtelim ki, bir aginin ol¢iisu-
nu tanimlamanin tek yolu burada sunacagimiz
yontem degildir. Bir bagka sayimizda, belki de bir
sonrakinde (kimbilir!) ayni kavrami gii¢ serileriyle
(bkz. MD-2004-1I1, sayfa 32-38) tamimlayacagiz.

Ac1. Once konumumuzu belirleyelim. Bildigi-
miz R? Oklid diizlemindeyiz. Agilarimiz da bu
diizlemde yer alacak.

Konumumuzu belirledikten sonra agiyr tanim-
layalim: Bir a¢y1, asagidaki sekildeki gibi, diizlem-
de belli bir sirayla alinmig
i¢ nokta olarak tanimla-
yabiliriz. Eger sirali nokta-
larimiz (sirasiyla) A, O ve

o " B ise, AOB agisindan soze-
decegiz.

Bu yazida acilarimizin
oOlguleri hep 0 < 6 < 360°

esitsizliklerini saglayacak.

A, O ve B noktalariyla
verilmis AOB agisi

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
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Aciy1 boylece tanimladiktan sonra, verilmis bir
agiy1 Olcelim... Ornegin yukardaki sekilde verilen
aciy1 Olgelim, yani m(AOB)’yi bulalim. Hayir yan-
lis soyledim... Olgmeyelim (biz miihendis miyiz!),
sadece 0 aginin dl¢iistint tanimlayalim, tanimlaya-
lim ki isteyen oOlgebilsin...

180 ve 0 Derecelik Acilar. Bazi acilarin kag de-
rece olduklarmi bulmak kolaydir. Ornegin eger A,
O ve B noktalar1 dogrusalsa, AOB acis1 ya 180 ya

da 0 derecedir, O nok- —e e o
A O B
180 derecelik AOB agist

tasinin A ve B noktala-
rinin arasinda olup ol-
mamasina gore degisir.
Neden boyledir? Ta-
mimdan dolayi! 0 ve
180 derecelik agilar boyle tanimlanmustir. Biz de bu

@
(6] A

0 derecelik AOB acisi

P
B

tanimu kabul edelim.

90 Derecelik Aci. Simdi de 90 derecelik aciyi,
yani dik agiy1 tanimlayalim.

90 derecelik aciy1 da tamimlamak o kadar zor
degildir ama ¢ok da kolay degildir. “Bir noktadan
bir dogruya dik inerim, olur biter” gecerli degildir,
ciinkii 90 dereceyi tanimlamadan “dik inme”nin ne
demek oldugu belli degildir. “Iste boyle yaparim”
diye elle gostermek de olmaz. “180 derecelik aciy:
tam ortadan ikiye bolerim” yaniti dogru yanita da-
ha yakindir, ama bu da muglak bir tanimdir.

“90 derecelik acinin ne demek oldugunu ben
zaten biliyorum; neden bildigim bir seye kafa pat-
latayim” diyenler bu derginin kapagini bir daha
agmamak iizere kapatsinlar; goniilleri rahat olsun:
ne kaybettiklerini hi¢bir zaman bilemeyecekleri gi-
bi bunun eksikligini de duymayacaklardir. Sonug
olarak milyarlarca insan bir acinin ¢lciisiniin ne
demek oldugunu bilmeden yasayip gidiyor.

Gegen sayimizda Hilbert'in Oklid geometrisi
icin buldugu aksiyomlarini vermistik. Bunlar belli
bir sayidaydi, tam 20 tane... Bu 20 aksiyomu verme-
den 6nce Hilbert’in kabul ettigi tanimsiz terimlerin
listesini vermigtik. Bunlardan biri de eglik ad: verilen
bir terimdi. “Iki ac1 estir” sozii “iki agimin olgiileri
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esittir” anlamina ama tanimsiz olarak kullanilmisti.
Bir acinin kag derece oldugunun ne demek oldugu-
nu (simdilik) bilmesek de, iki aginin 6l¢iilerinin esit
olup olmadigimi (simdilik) bildigimizi varsayalim.
Elimizde bu eglik kavramiyla 90 dereceyi tanimlaya-
biliriz. Bunu gecen sayimizda soyle yapmistik (sayfa
77): “A-O-B iligkisini saglayan ¢ nokta alalim, ya-
ni O noktasi A ve B noktalarinin arasinda olsun. C,
AB dogrusu ustiinde olmayan bir nokta olsun. Eger

C AOC ve COB aci-

dik ac1 dik ac lar e§§e., bu a(‘;llarm

R _ her birine dik ag
A /0 B denir.” Buradaki

arasindalik terimi
de Hilbert’in kabul
ettigi tanimsiz te-

Gorsel dikligin matematiksel hicbir
anlami olmadigindan dik agilar
ozellikle “dik” ¢izmedik.

rimlerden biridir, “bir nokta diger iki noktanin ara-
sindadir” anlaminda ama tanimsiz olarak kullanilir.

Dik aginin 6lgiisiine 90 derece diyelim. (Ilerde
sadece dik a¢inin degil, her aginin ol¢istinti tanim-
layacagiz; o zaman dik aginin dl¢tisintin gergekten
90 derece oldugu kanitlanmali.)

Tabii sadece 90 derecenin tanimini vermek yet-
mez, bir de ayrica ol¢tisii 90 derece olan bir aginin
oldugunu kanitlamak gerekir. Konumuz bu olma-
digindan boyle bir kanita girismeyecegiz.

Aciyr Ikiye Bolmek. Dik acimin tanimindaki
yontemden esinlenerek, herhangi bir a¢1 verilmigse,
bu a¢inin “yaris1” da tanimlanabilir, hatta ol¢tist o
olan bir agidan hareketle 6l¢iisii o/2
olan bir ag1 pergel ve (centiksiz) cet-

vel yardimiyla yandaki sekilde go-

‘A riildiigii gibi insa edilebilir. Dolayi-

OAB agisin1 ikiye
bolmek

siyla o derecelik bir a¢i tanimlan-
mugsa, o/2 derecelik ag1 da oldukca
somut bicimde tanimlanabilir.

Burada bir paragraf agip herhangi bir aginin
pergel ve centiksiz cetvelle tice bolilnemeyecegini
de belirtelim. 180 derece gibi baz1 acilar tige bolii-
nebilir ama her agi, 6rnegin 60 derecelik ac1 tige
bolunemez. Bu, 200 yildan beri bilinen bir teorem-
dir. Bir giin MD’de kanitlariz.

Y

ol A\®
N

iki ac1y1 toplamak

Agilar1 Toplamak.
Ayrica eger olguleri o
ve B olan iki ac veril-
migse, Ol¢usi o + B

olan bir acinin varlig
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da kanitlanabilir, hatta boyle bir a¢1 pergel ve ¢en-
tiksiz cetvel yardimiyla kolaylikla ¢izilebilir. Bu ¢izi-
mi okura birakiyoruz.

Yukarda acikladigimiz geometrik yontemle,
180 derecelik agidan hareketle, agilar siirekli ikiye
bolerek 90, 45, 22,5, 11,25, 5,625 derecelik agilar
tanimlanabilir. Bunlari toplayarak 6rnegin 22,5 +
11,25 = 33,75 derecelik agilar1 da tanimlayabiliriz.
Ama bu yontemle sadece 7 ve m dogal sayilari icin
mx180/2" derecelik acilar tanimlanabilir.

Eskenar ticgenden hareketle 60 derecelik aciy1
da tanimlayabiliriz. Dolayisiyla 30, 15, 7,5 derece-
lik acilar da tanimlanabilir.

Bu geometrik yontemle tiim agilari tanimlaya-
mayacagimiz herhalde anlagilmigtir. Her ag1 i¢in ay-
r1 bir tanim vermeye zamanimizin yetmeyecegi gibi,
bu yontemle her a¢inin tanimlanamayacag da ka-
nitlanabilir. Ornegin 21/3 derecelik bir ac1 nasil ta-
nmimlanir? Ya da bir aginin élgiisiiniin 21/3 derece
oldugunu nasil anlariz? Daha da basit bir soru: 1
derecelik ac1 ne demektir?

Iste bu yazida bir aginin dlgiisiinii matematik-
sel olarak tanimlayacagiz.

Pi Sayisi ve Radyan. Acilarimizi derece cinsin-
den degil de radyan cinsinden tanimlayacagiz. Ha-
tirlatalim: 180 derece = radyana esittir ve daha ge-
nel olarak o derece an/180 radyana esittir.

Yukarda w’den bahsettigimize bakmayin, bu ya-
z1da 7 sayisin1 da tanimlayacagiz. Ama tanima giden
yolu anlamak i¢in en azindan baslangigta 7 sayisinin
anlamini bildiginizi varsayacagiz. Daha sonra, bi-
¢imsel matematik yaptigimizda 7’yi matematiksel
olarak tanimlayacagiz. Hatta 7’nin 4’ten kiictik bir
say1 oldugunu bile kanitlayacagiz! (Siz hi¢ okulda
bu ya da buna benzer bir esitsizligin kanitin1 gordi-
niiz mi! Okullarda =, 3,14 gibi bir say1 olarak bel-
letilir gen¢ dimaglara! Ama Matematik Diinyasi sa-
yesinde genglerimiz artik gergege ulagiyorlar...)

Fikir. Bir a¢inin ol¢usiinii nasil tanimlayacagi-
miz1 anlatalim. Aginin Ol¢usiinti tanimlamak i¢in
diizlemdeki egrilerin uzunlugunu tanimlamamiz
gerektigini gorecegiz.

“Bilindigi tizere” r yaricapli bir c¢emberin
uzunlugu 2nr’dir. Eger yaricap 1 ise, yani r = 1 ise,
ki o zaman ¢embere birim ¢ember denir ve o za-
man ¢emberin uzunlugu 27 olur. (Bir sonraki say-
fadaki ilk sekil). Demek ki 27 radyan igin 2n’lik bir
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¢ember uzunlugu bulduk.

1 2 birim )
O zaman 1 radyanlik bir
% aciyla sinirlanan  birim
2m radyan ¢ember par¢asinin uzunlu-

gu da 1 birim olur. (2n

2r radyanlik (yani 360
derecelik) bir aci i¢in
birim gemberln uzunlugu
27 birimdir.

radyan ic¢in 27n birim
uzunluk elde etmigsek, 1
radyan i¢in 1 birim uzun-
luk 2m’lik
uzunlugu 27 radyana bo-

lin. Soldaki ikinci sekil).
Dolayisiyla o radyanlik

elde ederiz;

bir aciyla sinirlanan birim
1 radyanlik (yani 360/2n &y

derecelik) bir aci igin birim
¢ember pargasinin uzunlugu
1 birimdir.

¢ember pargasinin uzunlu-
gu o birim olur. (1 radyan
icin 1 birim uzunluk elde
etmigsek, o radyan igin o
birim uzunluk elde ederiz.

Soldaki tictincii sekil).
Goruldugu gibi, birim

o radyanlik (yani 3600/2n cember iistiinde, a¢inin ol-
derecelik) bir ac1 igin birim
¢ember pargasinin uzunlugu
o birimdir.

cuisiiyle acinin  belirledigi
cember uzunlugu (her ne
kadar biri radyan digeri birim uzaklik cinsinden ol-
sa da) birbirine esit ¢ikiyor... Dolayisiyla eger bir
¢ember parg¢asinin uzunlugunu tanimlayabilirsek, o
zaman agiun Ol¢tisint de tanimlayabiliriz.
Bundan boyle amacimiz bir ¢ember pargasinin
uzunlugunu hesaplamak. Elbette ip gibi matemati-

ge yabanci maddeler kullanamayiz.

Cember. Cember, herkesin bildigi tzere, bir
dizlemde merkez adi verilen bir noktaya esit uzak-
likta olan noktalar kiimesidir. Gene herkesin bildigi
lizere cemberin noktalarnin merkeze olan sabit
uzakligina yaricap denir. Merkezi (a, b) noktasinda,
7 birim yaricapl bir gemberin denklemi,

(x —a)2 + (y - b)*> =12
) dir. Bu, Tales Teore-
v iy mi’nden hemen c¢ikar.

Eger merkez (0, 0) nokta-
s1 ve yaricap 1 birim ise,

bu denklem,

(o
\

a X

Gri dik tiggene Tales Teoremi’ni
uygularsak (x —a)? + (y — b)2 = 12
buluruz.

x2+y2=1
bi¢imini alir elbette. Bir de
ayrica eger cemberin {ist

tarafindaysak, o zaman y’yi x cinsinden yazabiliriz:

y=flx)=

xl—xz.
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Boylece y, x’in bir fonksiyonu olur, yani her x i¢in
x2 + y2 = 1 esitligini saglayan bir ve bir tek y pozi-
tif sayisi vardir. Asagida bu fonksiyonun grafigini
cizdik. Fonksiyon sadece —1’le 1 arasindaki sayilar
i¢in tanimlanmistir (yoksa 1 — x2 negatif bir sayi
olur ve karekokii alinamaz.) Bu fonksiyonun grafi-
ginin bir pargasinin uzunlugunu tanimlayip hesap-
lamamiz gerekiyor. Eger bunu yapabilirsek, sadece
yarim ¢ember degil, tam ¢ember ustiindeki butiin
yaylarin uzunlugunu hesaplayabiliriz.

A

1

y

-1
(x) = V1 — x% fonksiyonun grafigi

hesaplamamiz gereken
s uzunluk

-1

a

Bir Fonksiyonun Grafiginin Uzunlugu Sorusu.
f, la, b] araligindan gergel sayilar kiimesi R’ye gi-
den bir fonksiyon olsun. Yukardaki durumda
y= V1-x2.

) e
Amacimiz f’nin grafiginin = . opman gercken

uzunlugunu hesaplamak.  vzunlu

Bir fonksiyonun gra-

" . y=flx)
figi, aslinda R2 diizlemin-

de cizilmig bir “egri”dir.

(Egrinin matematiksel ta- « b

nimint birazdan verecegiz. Bir egri kendi ustiinden
gecebilir ya da geri gelebilir ama bir fonksiyonun
grafigi bu tiir cilveler yapamaz. Bkz. bir sonraki
sayfadaki sekil.)

Bir fonksiyonun grafiginin uzunlugunu bulaca-
gimiza bir egrinin uzunlugunu bulursak daha genel
bir sey yapmus oluruz.

Egrinin matematiksel tanimi soyle: R2’de bir
egri, belli bir [a, b] kapali arahgindan R2’ye giden
bir y fonksiyonu ya da boyle bir y fonksiyonunun
R2°deki y([a, b]) imgesi olarak tanimlanir. (Genel-
likle egriyi veren fonksiyonun siirekli oldugu var-
sayilir ama bizim boyle bir kosulumuz olmayacak.)
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b A
w
v
v,
t
s
a

Bir y egrisi. [a, b] araliginin her sayisi
belli bir an olarak algilanabilir.
O zaman v egrisini y(a)’dan y(b)’ye giden
bir pargacigin yolu olarak yorumlayabiliriz.
Eger f, belli bir [a, b] kapali araligindan R’ye
giden bir fonksiyonsa f ’nin grafigini, bir x sayisi-

n1 R%’nin y(x )) noktasina gotiiren bir eg-

e

Bir fonksiyonun grafigi
olmayan iki egri

ri olarak gorebiliriz.
Dolayisiyla her fonksi-
yon grafigi bir egridir,
ama her egri R’den
R’ye giden bir fonksi-
yonun grafigi degildir.
Bir egrinin uzunlugunu olgecegiz. Ama nasil?

b ) tammlamamiz gereken Uzunluk hesapla-
va uzunluk

mak istiyoruz ama
(b) uzunluk denen sey
nedir? Once uzun-

lugu tanimlama-

> miz gerekiyor. Us-
telik herhangi bir seyin degil, cok karmagik olabi-
lecek bir egrinin uzunlugunu tanimlamaliyiz.

Iki Nokta Arasindaki Mesafe.
uzunlugunu tanimlamadan 6nce iki nokta arasin-

Bir egrinin

daki mesafeyi tanimlayalim. Bu, ¢ok ¢ok onemli.
Iki nokta arasindaki mesafe tanimlanmadan daha
ileri gidemeyiz.

Duzlemde herhangi iki A ve B noktasi verilmis
olsun. A noktasinin koordinatlari (a¢, a,), B nok-
tasinin koordinatlari (bq, b,) olsun. Simdi, A ile B
arasindaki mesafeyi

+(by —ay)?

olarak tammlayalim. Buna Oklid mesafesi denir.

dy(A,B) = J(b1 —ay)

Oklid mesafesinin kolayca kanitlanabilecek su
ozellikleri vardir: Her A, B ve C noktalari i¢in
* d,(A, B) negatif olmayan bir gergel sayidir,
* d,(A, B), ancak ve ancak A = B ise 0 olabilir,
* dy(A, B) = dy(B, A),
o dy(A, B) < dy(A, C) + dy(C, B).
Bu dort 6zelligi saglayan bir d fonksiyonuna mesa-
fe fonksiyonu denir ve d,(A, B) sayist A ve B nok-
talarinin mesafesi olarak tanimlanir. Birinci ozellik
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En Kiiciik Ustsinir

A, gergel sayilar kiimesi R’nin bog olmayan
bir altkiimesi olsun. Eger bir » gercel sayis1 A’da-
ki her sayidan buiytkesitse, 7’ye A’nin istsinr:
denir. Ornegin 5, (0, 1) agik araligmin bir iistsmi-
ridir. Ote yandan Z altkiimesinin iistsinirt yoktur.
Ustsinir olan kiimelere sistten sinarl kiime denir.

Eger T’s A kiimesi A’nin ustsmlrlarl
A’nin  bir ;
{istsiniriysa, /—‘K }\ sF e R
r’den biu-

yiitk her say1 da A’nin bir tstsiniridir elbette.

A, R’nin ustten sinirli ve bog olmayan bir
altkiimesiyse, 0 zaman A’nin ustsinirlarinin en
ktgugii vardir. Bu sonug gergel sayilarin tani-
mindan kaynaklanir ve bir bagka sayimizin ka-
pak konusu olacaktir.

Bir A kumesinin en kiiciik tistsinin (varsa)
bir tanedir ve bu say1 sup A ya da ekiis A olarak

g"(j sterilir. A’nin en kiigiik {istsiniri: sup A
Ornegin 1, A kiimesi A’nin istsinirlari
(0, 1) ack A 5

12FF 1 R

araligmmen _—%

kuguk ustsi-
niridir; 1 ayni zamanda [0, 1] kiimesinin de en
kiigiik tstsiniridir. Goruldugi gibi sup A, A kii-
mesin olabilir de olmayabilir de.

Yukardaki tanimdan su ¢ikiyor: 1) Her a €
A icin, a < sup A, ve 2) sup A bu ozelligi sagla-
yan sayilarin en kiigigii.

Eger bos olmayan A kimesinin en kiicuk
stsiniri yoksa sup A = o olarak tanimlanabilir.

Onsav. A ve B gercel say: kiimeleri icin,
A+B={a+b:ac A be B}
ise, 0 zaman
sup(A + B) =sup A + sup B
esitligi gecerlidir.

Kanit: o = sup A, B = sup B, y = sup(A+B) ol-
sun. o + B, elbette A + B kiimesinin her sayisin-
dan buyiikesit, yani o + B, A + B’nin bir tstsini-
r1, dolayisiyla A + B’nin en kiigiik tistsinir1 olan
y’den biuyiikesit. Eger ¥ < a + B ise, o zaman
a — (a+B—y)/2 < a oldugundan, o — (a+B—y)/2,
A’nin bir dstsinir1 degildir, demek ki A’da
o — (0+B—y)/2 < a esitsizligini saglayan bir g var-
dir. Ayni bigimde B’de B — (a+B—y)/2 < b esitsiz-
ligini saglayan bir b vardir. 1ki esitsizligi altalta
yazip toplarsak, y < a + b € A + B buluruz, bir
celigski. Demek ki = a + B. O
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mesafenin en az 0 oldugunu soyler, yani iki nokta
arasindaki mesafe negatif olamaz. kinci 6zellik, bir
noktanin kendisine olan mesafesinin 0 oldugunu ve
bu ozellikte bir bagka noktanin olmadigini soyler.
Ugiincii 6zellik, A’yla B arasindaki mesafenin B’yle
A arasindaki mesafeye esit oldugunu soyler, yani
mesafe simetriktir der. (Bu 6zellik tek yonlii yollari
olan trafikte gecerli degildir.) Dordincii ozellik,
A’dan B’ye gitmek i¢in C’den gegmek gerekiyorsa
yolun kisalamayacagini soyler; bu son ozellige zi¢-
gen esitsizligi denir. Yukardaki dort onerme ara-
sinda, kanitinda birazcik zorlanilabilecek bir tek bu
esitsizliktir. Bunu da MD-2003-I11, sayfa 69-70 ve
MD-2003-1V, sayfa 83’te kanitlamigtik.

R2 diizleminde baska mesafe fonksiyonlari da
vardir. Iste bunlardan ikisi: A ve B noktalarinin
koordinatlari biraz 6nceki gibi (aq, a;) ve (by, by)
olsun. Su fonksiyonlar1 tanimlayalim:

di(A, B) = lay — byl + lay — byl,

dy(A, B) = max{la; — bql, lay — b,l}.
Hem d; hem d_, yukardaki dort 6zelligi saglar, yani
her ikisi de birer me-

A

B(3, 4) safe fonksiyonudur.

Yandaki ornekte go-
rilecegi tizere, tanim-
> lanan bu t¢ d,, dy ve

A(0, 0) ,

d, mesafe fonksiyon-
dy(A,B) =(3-0%+(4-0)* =5 . .
di(A,B) =13-0l+14~-0 =7 lar genellikle degisik
d_(A, B) =max{I3 - 0l,14 -0} = 4

sonuglar verirler.

d,’ye Oklid mesafesi denir. d;’e bazen New
York mesafesi denir, c¢iinkii bir 1zgarayr andiran
New York sokaklarinda bir noktadan bir bagka
noktaya ancak Dogu-Bati ve Kuzey-Giiney istika-
metlerinden yuriiyerek gidilir genellikle ve boylece
iki nokta arasindaki en kisa mesafe bu iki noktanin
dq mesafesi olur.

Yukardaki ii¢ mesafenin ortak bir ozelligi var-
dir: Eger C noktas1 A ve B noktalar1 arasindaysa, o
zaman d(A, B) = d(A, C) + d(C, B) esitligi gegerlidir.
Bu o6zellik her mesafe tarafindan saglanmaz. Orne-
gin, d(A, B) = min {1, d,(A, B)} bir mesafedir ve bu
esitligi saglamaz. Bu esitligi saglayan mesafelere
dogrusal mesafe diyelim.

Bir Daha Cember. Kabul ettigimiz mesafe
fonksiyonuna gore ¢ember degisir. Bunu gormek
icin ¢gemberin tanimina geri donelim: Bir O nokta-
s1 ve bir 7 gercel sayisi verilmis olsun; O noktasina
mesafesi 7 olan noktalar kiimesine cember denir,
yani, gember

{P:d(P, O) =r}
biciminde bir kiimedir. O noktasina c¢emberin
merkezi, r sayisina ¢cemberin yaricap: denir.

Eger r < 0 ise cember bogkiimedir elbet.

Eger 7 = 0 ise cember sadece merkezden olusur.

Ama eger r > 0 ise, tamimdan goruldugu tizere,
cember kiimesi, kabul edilen d mesafesine gore degi-
sir. Eger d mesafesi olarak d, Oklid mesafesini alir-
sak, bildigimiz ¢emberi buluruz. Ama mesafe olarak
dq’i, d’u ya da bir bagka d’yi alirsak ¢cember olarak
bir bagka kiime buluruz. Asagidaki gri alanda d,, d;
ve d,, mesafe fonksiyonlar i¢in bu ¢emberleri cizdik.

Biz Oklid geometrisinde calistigimizdan d, Ok-
lid mesafesini kabul edecegiz. Ama yaptiklarimizi
olabildigince genel tutmak i¢in d, yerine adina d di-
yecegimiz herhangi bir mesafeyi kullanacagz.

Bir Egrinin Grafiginin Uzunlugu. vy, belli bir
[a, b] araliginda tanimlanmug bir egri olsun. y’nin
uzunlugunu tanimlayacagiz ve gerektiginde de olge-
bilecegiz. Sezgisel olarak bildigimiz bu “uzunluk”
kavramini matematiksel olarak tanimlayacagiz.

O(a, b)

Ola, b)

P, ) 5 Fe)

Oa, b) 7

d, mesafesinde (a, b) merkezli
7> 0 yarigapl cember:

X, }’) eR%: dz((ll, b): (x, }’)) =7}

{(
={(xy) e R*:\V(x~a)l + (y-b)* =1}
= {(

y
%y eR*:(x—a)+(y-b>=r)

d, mesafesinde (a, b) merkezli
r > 0 yaricapli cember:

{(x,y) e R?:d((a, b), (x,y)) = 1}
{(x,y) e R?: Ix—al +ly—bl=r}.

d_, mesafesinde (a, b) merkezli
r> 0 yaricapli gember:

{(x’ )’) € R2 : dw((ﬂ, b)a (xa D’)) = 7‘}
={(x,y) € R?: max{lx — al, ly — bl} = 7}.
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tamumlamamiz gereken
uzunluk

Tanima giden yolun oniinii agmak igin her za-
man oldugu gibi 6nce biraz sohbet edelim.
a=ty<t;<tH<..<t,=b
biciminde bir sonlu diziye [a, b] kapali araliginin
parcalamsi adini verelim. Simdi asagidaki sekle ve
sekildeki kiriglerden olusan poligonal yola bakalim.

[a, b] araligini ne kadar “ince” dograrsak, yani
parcalanigimiz ne kadar “ince”yse poligonal yolla y
egrisi o kadar birbirine benzer ve o kadar “uzunluk-
lar1” birbirine yakin olur. (Elbet burada sezgisel ko-
nusuyoruz, sohbet asamasindayiz, heniiz ciddi ma-
tematik yapmaya baglamadik.)

Poligonal yolun uzunlugunu kiriglerin uzunluk-
larinin toplami olarak tanimlamak herhalde igin en
dogali ve en dogrusu. Her kirisin uzunlugunun
d(y(#;), y(t;,1)) olmasini istemek de bir o kadar dogal.
(Birazdan, uzunluk kavramini matematiksel olarak
tammladigimizda, d(y(¢;), v(¢;,1)) sayisiun gercekten
y(2;)y(t;,1) kiriginin uzunlugu oldugunu gorecegiz.)

Eger

P=(a=t)<t; <) <...<t,=b),
[a, b] kapalt araliginin bir parcalanisiysa, Ip(y) sa-
yisini,

diy(to) Y(ED) + o+ d(ylty 1), 1(E,)
toplamu olarak tanimlayalim. Ip(y) sayisini, dahaca
tanimlamadigimiz y egrisinin uzunluguna oldukc¢a
yakin bir say1 olarak algilayabiliriz. Nitekim sezgi-
miz bize P pargalanigi ne kadar inceyse, 1p(y) sayi-
sinin y’nin uzunluguna o kadar yakin oldugunu

At (1) dy(a,), 1)

soyluyor. Dolayisiyla v egrisinin uzunlugunu bu-
tin bu lp(y) sayilarmmn en kiigiik tstsirr (bkz.
75’inci sayfadaki gri alan) olarak tanimlayalim ve
bu uzunluga lyl diyelim:

lyl = sup{lp(y) : P, [a, b]’nin bir par¢alanigi}.
Yani, [a, b] araliginin her P pargalanisi igin,

= 1p(y)

ve Iyl bu ozelligi saglayan en kuguk gercel say1.

Egrinin uzunlugu = Iyl =
sup{lp(y) : P, [a, b]’nin bir parcalanisi}

Bu arada Iyl sayisinin (uzunlugunun) d mesafe
fonksiyonuna gore degistigini de dikkat cekelim.
Ama bakalim lyl diye bir say1 var mi1 gercekten, yani

{Ip(y) : P, [a, b]’nin bir par¢alanigi}
kiimesinin en ktiguk tstsinir: var mi? Boyle bir tist-
sinir varsa o zaman ustsinirlarin en kiigigi vardir.
Boyle bir Gistsinir olmasi i¢in, bu kiimenin tistten si-
nirli olmasi gerekir. Ne yazik ki bu kiime her vy eg-
risi igin Ustten sinirh degildir (y stirekli ve goriin-
tisti sinirl olsa bile.) Bunu asagidaki ikinci 6rnek-
te gorecegiz.

Ornek 1. Bir dogru parcas: (diimdiiz!) bir egri-
dir. Eger dogru parcasi dikey degilse, dogru parca-
sini, 71 ve ¢ sabitleri igin,

v(x) = (x, mx + ¢)
egrisi olarak gorebiliriz. Burada x, belli bir [a, b]
kapali araliginda degismektedir.

B(b, mb + ¢)

A(a, ma + c)
|Y| = dZ(Aa B)

a b

Mesafe fonksiyonumuz aligik oldugumuz d,
Oklid mesafesi gibi dogrusal bir mesafe olsun. Ko-
layca goriilecegi tizere, [a, b] kapali araliginin parga-
lanigi ne olursa olsun, d mesafesi dogrusal oldugun-
dan, Ip(y) sayist (a, ma + c) ile (b, mb + c) noktala-
r1 arasindaki mesafesidir, dolayisiyla bunlarin en
kuigiik Gstsinir1 da bu mesafedir, yani,

M:Jw—aﬁ+umb+a—mm+qﬁ
=(b—a)\/1+m2
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dir. Bunun kaniti kolaydir ve okura birakilmugtir.
Dogru parcasi dikey olsaydi da ayni yaniti bula-
caktik: Bir dogru parcasinin Oklid uzunlugu ug
noktalarinin Oklid mesafesine esittir.

Ornek 2. Gene Oklid mesafesini alalim. a; =
by = 0 olsun ve 7 > 1 igin,
a,=1/2+1/22 + ... + 1/27
b,=12-1/3 + ... + (-1)"n
olsun. Hem (a,,),, hem (b,,),, dizisinin 7 sonsuza gi-
derken limiti vardir ve bu limitler sirasiyla 1 ve
yaklagik 0,30683°dir (tam olarak 1 — In 2’dir), ya-

ni n sonsuza giderken a, sayilari e, b, sayilar

n
adina b diyecegimiz bir sayiya yakinsarlar. y egrisi,
agagidaki sekildeki oldugu gibi, (a,,, b,) noktasin
(a,41> b,.1) noktasma birlestirsing bir de ayrica
y(1) = (1, b) olsun. O zaman v, [0, 1] kapali arali-
gindan R2’ye giden (siirekli ve smirli bir alana

sigan) bir egridir.

A
12 - fix
12-1/3+1/4 y = )
b=1-In2 / \
12-1/3+1/4-1/3 F
12-1/3 ;
% 2 3478 1"

(a,, b,) noktastyla (a,,,1, b,,,1) noktasin birles-
tiren dogrunun uzunlugu bir 6nceki 6rnekte gor-
diigiimiiz gibi bu iki nokta arasindaki Oklid mesa-
fesidir, demek ki b,,,; — b,’den, yani 1/#’den bu-
yiiktiir. Bundan kolaylikla (Onsav 2)

W >1/2 +1/3 +1/4 + ...
esitsizligi ¢ikar. Ama sagdaki toplam sonsuzdur
(agsagidaki gri kare), demek ki bu durumda Iyl bir
say1 degil, sonsuz, yani co.

1/2 +1/3 + 1/4 + ... Toplami

122172

1/3+1/4>21/4 +1/4=1/2

15 +1/6 +1/7 +1/821/8 + ... + 1/8 = 1/2

19 + ... + /16 21/16 + ... + 1/16 = 1/2
esitsizliklerinden ve benzerlerinden, 1/2 + 1/3 +

1/4 + ... sonsuz toplaminin hi¢ durmadan biiyii-
dugi, yani sonsuza gittigi anlagilir.

Goruldagi gibi bir egrinin (surekli bile olsa)
Oklid uzunlugu sonsuz olabiliyor. Oklid uzunlugu
sonlu olan egrilere dogrultulabilir egriler denir.

1 Ingilizcesi “rectifiable”. Cogu zaman dogrultulabilir fonksi-
yonun bir de ayrica stirekli olmast istenir.
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Onsav 1. Eger [a, b] araligimn Q parcalanisi P
parcalanisin ieriyorsa o zaman Ip(y) < lg(y).

Kanit: Timevarimla kanittan hareketle, Q
parcalaniginin P parcalanigina bir nokta eklenerek
elde edildigini varsayabiliriz, yani,

P=(a=ty<t;<t)<..<t,=b)

ise, O pargalaniginin, belli bir i = 0, 1, ..., n—1 igin,

(a=tyg<Hy<..<<c<t1<...St,=D)
bi¢iminde oldugunu varsayabiliriz. O zaman I(y)
toplami, Ip(y) toplaminda

d(y(t;), v(ti1))
terimi yerine,
diy(t), 1(c)) + di(e), 1lti, 1)
terimi konularak elde edilmistir. Ama tiggen esitsiz-
liginden dolay1
d(y(t), y(c)) + d(v(c), Y(ti11)) = d(v(t)), ¥(ti11))-

Bu da esitsizligi kanitlar. i

Onsav 2. a < b < c olsun. v, |a, c| araliginda ta-
numlanmis bir egri olsun. o ve B egrileri y egrisinin
sirastyla [a, b) ve [b, c| araliklarima tekabiil eden
kissmlar: olsunlar. O zaman y'mn dogrultulabilir
olmasu icin yeter ve gerek kosul o ve B’run dogrul-
tulabilmesidir. Bu durumda ayrica

Iyl = lal + IBI
esitligi gecerlidir.
(e
ey
o / ) )

y(a)’dan y(b)’ye kadar olan egri a,
v(b)’dan y(c)’ye kadar olan egri .
y(a)’dan y(c)’ye kadar olan egri y.

Kamt: Once y'nin dogrultulabilir oldugunu
varsayalim. P ve Q sirasiyla [a, b] ve [b, c] aralik-
larinin bir pargalanisi olsun. O zaman P U Q bile-
simi [a, c] araliginin bir pargalanisidir. Ayrica ta-
nimdan da hemen anlasilacag: tizere,

Ipuo(r) = Ip(a) + 1o(B).
Demek ki,
> pLo) = Ip(e) + (B) 2 Ip(c).
Bundan, Ip(a) sayilarinin astten sinirht oldugu ¢i-
kar, yani lal sayist vardir. Ayni sekilde IBl sayisi da
vardir. o ve B egrilerinin dogrultulabilir olduklari-
ni kanitladik. Ayrica yukarda kanitladigimiz
2 1plr) + ()
esitsizligi her P ve Q i¢in gegerli oldugundan, say-
fa 75°deki gri alanda kanitlanan 6nsava gore,
lyl > lod + IBI.
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Simdi o ve B egrilerinin dogrultulabilir olduk-
larini varsayalim. P, [a, c] araliginin herhangi bir
parcalanisi olsun. Q, P’ye b noktasi eklenerek elde
edilmis parcalanis olsun. Q parcalamisini, &’den
kiiciikesit ve buiytikesit olanlar olmak tizere ikiye
ayirarak [a, b] ve [b, c] araliklarinin R ve S parca-
lanislarini elde edelim. O zaman Onsav 1’e ve eg-
rinin uzunlugu tanimina gore,

Ip(y) < 1o(y) = Ig(a) + Ig(B) < lal + IB.
Dolayisiyla 1p(y) sayilari lal + Bl tarafindan tstten
sinirlaniyor. Bundan da y’nin dogrultulabilir oldu-
gu ve Iyl < lal + 1Bl esitsizligi ¢ikar. O

Onsav 3. Eger y egrisi dogrultulabilirse ve o.
y ise o da dogrultulabilir ve lal < ly’dir.

Kanit: o’nin tanim kiimesinin her P pargalani-
sina en fazla iki nokta ekleyerek (y’nin ug noktala-
rin1), P’yi y’nin bir par¢alanigina donisturebiliriz.
Varsayimdan dolayr P’nin o’ya yarattigi her kiris,
y'nin da bir kirigidir. Dolayisiyla, Ip(a) < lyl. Bu
esitsizlik her P igin gegerli oldugundan, lal < lyl. O

Son Olarak Cember. Simdi ¢cemberin iist kismu-

V(x)Z(x,\/?j

egrisinin [-1, 1] araliginda Oklid mesafesine gore

n1 veren

dogrultulabilir oldugunu kanitlayalim. Burada Ok-
lid mesafesini kullanacagiz.

P, [-1, 1] araliginin herhangi bir parg¢alanisi ol-
sun. Ip(y) <4 esitsizligini kanitlayacagz.

Bunun igin yar1 ¢emberi asagidaki sekildeki gi-
bi [-1, 1] x [0, 1] kutusuna sokalim. Ip(y) < 4 esit-
\ sizliginin sagindaki 4, dikdort-

1 genin sag, sol ve iist kenarlari-
nin uzunluklarinin toplami ol-

duguna dikkatinizi ¢ekerim.
P parcalamsina —1A2 ve

1N2 sayilarim da ekleyerek

» daha ince olan Q pargalanigi-

N2

2 " m elde edelim. Ip(y) < 1p(y)
esitsizliginden dolay1, 15(y) <
4 esitsizligini kanitlamak yeterli.

Q parcalanigin belirledigi herhangi bir CD kiri-
sini ele alalim. Bulundugu yere bagli olarak, CD ki-
rigini, asagidaki sekilde goruldugu gibi, dikdortge-
nin ti¢ kenarindan birine O merkezli bir homotetiy-
le (genlesmeyle) C'D’ dogru pargasina tagtyalim.
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c D 1
ED

-1 -1A2 . N2 1
C!

XC
D’

D
-1 -1A2 1A2 1

CD dogru pargasinin uzunlugunun C’'D’ dogru
parg¢asinin uzunlugundan kiigiikesit oldugunu kanit-
layacagiz. Bundan da istedigimiz sonug¢ cikacak,
¢tinkii dikdortgenin sol, sag C
ve ust kenarlarimin uzun-
luklarinin toplami 4.

Yukardaki ikinci sekli

asagidaki gibi buyiitelim.

CN
B
E, CD’nin orta noktasi ol-

sun. Bu noktadan CD’ye
EE' dik dogrusunu ¢tkalim.
EC", D'C’ dogrusuna pa-

ralel olsun. Oklid geometri- -

siyle kolayca kanitlanacag
uzere ICEl < IC"El < IC'E'l. Demek ki ICDI < IC'D'l.

Boylece Ip(y) < 4 esitsizligini kanitlamug olduk,
yani birim ¢emberin yarisimin uzunlugu vardir. Bu
saylya 7 adinm1 verelim. Artik 7’nin 4’ten kiguk bir
say1 oldugunu biliyoruz.

Aligtirmalar. Birim ¢emberin alt kisminin
uzunlugunun da w oldugunu matematiksel olarak
kanitlayin. Onsav 2’ye gére bundan birim gembe-
rin uzunlugunun 27n oldugu ¢ikar. r yarigaph bir
¢emberin uzunlugunun 2nr oldugunu kanitlayin.
Onsav 3’ten her cember parcasinin uzunlugu oldu-
gu cikar. m > 3 esitsizligini kanitlayim.

Nihayet! Artik bir acinin 6l¢iistinii matematik-
sel olarak tamimlayabiliriz. AOB bir a¢1 olsun. O
merkezli birim ¢emberi ¢izelim. OA ve OB iginlar1
birim ¢cemberi A’ ve B’ noktalarinda kessin. Birim
gember tizerindeki A’'B’ yayimn uzunlugu AOB
acisinin radyan cinsinden 6l¢ist olsun. 4



