
S
ayma say›lar kümesi S = {1, 2, 3, ... }’den ger-

çel say›lar kümesi R’ye (ya da karmafl›k say›-

lar kümesi c’ye) giden bir fonksiyona aritme-

tik fonksiyon ad› verilir. E¤er bir ƒ aritmetik fonk-

siyonu, aralar›nda asal her n, m ∈ S say› çifti için 

ƒ(n)ƒ(m) = ƒ(nm)

eflitli¤ini sa¤l›yorsa, ƒ fonksiyonuna çarp›msal de-

nir. Hemen çarp›msal fonksiyonlara örnek verelim.

1) Sabit 0 Fonksiyonu: Her n ∈ S için ƒ(n) = 0

eflitli¤iyle tan›mlanm›fl sabit 0 fonksiyonu elbette

çarp›msal bir fonksiyondur.

Sabit 0 fonksiyonu ƒ(1)’in 1’e eflit olmad›¤› tek

çarp›msal fonksiyondur. Nitekim, e¤er ƒ çarp›m-

salsa ve ƒ(1) ≠ 1 ise, o zaman

ƒ(1)2 = ƒ(1)ƒ(1) = ƒ(1·1) = ƒ(1),

yani ƒ(1)2 = ƒ(1) ve ƒ(1) = 0; bu durumda, her n

sayma say›s› için,

ƒ(n) = ƒ(1·n) = ƒ(1)ƒ(n) = 0·ƒ(n) = 0.

Bundan böyle sabit 0 fonksiyonunu çarp›msal

fonksiyondan saymayaca¤›z ve böylece her çar-

p›msal ƒ fonksiyonu için ƒ(1) = 1 eflitli¤ini varsa-

yabilece¤iz.

2) l Fonksiyonu. l fonksiyonunu flöyle tan›mla-

yal›m. l(1) = 1 ve 1’den büyük tüm n do¤al say›lar›

için de l(n) = 0. Daha biçimsel yaz›l›mla,

l’nin çarp›msal oldu¤u çok belli.

Yaz›m›zda önemli bir yer tutacak olan bu

fonksiyon sabit 0 fonksiyonuna çok benziyor, tek

fark› 1’de 1 de¤eri almas›.

3) Ir Güç Fonksiyonlar›: r herhangi bir gerçel

say› ve Ir(n) = nr olsun. Ir çarp›msald›r elbette. E¤er

r = 0 ise sabit 1 fonksiyonunu, e¤er r = 1 ise özdefl-

lik fonksiyonunu (Id’i) buluruz.

4) λ Fonksiyonu. n > 1 olsun; n’yi asallar›n

çarp›m› olarak yazal›m: n = p1p2 ... pk. Buradaki

pi’ler n’nin asal çarpanlar›d›r. pi’lerin birbirinden

farkl› olmalar› gerekmedi¤ine dikkatinizi çekeriz.

fiimdi λ’n›n n’deki de¤erini tan›mlayal›m:

λ(n) = (−1)k.

Bu fonksiyon bir say›n›n asal bölenlerinin tek say›da

m› çift say›da m› oldu¤unu söylüyor. E¤er n = 1 ise,

λ(1) = 1 olsun. λ çarp›msald›r elbette.

Yukardaki fonksiyonlar, sadece aralar›nda asal

n ve m say›lar› için de¤il, her n, m ∈ S için,

ƒ(nm) = ƒ(n)ƒ(m)

eflitli¤ini sa¤larlar. Bu tür fonksiyonlara tam çar-

p›msal diyelim. Bundan sonraki örneklerimiz tam

çarp›msal olmayan çarp›msal fonksiyonlar olacak.

5) Euler ϕ Fonksiyonu. En ünlülerinden biridir.

ϕ(n) = |{x ∈ N : ebob(x, n) = 1, x ≤ n}|

olarak tan›mlanm›flt›r.

6) Bölen Say›s› Fonksiyonu.

d(n) = |{d ∈ N : d | n}|

olarak tan›mlanm›flt›r.

7) Möbius µ Fonksiyonu.

olsun. µ’nün çarp›msal oldu¤u kolayl›kla anlafl›l›r.

8) σr Fonksiyonu. r herhangi bir gerçel say› ol-

sun. ‹lk bak›flta inanmas› güç belki ama

σr(n) = ∑d|n dr

fonksiyonu çarp›msald›r. Geçen yaz›m›zda [MD-

2004-IV, sayfa 80-82] bu fonksiyonun çarp›msal

oldu¤unu göstermifltik; bu yaz›da bundan daha ge-

nel bir sonuç kan›tlayaca¤›z.

σ1 yerine sadece σ yazmak pratik bir al›flkan-

l›kt›r: σ(n) = ∑d|n d.
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Sonsuz Tane Asal Vard›r’›n

Muhteflem Bir Kan›t› Daha

Sonlu tane asal oldu¤unu varsayal›m ve bu

asallar› çarpal›m. Çarp›ma a diyelim. E¤er 1 < b

< a ise, b’yi bölen her asal a’y› da böldü¤ünden,

ebob(a, b) ≠ 1’dir. Dolay›s›yla ϕ(a) = 1. Öte yan-

dan 3 asal› a’y› böler ve a’yla a/3 aralar›nda

asald›rlar. Demek ki,

1 = ϕ(a) = ϕ(3×a/3) = ϕ(3)ϕ(a/3) = 2ϕ(a/3) ≥ 2 > 1.

Bu bir çeliflkidir. 

1 Bo¤aziçi Üniversitesi Matematik Bölümü 1. s›n›f ö¤rencisi.
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σ0 = d (bölen say›s› fonksiyonu) eflitli¤i de kay-

da de¤erdir.

Bu kadar örnek yeter. Konuya devam edelim.

Geçen say›daki yaz›m›zda çarp›msal bir ƒ

fonksiyonundan hareketle yeni bir ƒ* çarp›msal

fonksiyonu yaratm›flt›k: E¤er ƒ, herhangi bir çar-

p›msal fonksiyonsa

ƒ*(n) = Σd|n ƒ(d)

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ* fonksiyonu da çarp›m-

sald›r. Geçen yaz›da kan›tlad›¤›m›z bu teoremi bi-

razdan bir kez daha kan›tlayaca¤›z.

Örnekler. I0* = d, ϕ*= Id, Id* = σ.

Yeni bir örnek: n ≠ 1 için, µ*(n) = 0 ve µ*(1) = 1.

Bir örnek daha:

Bunlar›n her birinin kan›t› oldukça kolayd›r;

tan›ma baflvurmak yeterli. Okura al›flt›rma olarak

b›rak›yoruz.

ƒ* fonksiyonunu ƒ’den hareketle tan›mlad›k.

Geçen yaz›da kan›tlad›¤›m›z üzere, ƒ*’dan hare-

ketle ƒ’yi tan›mlamak da mümkündür (bir baflka

deyiflle ƒ*, ƒ’yi belirler; yani ƒ* = g* ise ƒ = g’dir):

Möbius Ters Çevirme Formülü (1):

ƒ(n) = ∑d|n µ(d)ƒ*(n/d).

Bu yaz›da aritmetik fonksiyonlara çok daha

genifl bir çerçeveden bakarak bir önceki sayfada

verdi¤imiz çarp›msal fonksiyon örneklerinin asl›n-

da birbirlerine göbekten ba¤l› olduklar›n› görece-

¤iz. Ayr›ca geçen yaz›da kan›tlad›¤›m›z Möbius

formülünün bir baflka kan›t›n› da verece¤iz. Yapa-

ca¤›m›z fley özetle flu: Möbius Ters Çevirme For-

mülü’nde µ fonksiyonu yerine bir baflka çarp›msal

fonksiyon al›rsak ne olur? Bafl›m›za neler gelir?

Fonksiyonlar› Toplama ve Çarpma. Aritmetik

fonksiyonlar üzerinde çeflitli ikili ifllemler tan›mla-

nabilir. Bu ifllemlerin en bilinenleri toplama ve

çarpmad›r: E¤er ƒ ve g iki aritmetik fonksiyonsa, o

zaman, ƒ + g ve ƒ⋅g fonksiyonlar› flöyle tan›mlan›r:

(ƒ + g)(n) = ƒ(n) + g(n),

(ƒ⋅g)(n) = ƒ(n)⋅g(n).

Bu tan›mlar›n geçerli olmalar› için ƒ ve g fonksiyon-

lar›n›n illa aritmetik olmalar›na gerek yoktur; bu

tan›mlar, üzerinde toplama ve çarpma yap›lan bir

kümeye giden herhangi iki fonksiyon için anlaml›-

d›r. Ancak flimdi bunlara ekleyece¤imiz, hatta bu

yaz›n›n anakonusu olan ve bize yeni ufuklar açarak

yukarda sözü edilen göbekba¤›n› görmemizi sa¤la-

yacak ifllem için, ifllemin uygulanaca¤› fonksiyonla-

r›n mutlaka aritmetik olmalar› gerekir.

Dirichlet Çarp›m›. ƒ ve g iki aritmetik fonksi-

yonsa bunlar›n Dirichlet çarp›m› ƒ × g,

(ƒ × g)(n) = Σd|n ƒ(d)g(n/d)

= Σdd′=n ƒ(d)g(d′)
olarak tan›mlan›r. Örne¤in,

(ƒ × g)(1) = ƒ(1)g(1),

ve bir p asal› için,

(ƒ × g)(p) = ƒ(1)g(p) + ƒ(p)g(1)

ve

(ƒ × g)(p2) = ƒ(1)g(p2) + ƒ(p)g(p) + ƒ(p2)g(1).

Daha somut bir örnek:

(ϕ×d)(15)= ϕ(1)d(15) + ϕ(3)d(5) + ϕ(5)d(3) + ϕ(15)d(1)

= 1⋅4 + 2⋅2 + 4⋅2 + 8⋅1 = 24.

Son bir örnek daha: σr = Id × Ir. 

Möbius Ters Çevirme Formülü’yle × ifllemi

aras›ndaki iliflki herhalde okurun dikkatinden kaç-

mam›flt›r:

ƒ(n) = ∑d|n µ(d)ƒ*(n/d) = (µ × ƒ*)(n).

Demek ki ƒ = µ × ƒ*. Çok ilginç! Möbius Ters Çevir-

me Formülü’nün bir baflka versiyonu... Bunu kayde-

delim. (Bir iki sayfa sonra yeni bir kan›t›n› verece¤iz.)

Möbius Ters Çevirme Formülü (2): ƒ = µ × ƒ*.

Daha da ilginci var: ƒ* fonksiyonu da Dirich-

let çarp›m›yla ƒ’den hareketle tan›mlanabilir (I0

fonksiyonunun sabit 1 de¤eri alan fonksiyon oldu-

¤unu an›msayal›m):

ƒ*(n) = Σd|n ƒ(d) = Σd|n ƒ(d)·1

= Σd|n ƒ(d)·I0(n/d) = (ƒ × I0)(n),

yani

ƒ* = ƒ × I0.

Demek ki onca zaman yapt›¤›m›z, sadece fonksiyo-

numuzu I0’la Dirichlet usulü çarpmakm›fl... 

ƒ* = ƒ × I0 eflitli¤inden hareketle ƒ** için de

basit bir formül bulabiliriz:

ƒ** = ƒ* × I0 = (ƒ × I0) × I0. 

Belli ki Dirichlet çarp›m›n›n maharetleri var.

fiimdi bu çarp›m›n›n baz› özelliklerini bulal›m.
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1) Çarp›msall›¤›n Korumas›: Dirichlet çarp›m›-

n› iki çarp›msal fonksiyona uygularsak gene bir çar-

p›msal fonksiyon elde ederiz: E¤er ƒ ve g çarp›msal

fonksiyonlarsa o zaman ƒ × g de çarp›msald›r, yani

çarp›msal fonksiyonlar kümesi Dirichlet çarp›m› al-

t›nda kapal›d›r. Bunu kan›tlayal›m flimdi.

Kan›t: n ve m aralar›nda asal iki say› olsun; he-

men (ƒ × g)(nm) de¤erini hesaplayal›m:

‹kinci eflitlikte, e¤er n ile m aralar›nda asalsa,

nm’nin her d böleninin n’nin bir u böleniyle m’nin

bir v böleninin çarp›m› olarak tek bir biçimde ya-

z›labilece¤ini kulland›k. ■■

Böylece σr fonksiyonunun çarp›msal oldu¤unu

(bir kez daha) kan›tlam›fl olduk, çünkü σr = Id × Ir.

2) De¤iflmelilik. Her ƒ, g aritmetik fonksiyonu

için, ƒ × g = g × ƒ.

Kan›t: ƒ × g tan›m›ndan an›nda ç›kar. ■■

3) Birleflmelilik. Her ƒ, g, h aritmetik fonksiyo-

nu için, (ƒ × g) × h = ƒ × (g × h).

Kan›t: (ƒ × g) × h ve ƒ × (g × h) fonksiyonlar›-

n›n her n sayma say›s›nda ayn› de¤eri ald›¤›n› gös-

termeliyiz. Hemen hesaplayal›m:

((ƒ × g) × h)(n) = Σdd′=n (ƒ × g)(d)h(d′)
= Σdd′=n (Σcc′=d ƒ(c)g(c′))h(d′)
= Σdd′=n Σcc′=d ƒ(c)g(c′)h(d′)
= Σcc′d′=n ƒ(c)g(c′)h(d′)
= Σc|n ƒ(c)(Σc′d′=n/c g(c′)h(d′))
= Σce=n ƒ(c)(Σc′d′=e g(c′)h(d′))
= Σce=n ƒ(c) (g × h)(e) = (ƒ × (g × h))(n).

Umar›z okur bir eflitlikten di¤erine geçerken

yapt›¤›m›z basit cambazl›k hareketlerini takip ede-

bilmifltir. ■■

Bu eflitlikten, örne¤in,

ƒ** = (ƒ × I0) × I0 = ƒ × (I0 × I0),

ƒ*** = ƒ × (I0 × I0 × I0) eflitlikleri ç›kar.

4) Etkisiz Eleman. l fonksiyonunu flöyle tan›m-

lam›flt›k: l(1) = 1 ve 1’den büyük tüm n do¤al sa-

y›lar› için l(n) = 0. fiimdi l’nin Dirichlet çarp›m›

için etkisiz eleman› oldu¤unu, yani her ƒ aritmetik

fonksiyonu için

ƒ × l = l × ƒ = ƒ

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu savlay›p kan›tl›yoruz.

Nitekim,

(ƒ × l)(n) = Σd|n ƒ(d)l(n/d) = ƒ(n).

Son eflitlik, d = n hariç tüm toplananlar›n s›f›r ol-

mas›ndan kaynaklan›yor. ■■

l, Dirichlet çarp›m›n›n birim eleman›d›r, bir

nevi 1’idir.

l’nin çarp›msal (hatta tam çarp›msal) bir fonk-

siyon oldu¤u çok bariz. Çarp›msall›¤›n × ifllemi al-

t›nda korundu¤u göz önüne al›nd›¤›nda, l’nin çar-

p›msal olmas› özel bir önem kazan›r. (Çünkü çar-

p›msal fonksiyonlar kümesi × ifllemi alt›nda bir

“grup” oluflturacaklar ve l bu grubun birim elema-

n› olacak.)

5) Tersinir Elemanlar. Bir ƒ fonksiyonunun

Dirichlet-tersinir olmas› demek ƒ × g = l eflitli¤ini

sa¤layan bir g fonksiyonunun olmas› demektir.

Böyle bir g’nin olmas› için gerek ve yeter koflulun

ƒ(1) ≠ 0 oldu¤unu savl›yoruz.

ƒ(1) ≠ 0 koflulunun gerekli oldu¤u l(1) = 1 ve

(ƒ × g)(1) = ƒ(1)g(1) eflitliklerinden belli. Koflulun

yeterli oldu¤unu kan›tlayal›m. 

Bir ƒ fonksiyonu verilmifl olsun. ƒ(1) ≠ 0 eflit-

sizli¤ini kabul edip ƒ × g = l, yani her n için

Σdd′=n ƒ(d)g(d′) = l(n)

eflitli¤ini sa¤layan bir g fonksiyonu ar›yoruz. E¤er

böyle bir g fonksiyonu varsa, g’nin neye eflit oldu-

¤unu bulmak asl›nda oldukça kolay, yaz›nca he-

men ç›k›yor. Örne¤in g(1) = 1/ƒ(1) olmal›, çünkü,

ƒ(1)g(1) = (ƒ × g)(1) = l(1) = 1. fiimdi n > 1 için

g(n)’yi bulmaya çal›flal›m:

0 = l(n) = (ƒ × g)(n) = (g × ƒ)(n)

= Σd|n g(d)ƒ(n/d)

= Σd|n, d≠n g(d)ƒ(n/d) + g(n)ƒ(1).

Demek ki, 

g(n) = −Σd|n, d≠n g(d)ƒ(n/d)/ƒ(1)

olmal›. Bunu tümevar›msal bir tan›m olarak kabul

edebiliriz, çünkü sa¤ taraftaki g(d) terimlerinde be-

liren d’ler n’den daha küçüktürler. Böylece, n’den

küçük d’ler için g(d) bilinirse, yukardaki formül-

den g(n) de bulunur.
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6) Çarp›msal Fonksiyonlar›n Tersinir Eleman-

lar›. Çarp›msal fonksiyonlarda ƒ(1) = 1 ≠ 0 oldu-

¤undan, yukar›da kan›tlad›¤›m›z özelli¤e göre tüm

çarp›msal fonksiyonlar›n Dirichlet-tersleri vard›r.

ƒ(1) ≠ 0 eflitsizli¤ini kabul edip ƒ × g = l eflitli¤i-

ni sa¤layan bir g fonksiyonu bulduk. Ama biz biraz

daha fazlas›n› istiyoruz, e¤er ƒ çarp›msalsa g’nin de

çarp›msal olmas› iflimize gelir. Bunu kan›tlayal›m.

Çarp›msal bir fonksiyonun Dirichlet-tersi de

çarp›msald›r.

Kan›t: ƒ çarp›msal bir fonksiyon olsun. g, ƒ’nin

Dirichlet-tersi olsun. Demek ki ƒ(1) = 1 ve g(1) =

1/ƒ(1) = 1. fiimdi n ve m aralar›nda asal iki say› ol-

sun. g(nm) = g(n)g(m) eflitli¤ini nm çarp›m› üzerine

tümevar›mla yapaca¤›z. nm = 1 iken, n = m = 1 ve

g(1) = 1 oldu¤undan, g(1)g(1) = 1·1 = 1 = g(1) =

g(1·1). Demek ki önerme nm = 1 için geçerli. fiim-

di nm > 1 olsun. Tümevar›m varsay›m›ndan dola-

y›, u ve v aralar›nda asalsa ve uv < nm ise, g(uv) =

g(u)g(v) eflitli¤ini biliyoruz. fiimdi bunu kullanarak

g(nm) = g(n)g(m) eflitli¤ini kan›tlayal›m:

(ƒ × g)(nm) = Σd|nm ƒ(d)g(nm/d)

= Σu|n, v|m ƒ(uv)g(nm/uv)

= g(nm) + Σu|n, v|m, uv>1 ƒ(uv)g(nm/uv)

= g(nm) + Σu|n, v|m, uv>1 ƒ(u)ƒ(v)g(n/u)g(m/v)

= g(nm) + Σu|n,v|m ƒ(u)ƒ(v)g(n/u)g(m/v) − g(n)g(m)

= g(nm) + (ƒ × g)(nm) − g(n)g(m).

fiimdi, (ƒ × g)(nm) terimlerini sadelefltirirsek g’nin

çarp›msal oldu¤u ç›kar. ■■

Bu bulduklar›m›z› çarp›msal fonksiyonlara k›-

s›tlayarak bir teorem olarak yazal›m.

Teorem. Çarp›msal fonksiyonlar kümesi,

(ƒ × g)(n) = Σd|n ƒ(d)g(n/d)

= Σdd′=n ƒ(d)g(d′)
kural›yla tan›mlanan × ifllemi alt›nda de¤iflmeli

(komütatif, abelyen) bir grup olufltururlar. Bir bafl-

ka deyiflle, 

1. Her ƒ, g çarp›msal fonksiyon için, ƒ × g de

çarp›msal aritmetik bir fonksiyondur.

2. Her ƒ, g, h çarp›msal fonksiyonlar› için,

(ƒ × g) × h = ƒ × (g × h).

3. E¤er l fonksiyonu

olarak tan›mlanm›flsa, o zaman l çarp›msal bir

fonksiyondur ve × iflleminin etkisiz eleman›d›r, ya-

ni her ƒ aritmetik çarp›msal fonksiyonu için,

ƒ × l = l × ƒ = ƒ.

4. E¤er ƒ bir çarp›msal fonksiyonsa, o zaman, 

g(1) = 1

ve n > 1 için,

g(n) = −Σd|n, d≠n g(d)ƒ(n/d)

olarak n üzerine tümevar›mla tan›mlanm›fl g fonk-

siyonu çarp›msald›r ve × ifllemi için ƒ’nin tersidir,

yani

ƒ × g = g × ƒ = l.

5. Her ƒ, g çarp›msal aritmetik fonksiyonu için,

ƒ × g = g × ƒ.

ƒ’nin Dirichlet-tersini ƒ−1 olarak yazaca¤›z.

ƒ−1 fonksiyonu tümevar›mla tan›mland›¤›n-

dan, bu fonksiyonu bulmak kolay olmayabilir.

Çarp›msal bir ƒ fonksiyonu için ƒ−1 fonksiyonunu

bulmaya çal›flal›m.

I0 (sabit 1 fonksiyonu) incelemeye de¤er gözü-

küyor. I0
−1’in nas›l bir fonksiyon oldu¤unu bula-

l›m. Her çarp›msal fonksiyonun Dirichlet-tersini

nas›l buluyorsak öyle bulaca¤›z tabii. Ama I0
−1

çarp›msal oldu¤undan ve I0(1) = 1 oldu¤undan,

I0
−1 fonksiyonunun asal p’ler için pk güçlerinde al-

d›klar› de¤erleri bulmak yeterli.

Asal p için,

I0
−1(p) = −Σd|p, d≠p I0

−1(d)I0(p/d)

= −I0
−1(1)I0(p) = –1·1 = –1.

E¤er k ≥ 2 ise I0
−1(pk) = 0 eflitli¤ini savl›yorum

ve bunu k üzerine tümevar›mla kan›tl›yorum:

I0
−1(pk) = −Σd|pk, d≠pk I0

−1(d)I0(pk/d)

= −Σd|pk, d≠pk I0
−1(d)

= −Σi=0
k−1

I0
−1(pi)

= −I0
−1(1) −I0

−1(p) = −1 − (−1) = 0.

Böylece, I0
−1 fonksiyonun çarp›msall›¤›n› kul-

lanarak,

buluruz. Ama bu aynen bizim Möbius µ fonksiyo-

numuz. Demek ki µ = I0
−1.

Asl›nda o kadar hesap yapmaya gerek yoktu, µ
= I0

−1 eflitli¤ini çok daha kolay biçimde baflka tür-

lü de kan›tlayabilirdik (Möbius Ters Çevirme For-

mülü’nü ve ƒ × I0 = ƒ* eflitli¤ini kullanarak):

ƒ* × µ = ƒ = ƒ × (I0 × I0
−1)

= (ƒ × I0) × I0
−1 = ƒ* × I0

−1
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eflitli¤inin her iki taraf›n› da ƒ* fonksiyonunun ter-

siyle çarparsak, µ = I0
−1 eflitli¤ini buluruz.

fiimdi µ = I0
−1 eflitli¤ini kullanarak Möbius

Ters Çevirme Formülü’nü kan›tlayaca¤›z.

Möbius Ters Çevirme Formülü’nün Bir Baflka

Kan›t›. Yukarda buldu¤umuz µ = I0
−1 eflitli¤inden

ve ƒ*’›n tan›m› olan ƒ × I0 = ƒ*eflitli¤inden yola ç›-

karak Möbius Ters Çevirme Formülü’nü iki sat›r-

da kan›tlayabiliriz:

ƒ = ƒ × (I0 × I0
−1) = (ƒ × I0) × I0

−1

= ƒ* × I0
−1 = ƒ* × µ.

‹flte Möbius Ters Çevirme Formülü! Geçen yaz›da

kan›tlad›¤›m›z bu garip görünüfllü eflitlik Dirichlet

çarp›m›n›n ›fl›¤› alt›nda çok daha anlafl›l›r bir flekle

büründü, Dirichlet çarp›m› sayesinde basit cebirsel

bir ifllemle ç›k›verdi.

Bir Uygulama Daha. fiimdi ϕ × d çarp›m›n›

uzun uzun hesaplara girmeden bulmaya çal›flal›m.

Önce ϕ ve d fonksiyonlar›n› daha basit biçimde

bulal›m.

Önce ϕ’den bafllayal›m ifle. Geçen yaz›da ka-

n›tlad›¤›m›z bir eflitli¤i hat›rlayal›m: Σd|n ϕ(d) = n.

Bu eflitlik asl›nda ϕ × I0 = I1 demek, yani

ϕ = I1 × I0
−1.

Bunu akl›m›zda tutal›m, birazdan gerekecek.

fiimdi d’yi ele alal›m. d = σ0 eflitli¤ini an›msaya-

l›m. σr fonksiyonu zaten bir Dirichlet çarp›m› flek-

linde ifade edilmeye uygun olarak tan›mlanm›flt›:

σr(n) = Σd|n dr

eflitli¤inden,

σr = Ir × I0

ç›kar. Özel bir durum olan d fonksiyonu için de bu

eflitlik

d = σ0 = I0 × I0

eflitli¤ine dönüflür.

Art›k ϕ × d fonksiyonunu basit bir cebirsel ifl-

lemle bulabiliriz:

ϕ × d = (I1 × I0
−1) × (I0× I0) 

= (I1 × ( I0
−1 × I0)) × I0

= (I1 × l ) × I0 = I1 × I0 = σ.
Demek ki ϕ × d = σ.

Al›flt›rmalar

1) λ−1(1) = 1, asal bir p için λ−1(p) = 1 ve e¤er

k > 1 ise λ−1(pk) = 0 eflitliklerini kan›tlay›n. λ = µ2

eflitli¤ini kan›tlay›n. (Buradaki µ2, µ fonksiyonu-

nun kendisiyle normal çarp›m›d›r.

2) Tüm k’ler için Ik
−1 fonksiyonunu bulun. ♠
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1805-1859 aras› yaflam›flt›r. Belçika as›ll›d›r. 12

yafl›nda Almanya’da liseye bafllar bafllamaz mate-

mati¤e tutulur, cep harçl›¤›n› matematik kitapla-

r›na harcar. Uslu, terbiyeli, çal›flkan bir ö¤renciy-

di. Ayr›ca tarihe de ilgisi vard›. Yan›ndan hiç

ay›rmad›¤› Gauss’un Disquisitiones

arithmeticae kitab›yla 16 yafl›nda üni-

versite okumaya Paris’e gitti. Fourier,

Laplace, Legendre, Poisson gibi ça¤›n›n

ünlü matematikçilerinin ö¤rencisi oldu.

1823’te, daha 18 yafl›ndayken, Fer-

mat’n›n Teoremi’ni n = 5 için kan›tla-

mas›yla Dirichlet’nin ad› matematik

dünyas›nda ilk kez duyuldu. Teorem

daha önce 3 ve 4 için Euler ve Fermat

taraf›ndan kan›tlanm›flt›. Dirichlet daha sonra te-

oremi n = 14 için de kan›tlam›flt›r.

1825 sonunda Almanya’ya gider. 1828’den

1855’e kadar Berlin Üniversitesi’nde profesör ola-

rak bulunur. 1855’te Göttingen’e Gauss’un ölü-

müyle boflalan pozisyona atan›r.

1837’de e¤er a ve b birbirine asalsa, a + nb bi-

çiminde yaz›lan sonsuz say›da asal›n oldu¤unu

kan›tlar ve böylece analitik say›lar kuram›n› bafl-

latan kifli olarak an›lmaya hak kazan›r. Gene ay-

n› y›l, fonksiyonun bugün bildi¤imiz ta-

n›m›n› önerir. Dirichlet ayr›ca Fourier

serileri konusunu da bafllatan kiflidir.

Çal›flmalar› cebirsel say›lar kuram›ndan

uygulamal› matemati¤e kadar pek çok

alana yay›lm›flt›r.

Matematikçi Hirst Dirichlet için flöy-

le demifltir: Uzun boylu, “s›r›k gibi” de-

nilenlerdendi. B›y›¤› ve griye çalan bir

sakal› vard›. (Dirichlet 45 yafllar›ndayd›

o s›rada.) Sert bir sesi vard›. Kulaklar› iyi iflitmez-

di. Elinde kahvesi ve purosuyla pek y›kanmam›fl

bir hali vard›. Zaman› unuturdu. Birden saatini

ç›kar›r, saatin üçü geçti¤ini görür ve bafllad›¤›

tümceyi bitirmeden f›rlard›. ♠

Lejeune Dirichlet (1805-1859) 


