Matematik Diinyasi, 2005 Bahar

Bu, bir yil stirecek bir yarigmadir. Grup halinde,
okul ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢oztimlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oziimlerini
yollayimiz. Ayrica liitfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢oziiminii ayri bir kagida oku-
nakli ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

Kagidin sag uist kosesine adinizi, soyadinizi, ad-
resinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifinizi ya-
ZINIZ.

Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, Giilbahge Kéyii, Urla Izmir ad-
resine 30.09.200S tarihine kadar adima gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A316. Hangi 7 tamsayilari icin 7 tane 4 raka-
mi igeren 1444 ... 4 sayisi bir tamsayinin karesidir?

A317. Bir ABCDE besgeninde BC//AD ve
BD//AEdir. [CD] ve [DE] kenarlarinin orta nok-
talar1 sirasiyla K ve L ise ve [BL] ve [AK] dogru
pargalarinin kesigim noktasi O ise, KDLO dortge-
ninin ve ABO li¢geninin alanlarmin esit olduk-
larini kanitlayiniz.

A318. Herbirinin agirhigi 21°den biiyuk olma-
yan bir tamsayiya esit olan birbirinden farkli » ta-
ne agirhik verilmigstir. Bu agirliklar ne olursa olsun,
toplam agirliklar1 birbirine esit olan iki ¢ift agirlik
bulunmasini saglayan en kiiciik # sayis1 kagtir?

A319. a, b ve ¢ gergel sayilari a < b < ¢ esitsiz-
liklerini saglar. 1/(x—a) + 1/(x-b) + 1/(x—c) = 0
denkleminin a < xy < b < x, < c esitsizliklerini sag-
layan iki x; ve x, kokiniin oldugunu kanitlayiniz.

A320. P(x) = ax3 + bx2 + cx + d polinomu x =
-1, 0, 1 ve 2 icin tamsay1 degerleri aliyor. Her x
tamsayist i¢in bu polinomun tamsay1 degeri aldigi-
n1 kanitlayiniz.
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YARISMA PROBLEMLERI

Y316. 27 sayisinin onluk tabanda basamakla-
rinin toplaminin 5’e esit olmasint saglayan tim 7
pozitif tam sayilarini bulunuz.

Y317. ABCD disbiikey dortgeninin alani Sdir.
Koseleri [AC], [AD], [BD] ve [BC] dogru parcala-
rimin orta noktalari olan dortgenin alaninin
S/2’den biiyiik olmadigini kanitlayiniz.

Y318. 1, 2, 3, ..., 3n sayilar1 her biri # eleman-
dan olusan ti¢ kiimeye boliindii. Bolinme ne sekil-
de olursa olsun, secilen sayilardan biri diger ikisi-
nin toplamina esit olacak sekilde her kiimeden bi-
rer eleman segilebilecegini kamitlayiniz.

Y319. (0, 1) araligindan alinmug her x, y, z ger-
¢el sayilari i¢in

x(1-y)+y(1-2)+2(1-x)<1
esitsizliginin saglandigini kanitlayiniz.

Y320. Ug basamakli bir pozitif tamsayidan bu
sayinin basamaklarinin kiiplerinin toplami ¢ikaril-
diginda elde edilen fark en fazla kag olabilir?

ESKi SORULARA COZUMLER
(Gliz 2004, yil 13, say1 3)

A306. Altinci dereceden kuvvetinin ondalik
yazilumi 0, 1,2, 2,2, 3, 4, 4 rakamlarmdan olusan
tiim pozitif tamsayilart bulunuz.

Coziim. 106 sayis1 yedi basamakli, kosullari
saglayan A6 saysi ise sekiz basamakli oldugundan
A > 10°dur. 206 = 64-106 oldugundan ve A6 sayi-
sinin ilk basamag en fazla 4 olabileceginden, A <
20°dir. A6 sayisimin basamaklari toplami 3’e bo-
lindugiinden bu say1 ve dolayisiyla A sayisi da 3’e
boliiniir. Bu durumda A sayisit 12, 15, 18 diginda
bir say1 olamaz. 156 sayis1 5’le bittiginden A #
15°dir. 126 = 2.985.984 ve 186= 34.012.224 oldu-
gundan sadece 34.012.224 sayis1 kosulu saglar.
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A307. Igteget cemberi bulunan bir yamugun
taban uzunluklar: 1 ve 3’tiir. Yamugun yan kenar-
larimin arasimdaki aci en fazla kag derece olabilir?

B C

3

Coziim: ABCD yamugunun BA ve CD yan ke-
narlarinin uzantilarinin kesigsim noktasini E ile gos-
terelim. |AE| = a ve IDE| = b olsun. AED ve BEC
uggenlerinin benzerliginden IAB| = 2a ve ICDI = 2b
elde edilir. 2a + 2b = |IABI + ICDI = |IADI + IBCl = 4
esitliginden de @ + b = 2 bulunur. AED {iggenine
kosiniis teoremi uygulandiginda

a2 +b2—-2abcosa=1
oldugundan
(a+b)2—-2ab-2abcosa=1

ve

ab(1 + cos a) = 3/2
elde edilir. Aritmetik ve geometrik ortalamalar
arasindaki esitsizlikten dolay:

~ _a+b

ab < >
oldugundan cos a < 1/2°dir. Bu durumda o’nin en
buyitk degeri 60°°dir.

=1

A308. Kongreye cesitli iilkelerden 1000 kisi
katiliyor. Her ii¢ kisi kendi aralarmda anlasabili-
yor (bunlardan biri Gtekiler icin terciimanlik yapa-
bilir). Kongreye katilanlari, her odada 2 kisi olacak
ve bu kisilerin kendi aralarinda anlasabilecegi se-
kilde 500 odaya yerlestirilebilecegini kanitlayimiz.

Coziim: Herhangi 3 kisi alalim. Bunlardan iki-
si kendi aralarinda anlasabiliyor. Bu iki kisiyi bir
odaya yerlestirelim. Aym sekilde geriye kalan 998
kisiden ti¢tint alip bunlardan ikisini diger bir oda-
ya yerlestirelim v.s. bu iglemi geriye A, B, C, D gibi
4 kisi kalana kadar siirdiirelim. {A, B, C} icliisiin-
den biri (diyelim A) diger ikisi ile anlasabiliyor. Ote
yandan B ve C’den biri (diyelim B) D ile anlagabili-
yor (¢tinkii {B, C, D} ticliisiinden biri diger ikisi ile
anlagabiliyor). Bu durumda {A, C} ikilisini bir oda-
ya, {B, D} ikilisini de bagka bir odaya yerlestiririz.
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A309. a, b, c, d gercel sayilar:

a2+ b2 =1,
Cz+d2:1,
ac+bd=0

esitliklerini saglar. ab + cd ifadesinin alabilecegi
tiim degerleri bulunuz.
Coziim: a2 + b? = 1 odugundan sin o = a ve cos
o = b olacak sekilde bir o acist bulunur. Benzer ge-
kilde sin B = ¢, cos B = d olacak sekilde bir B acis1
bulunur. Dolayisiyla
O=ac+bd=sino-sin B +cos a-cos P
= cos (o — B)
esitligi gecerlidir. Buradan da
ab + cd = sin o - cos a + sin B - cos B
= (sin 2a + sin 2B)/2
=sin(a + B) cos(a — B) = 0
elde edilir.

A310. 99 tane 9 ardarda yazilmistir. Elde edi-
lecek 199 basamakli say: tamkare olacak sekilde
bu rakamlarin sagima 100 rakam daha yazilabile-
cegini kamitlaymz.

Coziim: Ik 99 basamag1 9 olan 199 basamak-
Ii en biiyiik sayr 10192 — 1°dir. Bu sayidan biiyiik
olmayan en biiyiik tamkare a2 olsun. O halde

a2 <1019 -1 < 16-10198 = (4.1099)2
esitsizliginden dolay1 a < 4-1092dur. Dolayisiyla
10199 -1 - a2 < (a+1)2 —a2=2a + 1
<2410 + 1,
buradan da

a2>101%2 -1 -8.10%7 - 1 > 10199 - 10100
elde edilir. 10192 — 10100, ilk 99 basamag1 9 olan
199 basamakli sayilardan en kigugi oldugundan
a? sayisin ilk 99 basamag: 9 olacak. Boylece a2
sayisi kogullar: saglar.

Y306. Bes basamakli abede sayist 41°e boliinii-
yor. Bes basamakli eabcd sayismun da 41’e boliin-
diigiinii kanmitlaymiz.

Coziim: Dort basamakli abcd sayisim X ile
gosterelim. O halde

10X + e = abcde = 0 (mod 41)
dir. 105 — 1= 99999 sayis1 41°e boliindiigiinden
10-(eabced) = 10(10% + X)
=10% + 10X +e—-e
= (105 = 1) e = 0 (mod 41)
elde edilir. 10 ile 41 aralarinda asal oldugundan
eabcd sayisi da 41’e boluniir.
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Cozenler: Toplam 48 kisi. Tim ¢ozenlerin ad-
larin1 koyamayacagiz ne yazik ki.

Y307. Bir dik iicgenin icteget cemberi, hipote-
niisii uzunluklar: 4 ve 5 olan iki parcaya boliiyor.
Ucgenin alanini bulunuz.

B 5

Coziim: ABC dik Giggeninin i¢ teget cemberinin

yarigapi 7 olsun. Pisagor bagntilarindan
(r+5P2+(r+42=92
cikar, buradan da 72 + 97 = 20 elde edilir. O halde
licgenin alani
O+ S +7r)+(r+M]2=r2+9r=20

olur.

Cozenler: 61 kisi.

Y308. Birkag¢ voleybol takimu aralarmmda bir
turnuva yapti. Herbangi iki A ve B takimlari alin-
diginda, eger A, B’yi yenmisse, A’ya yenilmis ve
B’yi yenmis bir C takinu bulunur. Turnuvaya en az
kac takim katilmugstir?

Coziim: En az bir galibiyeti ve en az bir maglu-
biyeti olan bir A takiminin bulundugu agiktir. A,
B’yi yenmigse, A’ya yenilmis ve B’yi yenmis olan bir
C takimi bulunur. O halde A’ya yenilmis ve C’yi
yenmis olan bir D takimi bulunur. D, C’yi yenmis,
B ise C’ye yenilmistir, dolayisiyla D # B’dir. Boyle-
ce A’nin yenmis oldugu en az 3 takim bulunur. Ben-
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zer sekilde A’y1 yenmis olan en az 3 takim bulundu-
gu kanitlanir. O halde turnuvaya en az 7 takim ka-
tilmigtir. Kogullar1 saglayan 7 takim ornegi yukar-
daki sekilde verilmistir (X — Y, X’in Y’yi yendigini
gostermektedir.)

Cozenler: Ibrahim Cimentepe (Izmir Ozel Ya-
manlar Lisesi), Aras Erzurumluoglu (ODTU Ma-
tematik), Zekeriya Giiney (Mugla Universitesi
Matematik Toplulugu).

Y3009. ay, ay, ..., a,, pozitif gercel sayilar:
ap+ay+ .. ta,=1
esitligini saglar. i < j olmak iizere tiim
a;a;

sayilarvun toplamuun en fazla (n — 1)/4 olabilece-
gini kanmtlayimz.

Coziim: Aritmetik ve geometrik ortalamalar
arasindaki esitsizlikten

a;+aj
\aia; = >

buradan da a; a; < (a; + a;)*/4 elde edilir. O halde

aia]«

a;+a

/

4((11' +(1]')

<(a,~+a~)2 _ai+a;

j
4

]

a]-) sa-

yilarinin toplamy, 7 < olmak iizere tiim (a; + a;)/4 sa-

oldugundan, i < j olmak iizere tiim a;a;/(a; +

yilarinin toplamindan buyiik degildir. Son toplamda
her a; sayisina tam 7 — 1 kez rastlandigindan bu top-
lam (n - 1)(ay + ay + ... + a,)/4 = (n — 1)/4 olacak.
Ote yandan a; = a, = ... = a,, = 1/n alindiginda her i
<jigin a;a;/(a; + a;) = 1/2n olacak, boyle ikililerin sa-
yist n(n—1)/2 oldugundan, 7 < j olmak tizere, tiim g;
a;/(a; + a;) sayllarinin toplami (7 — 1)/4 olur.
Cozenler: Suat Akbulut (Izmir Ozel Yamanlar
Lisesi), Ertugrul Aksiinger (Antalya Kultiir Dersa-
nesi), Mustafa Atakli (Safa Dersanesi, Gaziantep),
Bilgin Canpolat (H.F.Z. Anadolu Lisesi, Cerkez-
koy, Tekirdag), Davut Calik (Izmir Ozel Yamanlar
Lisesi), Alper Cay (Kayseri Uzman Dersanesi), Ib-
rahim Cimentepe (Izmir Ozel Yamanlar Lisesi),
Furkan Erden (Izmir Ozel Yamanlar Lisesi), Ah-
met Hamdi Fazlioglu (Izmir Ozel Yamanlar Lise-
si), Ayhan Giindiiz (Osmaniye), Zekeriya Guney
(Mugla Universitesi Matematik Toplulugu), Os-
man Ocal (Izmir Ozel Yamanlar Lisesi), Tufan Oz-
din (Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii), Burak
Saglam (Izmir Ozel Yamanlar Lisesi), Tugba Uzlu-
er (Izmir Ozel Yamanlar Lisesi), Semih Yavuz (Iz-
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mir Ozel Yamanlar Lisesi), Hasan Zerze (ODTU,
Kimya Miuhendisligi Bol.).

Y310. n = § 6geden olusan bir kiimede n + 1
tane birbirinden farkl iic elemanli altkiime alin-
mustir. Bunlardan tam bir tane ortak elemani olan
ikisinin bulundugunu kanmitlaymz.

Coziim: Tersini varsayalim. O halde alinan iig
elemanli altkiimelerden herhangi ikisi ya kesismi-
yor, ya da kesisimler tam 2 eleman igeriyor. Alinan
altkimeler kiimesinde ~ bagintisini seyle tanimla-
yalim: A N B tam iki eleman igeriyorsa veya A = B
ise A ~ B olsun. ~ bagmtisinin bir denklik baginti-
st oldugunu gosterelim. Bu bagintinin yansimali ve
simetrik oldugu agiktir. A ~ B ve B~ Colsun. A =
{a, b, ¢}, B = {a, b, d} ise, B~ C oldugundan C alt-
kiimesi a ve b elemanlarindan en az birini icermek
zorunda. Bu durumda C n A # &dir. C N A bir
elemandan olusamayacagi i¢in C ~ A’dir. Boylece
~ gecismeli baglantidir ve dolayisiyla bir denklik
bagintisidir. O halde alinan ti¢ elemanli altkiimeler
kiimesi ayrik denklik siniflarina boliinecek. Bu si-
niflardan herhangi birini aldigimizda ¢ durum
olabilir:

1) Bu siniftaki altkiimelerin birlesimi sadece 3
elemandan olusur. Bu durumda sinifta sadece bir
altkiime bulunur.

2) Smiftaki altkumelerin birlesimi tam 4 ele-
mandan olusur. Bu durumda sinifta en fazla

e

tane altkiime bulunur.

3) Siniftaki altkiimelerin birlesimi en az 5 ele-
man igerir. Siniftan A = {a, b, ¢} ve B = {a, b, d} alt-
kiimelerini alalim. Birlesimde en az 5 eleman bu-
lundugundan a, b, ¢, d’den farkli olan bir e elema-
n1 ve sinifta bu e elemanini igeren bir C altkiimesi
bulunur. A ~ C ve B ~ C oldugundan C = {a, b, ¢}
olmak zorundadir. O halde bu siniftan herhangi
bir D = {x, vy, g} altkiimesi alindiginda bu altkiime
a ve b elemanlarindan birini (diyelim a’y1) icermez-
se b, ¢, d, e elemanlarinin dordii de bu altkiimede
bulunmak zorundadir. Béyle bir sey olamayaca-
gindan D = {a, b, u} seklinde olmak zorundadir. Bu
durumda siniftaki altkiime sayist birlesimdeki ele-
man sayisinin 2 eksigine esittir.

Boylece ii¢ durumun her birinde siniftaki alt-
kiime sayisi birlesimdeki eleman sayisindan fazla
degildir. O halde alinan tim altkiimelerin sayisi
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n + 1 de bu altkiimelerin birlesimindeki eleman sa-
yisindan fazla olamaz. 7 + 1 > n# oldugundan celis-
ki elde ederiz.

Cozenler: Zekeriya Giiney (Mugla Universite-
si Matematik Toplulugu), Semih Yavuz (Izmir
Ozel Yamanlar Lisesi), Nami Yildirim (T. Is Ban-
kasi, Izmir).&

OYAK

Cimento Grubu ve
Tiibitak Bilim Adami Yetistirme

Grubu
2005, Uciincii Oyak
Matematik Yarismasi
Sorulari

1. x2 + ax + 1 = 0 denkleminin kokleri s ve ¢,
x2 + bx + 1 = 0 denkleminin kokleri de # ve v ol-
mak {izere,

(s+2)(s+u)(s+v) (t+1)(t+v) (u+v) = ab(a+b)?
oldugunu gosteriniz.

2. Her pozitif # sayist igin,

Nan +1,4n + 2 \4n +3 ve \n +n +1

gergel sayilarinin tam degerlerinin birbirine esit ol-

dugunu gosteriniz.

3. Oy merkezli C; ¢emberiyle O, merkezli C,
cemberi A ve B ayrik noktalarinda kesismektedir.
OB dogrusu C,’yi B ve F ayrik noktalarinda;
O,B dogrusu da C; ¢cemberini B ve E noktalarin-
da kesmektedir. EF dogrusuna paralel ve B’den ge-
cen dogru da C; ¢emberini M ve B; C,’yi de B ve
N noktalarinda kesmektedir. |AEl + |AFl = IMNI
oldugunu gosteriniz.

4. Asagidaki denklemin dogru olmasini sagla-
yan en kuguk k dogal sayisini bulunuz:

A =1{1, 2, ..., 2005} kiimesinin k elemanl her
altkimesinde toplamlar: veya farklar1 669 olan iki
eleman bulunur.



