Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

Kapak Konusu: Konikler

Parabol, Elips ve Hiperbol

Cebirsel Tanimlar ve Geometrik Cizimler

dondiirerek ve oteleyerek, a # 0, ¢ ve f sabitleri

igin,
x2 +cy? =0,
<=,
ax? + cy? =1,
ya da
y = ax?

biciminde yazilabilecegini gordik. Bu yazida bu
dort tip denklemden birini saglayan (x, y) noktala-
rinin dizlemde nasil ve ne tir bir ¢ egrisi (konigi)
olusturdugunu gorecegiz.

Dejenere Siklar. Birinci ve ikinci tip denklem-
ler dejenere olarak nitelendirilirler, ¢iinkii bunlarin
tanimladig egriler nokta ve dogrulardan olusurlar,
“egri” sozcuguniin hakkini yeterince vermeyen bir
durum sozkonusu...

Birinci Tip Denklemler. Ilk olarak
x2+by2=0
denklemlerine bakalim: Eger b > 0 ise sadece x =y =
0 buluruz, yani konigin sadece (0, 0) noktasi vardir:
¢={(0, 0)}.
Eger b = 0 ise x = 0 dogrusu elde edilir:
¢={0,y):y e R}

Eger b < 0 ise, d = —b > 0 tanimini yaparak
0=x2+by2=x2—-dy?=(x +yd)(x — yVd)
denklemini elde ederiz. Demek ki bu durumda ko-
nik, x + yVd = 0 ve x — y\Nd = 0 dogrularmin bilesi-

midir: ¢ = {(+yVd, y) : y €R).

Ikinci Tip Denklemler. Simdi x2 = f denkle-
miyle tanimlanan koniklere bakalim. Bu denkle-
min f < 0 ise sifir, f = 0 ise bir ve f > 0 ise iki ¢6-
ziimu vardir. Ama bir de y degiskeni var; y denk-
lemde belirmediginden, y’ye herhangi bir kosul ko-
sulmamustir ve y herhangi bir degeri alabilir. De-
mek ki bu durumda:

Eger f < 0 ise konigin hi¢ noktasi yoktur, yani,
¢ =& dir.
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Eger f = 0 ise konik x = 0 dogrusudur:
¢={0,y):yeR}L
Eger f > 0 ise, konik x = Vf ve x = —Vf dogru-
larinin birlesimidir: ¢ = {(+\f, y) : y € R}.

llging Siklar. Ugiincii ve dérdiincii denklemle-
rin verdigi konikler ¢ok daha ilgingtirler. Bunlar
Uzerine daha uzun dusiinecegiz.

Parabol. Dérdiincii tip olan y = ax2 denklemi-
nin verdigi konige ve bu konigin donduriilerine ve
otelemelerine parabol adi verilir. Paraboliin nasil
bir sey oldugunu anlamaya calisalim. y = ax2 denk-
leminin verdigi parabole ¢ yerine # diyelim. Birkag
gozlemle baglayalim:

® y’yi x’in bir fonksiyonu olarak gorebiliriz,
¢linkii her x € R, bir ve bir tek y degeri verir. Do-
layisiyla her x = u dikey dogrusu # paraboliinii tek
bir noktada keser: (u, au?) noktasinda.

e Eger a = 0 ise, y = 0 dogrusunu elde ederiz.
Bundan boyle a # 0 olsun.

e Eger a < 0 ise, x eksenine gore diizlemin si-
metrisini alarak, yani y’ = —y eksen degisikligini ya-
parak, g > 0 varsayiminda bulunabiliriz.

®(0,0) € ~.

* y = ax? ve a > 0 oldugundan, paraboliin nok-
talarinin y koordinatlar hi¢ negatif olamazlar, ya-
ni parabol hi¢ x ekseninin altina inmez.

e Eger (x, y) € Pise, (—x,y) € 2. Dolayisiyla
egri y eksenine gore simetriktir ve x > 0 durumuna
odaklanmamiz yeterlidir.

* x sonsuza gittiginde y de sonsuza gider.

e x > 0 ise, x arttiginda y de artar, yani 0 < x4
< x; ise x{ < x3 dir.

y x’le birlikte

egri artarak

e sonsuza gidiyor.

(—u, au®) e P (u, au®) e P

egri’nin bulundugu
bolge; x ekseninin

egri, y eksenine L8
St Y iistiinde.

gore simetriktir
x

(0,0) e #
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Yukardaki gekilde ufak tefek gozlemlerimizi
resmettik. Bu bilgilerden paraboliin tam nasil oldu-
gu anlasilmaz elbette, sadece bir fikir verir. Orne-
gin, parabol asagidaki iki sekilden biri gibi olabilir.

g asag1 dogru
icbtukey

" yukart dogru
icbiikey
Paraboliin olasi gekilleri

hep ukari dogru
icbiikey

Simdi fonksiyonun grafigini buytuk ol¢ide be-
lirleyen su ozelligi gosterecegiz: Her A, B € 7 icin,

P’nin A ile B arasinda kalan
y =

4

A

kismi AB kirisinin altmdadir,
yani grafik yandaki sekildeki
gibi yukari dogru icbiikeydir.
Kamt: A(u, au?) € P ve B(v, av?) € P olsun.

(u, v) araligindan herhangi bir w alalim, yani # < w
< v olsun. Simdi w’nin tstiinde bulunan grafigin P
noktasiyla, kirisin O noktasini kargilastiralim. On-
_ 42 ce bu iki noktanin ko-
B(v, av?) ordinatlarini bulalim.

P’nin koordinatlarinin
(w, aw?) oldugu belli.

QO’niin birinci  koordi-
nat1 da w elbette. O, AB dogrusunun ustiinde ol-
dugu i¢in, Q’niin ikinci koordinatini bulmak igin
AB dogrusunun denklemini bulmaliyiz. Bulalim:

2 2
av” —au
—(x—u)+au2 :a(v-i-u)(x—u)—i-auz.

y=
Demek 11</i XB dogrusunun denklemi goyle:

y =a(v + u)(x — u) + au.
Dolayisiyla Q noktasinin yuksekligi (yani ikinci
koordinat1)

alv + u)(w — u) + au?®

dir. Bu yiikseklikle P’nin yiiksekligi olan aw? say1-
larini kargilagtiralim. Q’niinkisinin daha buyiik ol-
dugunu kanitlamak zor degil:

alv + u)(w — u) + au® > aw?

SWw+u)w-—u)>w?—u?=(w-u)(w+u)
SUrUSW+US V> W.
Boylece paraboliin yukari dogru i¢biikey oldugunu
kanitlamig olduk ve neye benzedigi biiyiik ol¢iide
ortaya ¢ikti; sayfanin bagindaki birinci sekildeki gi-
bi olmali.

Ama parabolun seklinden daha tam emin ola-
mayiz. Yukardaki sekil biraz fazla yumugak. Belki
de paraboliin en umulmadik bir yerinde bir sivrili-
gi vardir. Asagidaki sagdaki grafikte (0, 0) nokta-
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sinda bir sivrilik var, o noktada grafigin iki degisik
tegeti var. (Tegetin matematiksel tanimini daha
sonra gorecegiz, simdilik sezgisel takilalim.) Para-

x ekseni egriye (O,VO) £0;0)
noktasinda teget.

..... T

noktasinda egriye
soldan ve sagdan olmak
tizere iki degisik teget var.

bol de, bal gibi, boyle durduk yerde sivriligi olan
bir egri olabilir. Paraboliin O(0, 0) civarindaki dav-
ranigini daha iyi anlayalim.

Parabolun (0, 0) noktasinin civarindaki davra-
nisin1 6grenmek icin bu noktadan gecen ve dikey ol-
mayan herhangi bir y = mx dogrusu alalim (1, dog-
runun egimidir) ve bu dogruyu parabolle, yani y =
ax? fonksiyonunun grafigiyle kesistirelim. Kesisim
noktalarindan biri (0, 0) noktasidir elbet. Bakalim
ikinci bir kesisim noktasi var mi? Olasi ikinci kesi-
sim noktasina (u, v) dersek, o zaman # # 0 olmali ve

mu = v = au?
esitlikleri saglanmali. # # 0 oldugundan, bu esitlik-
lerden m = au ve u = mla elde ederiz. Demek ki, eger
m # 0 ise, yani dogru yatay degilse, y = mx dogru-
su parabolii (0, 0) ve (m/a, m%/a) olmak iizere iki
degisik noktada keser.

=ax

Dolayisiyla paraboliin

Ty =mx

(0, 0) noktasinin civarin- A (mla, mla?)

daki davranigi yukardaki
ikinci sekildeki gibi de-
gil, birinci sekildeki gibi olmalidir, yani parabol O
noktasina x eksenine nerdeyse paralel olacak bi¢im-
de (teget) yaklagmalidir.

Yukarda sordugumuz ayni soruyu paraboliin
herhangi bir («, au?) noktasi i¢in soralim. Bu nok-
tadan gegen ve dikey olmayan bir dogru parabolii

kac noktadan keser? Paraboliin (u, au2) noktasin-
dan gecen ve dikey olmayan bir dogrunun denkle-
mi, belli bir 72 sayis1 i¢in,
y = m(x — u) + au?
seklindedir. Olasi ikinci kesigsim noktasinin birinci
koordinatina v dersek, v,
av? = m(v — u) + au?
esitligini saglamalidir. Buradan,
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m(v —u) = av? — au? = a(v — u)(v + u)

ve ardindan, m = v + u ¢ikar. Demek ki v # u egit-
sizligi igin, m # 2u esitsizligi gegerli olmali. Sonug:
Egimi 2u ve o (yani dikey) olan iki dogru diginda
paraboliin (u, au?) noktasindan gecen her dogru pa-
rabolii iki noktada keser. Paraboliin (z, au2) nokta-
sindan gecen ve egimi 2u# olan dogru da parabole
(u, u2) noktasinda teget olan dogrudur.

Yukarda yaptiklarimiz, “tirev” kullanarak ¢ok
daha kolay ve matematiksel bir bicimde yapilabilir
ama lise egitiminde artik turev olmadigindan ne ya-
zik ki bu kavrami kullanamiyoruz.

Sonug olarak,

y = ax?
denklemiyle verilen paraboliin

grafigi yandaki sekildeki gibidir. >
g . . y=ax* parabolu

a degistikce paraboliin sekli
de degisir. a, 0’a yaklagtik¢ca parabol yayvanlagir
ve a, 0’a ¢ok yakinsadiginda parabol x eksenine
\ cok yakinsar. Ote yandan a

buiytiditk¢e parabol diklese-

rek y ekseninin pozitif kis-

1] mina yaklagir. Degisik a’lar

J

1

i¢in y = ax? parabolleri yan-

daki sekilde gosterilmisgtir.
Yukardaki parabollerin x eksenine gore simet-

rilerini alip belli bir

vektor kadar oteler ve

belli bir 6 acisiyla don-

diiriirsek, diizlemdeki

tim parabolleri elde

TN
den birkac¢i yandaki sekilde goriinmektedir.

-

ederiz. Bu paraboller-

Soru. Dogrusal olmayan herhangi ti¢c degisik
noktadan bir ve bir tek ¢cemberin gectigi bilinir.
Herhangi ti¢ti dogrusal olmayan her dort (ya da
bes) noktadan bir parabol gecer mi?

Ugiincii Tip Denklemler. Gelelim
ax? + by? =1
turiinden denklemlere. a ve b katsayilarinin en
azindan biri pozitif degilse denklemin tanimladig
egri boskiimedir. Bundan boyle iki katsayidan biri-
nin pozitif oldugunu varsayalim. Bu varsayima go-
re, eger a < 0 ise b > 0 olmak zorundadir ve bu du-
rumda x = y dogrusuna gore diizlemin simetrigini
alirsak x ekseni y ve y ekseni de x ekseni olur ve a
ile b’nin rolleri degisir. Dolayisiyla a’nin pozitif ol-
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dugunu varsayabiliriz. Eger b = 0 ise, egri iki dog-
rudan olusur. Bundan boyle &’nin 0 olmadigini
varsayalim. Analizimizi b > 0 ya da b < 0 kosulla-
rina gore ikiye ayiracagiz. Birinci tiir egriye elips,
ikinci tiire hiperbol denir. Artik, a yerine 1/a2, |bl
yerine 1/b2 yazarak, elipsin denklemini

x2a? + y2Ib2 = 1
olarak, hiperboliin denklemini de

x2a? - y21b? = 1
olarak yazabilecegimizi varsayabiliriz. Ayrica a ve
b’nin de pozitif olduklarini varsayabiliriz.

Elips. Bu bolimde a > 0 ve b > 0 igin,
x2la? + y2b? = 1
denklemiyle verilen £ egrilerini ele alacagiz. Bu tur
egrilere ve bunlarin dondiirii ve 6telemelerine elips
denir. Once elipslerin birkag kolay &zelliginden
baslayalim.

e Eger a = b ise, denklem x2 + y2 = g2 bicimi-
ne birunir ve bu denklemin verdigi elips (0, 0)
merkezli ve a yaricapli cemberdir. Dolayisiyla a ve
b birbirlerine yakin sayilarsa elipsin ¢embere ben-
zeyecegi tahmininde bulunabiliriz.

e Eger (x,y) € £ ise, (—x, ¥) € £, (x, —y) € £,
(—x, —y) € £. Dolayisiyla £ egrisi x ve y eksenleri-
ne gore simetriktir.

e x2, en biiyiik degerini y2 = 0, yani y = 0 oldu-
gunda alir. Demek ki x2 < 42 olmalidir. Dolayisiyla
—a < x < a. Benzer egitsizlikler y koordinati i¢in de
gegerlidir elbet: —b <y < b. Demek ki elips [-a, a] x
[-b, b] dikdortgeninin igine sikigmistir.

¢ O noktasindan gegen her 1sinin elipsi tek bir
noktada kestigini kanitlamay1 okura aligtirma ola-
rak birakiyoruz.

¢ Eger x ve y pozitifse, ikisinden biri arttiginda
digeri bu artis1 telafi edip x2/a? + y2/b? = 1 esitligi-
ni saglayabilmek igin azalmak zorundadir. x ve y
simetri eksenlerinden dolayi, elipsin davramigini di-
ger durumlarda da (6rnegin x pozitif, y negatifken
de) biliyoruz.

Bu bulgulardan elipsin nasil bir egri oldugu
asag1 yukar: c¢ikar. Elipsi ¢izmemize ramak kaldi.
Birkag olasi egriyi bir sonraki sayfada ¢izdik.

Kﬁin dig1
\‘~’)e<lipsin ici

¢ Eger dizlemin A(x, y)
noktas1 x2/a?2 + y2/b?2 < 1
esitsizligini saglyorsa, bu

noktanin elipsin “i¢inde” ol-
dugunu soyleyelim. Eger
x%/a? + y2/b2 > 1 ise nokta-
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x2/a? + y?/c? = 1 Elipsinin Olasi Eskizleri
) x> 0vey>O0ise,
x buytidukge

5 y
/ \ y kiigiliir.
4

—ai ia x

Elips x ve y eksenlerine gore simetriktir.

Elips bu gri
dortgenin i¢inde

<

Simdiye kadarki bulgularimiza gore elips yukardaki gibi
olabilecegi gibi asagidaki sekillerdeki gibi de olabilir.

oy bty

2NN
<R

nin elipsin “diginda” oldugunu soyleyelim. Boylece
elipsin ici ve disi tanimlanmis oldu.

e Elipsin i¢inde alinan bir noktayla elipsin di-
sinda alinan bir noktay: birlestiren dogru pargasi
elipsi tek bir noktada keser. Bunun da kanit1 ko-
laydir.

¢ Eger iki nokta elipsin icindeyse, bu noktalari
birlestiren dogru pargasi da elipsin igindedir, yani,
eger

xo2a? + yg2lb? < 1 ve xq2/a? + y2/b2 < 1
esitsizlikleri saglaniyorsa, o zaman her A € [0, 1]
say1st i¢in,

(Axg + (1-A)xq)2a? + (Myy + (1-A)yq)2/b% < 1
esitsizligi saglanir. Bunun kaniti basit bir hesaptan
¢ikar ve okura birakilmugtir.

Boylece, elipsin aslinda yukardaki birinci sekil-
deki gibi oldugu, yani disbiikey oldugu cikar, alt-
taki diger iki egri yukarda kamtladigimiz 6zelligi
saglamazlar.

Elipsi ¢cizmemize bir engel daha kald. Elips eg-
risi agsagidaki iki sekilden biri gibi olabilir. Hangisi?
by

—-a

A
x2a* + yHb? = 1 elipsi yukardaki digbiikey sekillerden biri

gibi olabilir. Sagdakinde sivri noktalar vardir. Elipste boyle
sivri noktalar o%abilir mi?

—-b

e Simdi, elipsin herhangi bir noktasindan gecen
herhangi bir dogrunun elipsi ka¢ noktada kestigini
bulalim. Yukardaki sekildeki gibi sivri noktalar ol-
mamasi igin biri (teget olani) disinda, bunlarin her
birinin elipsi iki degisik noktada kesmesi gerekir.

Elipsin tstiinde alinan noktanin koordinatlari

(u, v) olsun. u ile v arasinda

u?la? + v2/b2 = 1
iligkisi vardir elbette. Bu noktadan gecen bir dog-
runun denklemi ya x = #’dur (eger dogru dikeyse)
ya da,

y=m(x —u)+v
dir.

Once x = u dogrusuyla x2/a2 + y2/b2 = 1 elip-
sini kesigtirelim. Kesisim noktalarindan biri (x, v)
ise, (u, —v) de digeridir elbette. Dolayisiyla v # 0 ise
kesigim en az iki noktadir. (Aslinda tam iki nokta-
dir.) Eger v = 0 ise 0 zaman # = +a olmali. #’nun

x2/a® + y2/b? = 1 elipsiyle dikey dogrularin kesisimi

bu degerini x2/a2 + y2/b2 = 1 denklemine koyarsak
y = 0 elde ederiz. Demek ki v = 0 durumunda kesi-
sim noktasi bir tane: (#, 0).

Simdi x2/a2 + y2/b> = 1 denklemiyle verilen
elipsle, bu elipsi bir (#, v) noktasinda kesen

y=m(x —u)+v

dogrusunu kesistirelim. Kesisim noktalarindan biri
(u, v). Olas1 ikinci bir kesisim noktasina (x, y) diye-

Y, y=m(x—u)+v

(M’ U)

X

_4/ a _

v«/ i
y=— (x—u)+v

(x,9) - av

x2la* + y*Ib? = 1 elipsiyle dikey olmayan dogrularin kesisimi

lim. x # u esitsizliginin farkina varip hesap yapalim.
1=x2/a? + y2/b2,
= x2/a? + (m(x — u) + v)2/b2
= x2/a2 + m2(x — u)2/b2 + v2/b2 + 2muv(x — u)/b?
=x2a? + m2(x —u)2/b% + 1 —u2la? + 2muv(x — u)/b?
=1+ (x2 —u?)a? + m2(x — u)2/b? + 2muv(x — u)/b2.
Once 1’leri sonra da x — «’lar1 sadelestirerek,
(x + u)la2 + m2(x — u)/b? + 2mv/b? = 0
elde ederiz. Buradan kolaylikla,
(1/a2 + m21b2)x = —ula? + mulb? — 2muv/b?
elde ederiz. Eger
(1/a2 + m21b2)u # —ula? + mulb? — 2muv/b?
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ise, x # u kogulundan dolayi, iki degisik kesisim
noktasi bulunur. Eger

(1/a2 + m21b2)u = —ula? + mulb? — 2muv/b?
ise, yani

m = —ub?lva?

ise tek bir kesigsim noktasi vardir; bu da (#, v) nok-
tasindan elipse teget gegen dogrunun egimidir.

Demek ki elipsin herhangi bir noktasindan

elipsi sadece bir nokta-

3 da kesen tek bir dogru
b

y
-b
x2/a® + y2Ib? = 1 elipsi

vardir (ve bu dogru da

o noktadan gecen te-
—a

gettir.)
Boylece elipsin bii-

yuk ol¢iide yandaki gi-
bi bir egri oldugunu
kanitlamis olduk.

Hiperbol. Bu bolimde a > 0 ve b > 0 igin,
x2la? - y2/b2 =1
denklemiyle verilen # egrilerini ele alacagiz. Bu tur
egrilere ve bunlarin dondiirt, simetri ve otelemele-
rine hiperbol denir. Once #nin kolay kanitlanan
birkag¢ 6zelliginden baglayalim.
® Eger (x,y) € # ise,

(~x,y) € # (x,~y) € #, (~x,~y) € #.
Dolayisiyla #egrisi x ve y eksenlerine gore simet-
riktir.

® Her y € R i¢in, (x, y) noktasinin hiperboliin
ustinde oldugu iki tane x vardir:
x= % y: +b%.

Ote yandan, her x € R igin, (x, y) noktasmnin
hiperboliin tistinde oldugu bir y yoktur; boyle bir
y’nin olmasi igin x2 > g2, yaniyax >ayadax <-a
esitsizligi saglanmalidir. Bir bagka deyisle (—a, a) x R
bantinda hiperboliin bir noktasi yoktur. Ama eger x
¢ (—a, a) ise,

b [ 2

y="\x*—a
a
olarak alirsak, (x, y) € #olur.

e Eger x ve y pouzitifse, bu iki sayidan biri art-
tiginda, digeri de, bu artis1 telafi edip x2/a2 — y2/b2
= 1 esitligini saglayabilmek i¢in artmak zorunda-
dir. Hatta x sonsuza dogru gittiginde y de sonsuza
gitmelidir.

e Asimptot. Eger x # 0 ise, hiperboliin denk-
leminden

y2ix2 = b2la? — b2/x?

27

bxla

y = bxla
x2la* — y*/b% = 1 hip
x>0 vey> 0 bolges

zrboliiniin

biiyiik x

cikar. Dolayisiyla eger x ¢cok cok biiyiikse, o za-
man, b2/x? terimi cok cok kiiciik olur ve y2/x2 asa-
g1 yukar1 b2/a? sayisina esit olur, yani

yix =~ +bla
olur. Demek ki y’yi de pozitif alirsak,

ylx ~ bla
olur. Simdi su savi ortaya atiyorum: x ¢ok buytidu-
gunde, pozitif bir y icin (x, y) € # ise, 0 zaman

y = bxla,
yani hiperbolle y = bx/a dogrusu birbirlerine ¢ok
yakin olurlar. Savimi kanithyorum. (x, y) parabo-
liin Gstiinde bir nokta olsun. x, ¢ok ¢ok biuiytik ol-
sun. y de pozitif olsun. bx/a ile y arasindaki farkin
¢ok cok kiiciik oldugunu kanitlayacagiz:

bx bx b b
——y:———\xz—a2 :—(x—\/xz —azj
a a a a
b f x+ sz_dz
——(x— x? —azJ—\
a x+\x? —a*
b a?
=— J ~0.
2 x4\x? —a?

Yukardaki hesaptan da gorildigi gibi bx/a ile y
arasindaki fark pozitif (yani bx/a >y, yani y = bx/a
dogrusu hiperboliin ustiinde) ama cok kiiciik, o
kadar ki x sonsuza gittiginde bu fark 0’a gidiyor.
Bu bulgulardan hiperboliin nasil bir egri oldu-
gu asag1 yukari gikar, bu siitunun en tepesinde ¢i-
zilmig egri gibidir. Ama hentiz bundan tam emin
olamayiz. O sekil biraz fazla yumusak. Belki de hi-
perboliin en umulmadik bir yerinde (bir sonraki
sayfadaki sekildeki gibi) bir sivriligi vardir...
Aynen elipste yaptigimiz gibi dogrularla hiper-
boliin kesisim noktalarini bulabiliriz. Elipste yapi-
lana ¢ok benzer bir hesap, eger v # 0 ise, hiperbo-
liin (¢, v) noktasindan gecen ub2/va? egimli dogru
disinda (ki bu dogru hiperbole (#, v) noktasinda
“teget” dogrudur) ve +b/a egimli asimptotlara pa-



Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

y = —bx/a
x2/a2 — y2/b2 = 1 hiperbolii, i

ornegin, bu gekilde oldugu gibi
(a, 0) noktasinda koseli olabilir mi?
ralel olan iki dogru disinda (bkz. yan stitunun te-
pesindeki sekil), hiperbolii (#, v) noktasinda kesen
her dogrunun hiperbolu bir bagka noktada da kes-
tigini kanitlayabiliriz, kanitlayacagiz da. Eger v = 0
ise, ifadesini okura biraktigimiz benzer bir 6nerme
dogrudur. Boylece hiperboliin késeli olamayacagi,
“yumugak” olmasi gerektigi kanitlanmis olacak.

Kanita, daha dogrusu hesaplara girigelim. Hi-
perbolun ustiinde herhangi bir (#, v) noktasi alalim.
Demek ki

u?la? — v2/b2 = 1

esitligi saglanir. Bu noktadan gecen herhangi bir
dogru alalim.

Eger dogru dikeyse ve (u, v) # (+a, 0) ise, o za-
man dogrunun hiperbolii iki noktada kestigi ko-
laylikla kanitlanur.

Eger dogru dikeyse ve (u, v) = (ta, 0) ise 0 za-

man dogrunun hiperbolii sadece (¢, v) = (+a, 0)
noktasinda kestigini kanitlamak da kolaydir.
Dogrunun dikey oldugu durumun daha fazla
irdelenmesini okura birakip, biz en genel durumu
irdeleyelim: Dogru dikey olmasin. O zaman dogru-
nun denklemi, 2 icin,
y=m(x —u)+v

dir. Demek ki, diger kesisimi bulmak icin,

y=m(x —u)+v

x2la? - y2b? = 1
denklem sistemini ¢ozmeliyiz. Bu arada u ile v ara-
sindaki #2/a?2 — v2/b2 = 1 iliskisini de unutmayalim.
x # u esitsizligini varsayabiliriz, ¢inkii (¢, v)’den
degisik bir c¢oziim ariyoruz. Ikinci denklemdeki
y’yi birinci denklemi kullanarak yokedebiliriz. Ar-
dindan, v2/b2 yerine u2/b? — 1 yazalim. Ortaya c1-
kan denklemde once 1’leri sonra da x —#’lar1 ata-
lim. Geriye,

Y Teget dogru: y = b*(x — u)la® + v
S

Herhangi bir dogru
y=m(—u)+v

s Vv
Ug dogru disinda, v # 0 igin x2/a2 — y2/b2 = 1 hiperbolintin
(u, v) noktasindan gegen her dogru hiperboli iki degisik
noktada keser. Hiperbolii sadece (u, v) noktasinda kesen
dogrulardan ikisi asimptotlara paralel olan dogrulardir.
Ugtincuisii ise hiperbole teget olan dogrudur.

x+u_m2(x—u)_2mv _0

a* b? b
denklemi kalir. Eger x’in katsayisi O degilse, yani m

# tbla ise, bu denklemin tek bir ¢6ziimii vardir ve
boylece dogrunun hiperbolu kestigi diger nokta
bulunur. Ama dikkat! Bu diger nokta gene (u, v)
noktast olabilir; kolay bir hesap bunun ancak m =
ub?/va? icin dogru olabilecegini gosterir. Bu du-
rumda, dogru, hiperbole (u, v) noktasinda tegettir.
Eger x’in katsayis1 O ise, yani m = tb/a ise, yani
dogru asimptotlara paralelse ¢6ztim yoktur. (Ne-
den? Dikkatli olmak gerekiyor: Ox = 0 denklemi-
nin ¢ok ¢éziimii vardir!)

Ay

x2/a2 — y2/b2 = 1 hiperbolii

Dikkat edilirse hem parabolde, hem elipste
hem de hiperbolde, “teget” diye adlandirdigimiz
dogru, egriyi “iki kez aym noktada kesiyor”. Bu
yazidaki hesaplari yapan dikkatli okur ne demek
istedigimizi anlayacaktir.

Boylece tiim konikleri ¢izmis olduk. v



