
Geçen yaz›da, bir koni¤in

denkleminin, düzlemin eksenlerini

döndürerek ve öteleyerek, a ≠ 0, c ve ƒ sabitleri

için,

x2 + cy2 = 0,

x2 = ƒ,

ax2 + cy2 = 1,

ya da

y = ax2

biçiminde yaz›labilece¤ini gördük. Bu yaz›da bu

dört tip denklemden birini sa¤layan (x, y) noktala-

r›n›n düzlemde nas›l ve ne tür bir C e¤risi (koni¤i)

oluflturdu¤unu görece¤iz.

Dejenere fi›klar. Birinci ve ikinci tip denklem-

ler dejenere olarak nitelendirilirler, çünkü bunlar›n

tan›mlad›¤› e¤riler nokta ve do¤rulardan oluflurlar,

“e¤ri” sözcü¤ünün hakk›n› yeterince vermeyen bir

durum sözkonusu...

Birinci Tip Denklemler. ‹lk olarak

x2 + by2 = 0

denklemlerine bakal›m: E¤er b > 0 ise sadece x = y =

0 buluruz, yani koni¤in sadece (0, 0) noktas› vard›r:

C = {(0, 0)}.

E¤er b = 0 ise x = 0 do¤rusu elde edilir:

C = {(0, y) : y ∈ R}.

E¤er b < 0 ise, d = −b > 0 tan›m›n› yaparak

0 = x2 + by2 = x2 − dy2 = (x + y√d)(x − y√d)

denklemini elde ederiz. Demek ki bu durumda ko-

nik, x + y√d = 0 ve x − y√d = 0 do¤rular›n›n bilefli-

midir: C = {(±y√d, y) : y ∈R}.

‹kinci Tip Denklemler. fiimdi x2 = ƒ denkle-

miyle tan›mlanan koniklere bakal›m. Bu denkle-

min ƒ < 0 ise s›f›r, ƒ = 0 ise bir ve ƒ > 0 ise iki çö-

zümü vard›r. Ama bir de y de¤iflkeni var; y denk-

lemde belirmedi¤inden, y’ye herhangi bir koflul ko-

flulmam›flt›r ve y herhangi bir de¤eri alabilir. De-

mek ki bu durumda:

E¤er ƒ < 0 ise koni¤in hiç noktas› yoktur, yani,

C = ∅’dir.

E¤er ƒ = 0 ise konik x = 0 do¤rusudur:

C = {(0, y) : y ∈ R}.

E¤er ƒ > 0 ise, konik x = √ƒ ve x = −√ƒ do¤ru-

lar›n›n birleflimidir: C = {(±√ƒ, y) : y ∈ R}.

‹lginç fi›klar. Üçüncü ve dördüncü denklemle-

rin verdi¤i konikler çok daha ilginçtirler. Bunlar

üzerine daha uzun düflünece¤iz.

Parabol. Dördüncü tip olan y = ax2 denklemi-

nin verdi¤i koni¤e ve bu koni¤in döndürülerine ve

ötelemelerine parabol ad› verilir. Parabolün nas›l

bir fley oldu¤unu anlamaya çal›flal›m. y = ax2 denk-

leminin verdi¤i parabole C yerine P diyelim. Birkaç

gözlemle bafllayal›m:

• y’yi x’in bir fonksiyonu olarak görebiliriz,

çünkü her x ∈ R, bir ve bir tek y de¤eri verir. Do-

lay›s›yla her x = u dikey do¤rusu P parabolünü tek

bir noktada keser: (u, au2) noktas›nda.

• E¤er a = 0 ise, y = 0 do¤rusunu elde ederiz.

Bundan böyle a ≠ 0 olsun.

• E¤er a < 0 ise, x eksenine göre düzlemin si-

metrisini alarak, yani y′ = −y eksen de¤iflikli¤ini ya-

parak, a > 0 varsay›m›nda bulunabiliriz.

• (0, 0) ∈ P.

• y = ax2 ve a > 0 oldu¤undan, parabolün nok-

talar›n›n y koordinatlar› hiç negatif olamazlar, ya-

ni parabol hiç x ekseninin alt›na inmez.

• E¤er (x, y) ∈ P ise, (−x, y) ∈ P. Dolay›s›yla

e¤ri y eksenine göre simetriktir ve x ≥ 0 durumuna

odaklanmam›z yeterlidir.

• x sonsuza gitti¤inde y de sonsuza gider.

• x ≥ 0 ise, x artt›¤›nda y de artar, yani 0 ≤ x1

< x2 ise x1
2

< x2
2

dir.
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Kapak Konusu: Konikler

Parabol, Elips ve Hiperbol
Cebirsel Tan›mlar ve Geometrik Çizimler

u−u

(−u, au2) ∈ P (u, au2) ∈ P

x

y

au2

e¤ri’nin bulundu¤u
bölge; x ekseninin
üstünde.

e¤ri, y eksenine göre simetriktir

x’le birlikte
e¤ri artarak
sonsuza gidiyor.

(0,0) ∈ P



Yukardaki flekilde ufak tefek gözlemlerimizi

resmettik. Bu bilgilerden parabolün tam nas›l oldu-

¤u anlafl›lmaz elbette, sadece bir fikir verir. Örne-

¤in, parabol afla¤›daki iki flekilden biri gibi olabilir.

fiimdi fonksiyonun grafi¤ini büyük ölçüde be-

lirleyen flu özelli¤i gösterece¤iz: Her A, B ∈ P için,

P ’nin A ile B aras›nda kalan

k›sm› AB kiriflinin alt›ndad›r,

yani grafik yandaki flekildeki

gibi yukar› do¤ru içbükeydir. 

Kan›t: A(u, au2) ∈ P ve B(v, av2) ∈ P olsun.

(u, v) aral›¤›ndan herhangi bir w alal›m, yani u < w

< v olsun. fiimdi w’nin üstünde bulunan grafi¤in P

noktas›yla, kiriflin Q noktas›n› karfl›laflt›ral›m. Ön-

ce bu iki noktan›n ko-

ordinatlar›n› bulal›m.

P’nin koordinatlar›n›n

(w, aw2) oldu¤u belli.

Q’nün birinci koordi-

nat› da w elbette. Q, AB do¤rusunun üstünde ol-

du¤u için, Q’nün ikinci koordinat›n› bulmak için

AB do¤rusunun denklemini bulmal›y›z. Bulal›m:

Demek ki AB do¤rusunun denklemi flöyle:

y = a(v + u)(x − u) + au2.

Dolay›s›yla Q noktas›n›n yüksekli¤i (yani ikinci

koordinat›)

a(v + u)(w − u) + au2

dir. Bu yükseklikle P’nin yüksekli¤i olan aw2 say›-

lar›n› karfl›laflt›ral›m. Q’nünkisinin daha büyük ol-

du¤unu kan›tlamak zor de¤il:

a(v + u)(w − u) + au2 > aw2

⇔ (v + u)(w − u) > w2 − u2 = (w − u)(w + u)

⇔ v + u > w + u ⇔ v > w.

Böylece parabolün yukar› do¤ru içbükey oldu¤unu

kan›tlam›fl olduk ve neye benzedi¤i büyük ölçüde

ortaya ç›kt›; sayfan›n bafl›ndaki birinci flekildeki gi-

bi olmal›.

Ama parabolün fleklinden daha tam emin ola-

may›z. Yukardaki flekil biraz fazla yumuflak. Belki

de parabolün en umulmad›k bir yerinde bir sivrili-

¤i vard›r. Afla¤›daki sa¤daki grafikte (0, 0) nokta-

s›nda bir sivrilik var, o noktada grafi¤in iki de¤iflik

te¤eti var. (Te¤etin matematiksel tan›m›n› daha

sonra görece¤iz, flimdilik sezgisel tak›lal›m.) Para-

bol de, bal gibi, böyle durduk yerde sivrili¤i olan

bir e¤ri olabilir. Parabolün O(0, 0) civar›ndaki dav-

ran›fl›n› daha iyi anlayal›m.

Parabolün (0, 0) noktas›n›n civar›ndaki davra-

n›fl›n› ö¤renmek için bu noktadan geçen ve dikey ol-

mayan herhangi bir y = mx do¤rusu alal›m (m, do¤-

runun e¤imidir) ve bu do¤ruyu parabolle, yani y =

ax2 fonksiyonunun grafi¤iyle kesifltirelim. Kesiflim

noktalar›ndan biri (0, 0) noktas›d›r elbet. Bakal›m

ikinci bir kesiflim noktas› var m›? Olas› ikinci kesi-

flim noktas›na (u, v) dersek, o zaman u ≠ 0 olmal› ve

mu = v = au2

eflitlikleri sa¤lanmal›. u ≠ 0 oldu¤undan, bu eflitlik-

lerden m = au ve u = m/a elde ederiz. Demek ki, e¤er

m ≠ 0 ise, yani do¤ru yatay de¤ilse, y = mx do¤ru-

su parabolü (0, 0) ve (m/a, m2/a) olmak üzere iki

de¤iflik noktada keser.

Dolay›s›yla parabolün

(0, 0) noktas›n›n civar›n-

daki davran›fl› yukardaki

ikinci flekildeki gibi de-

¤il, birinci flekildeki gibi olmal›d›r, yani parabol O

noktas›na x eksenine nerdeyse paralel olacak biçim-

de (te¤et) yaklaflmal›d›r.

Yukarda sordu¤umuz ayn› soruyu parabolün

herhangi bir (u, au2) noktas› için soral›m. Bu nok-

tadan geçen ve dikey olmayan bir do¤ru parabolü

kaç noktadan keser? Parabolün (u, au2) noktas›n-

dan geçen ve dikey olmayan bir do¤runun denkle-

mi, belli bir m say›s› için,

y = m(x − u) + au2

fleklindedir. Olas› ikinci kesiflim noktas›n›n birinci

koordinat›na v dersek, v,

av2 = m(v − u) + au2

eflitli¤ini sa¤lamal›d›r. Buradan,
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y = ax2

afla¤› do¤ru
içbükey

hep yukar› do¤ru
içbükey

Parabolün olas› flekilleri

yukar› do¤ru
içbükey

(0, 0) noktas›nda e¤riye
soldan ve sa¤dan olmak
üzere iki de¤iflik te¤et var.

x ekseni e¤riye (0,0)
noktas›nda te¤et.
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m(v − u) = av2 − au2 = a(v − u)(v + u)

ve ard›ndan, m = v + u ç›kar. Demek ki v ≠ u eflit-

sizli¤i için, m ≠ 2u eflitsizli¤i geçerli olmal›. Sonuç:

E¤imi 2u ve ∞ (yani dikey) olan iki do¤ru d›fl›nda

parabolün (u, au2) noktas›ndan geçen her do¤ru pa-

rabolü iki noktada keser. Parabolün (u, au2) nokta-

s›ndan geçen ve e¤imi 2u olan do¤ru da parabole

(u, u2) noktas›nda te¤et olan do¤rudur.

Yukarda yapt›klar›m›z, “türev” kullanarak çok

daha kolay ve matematiksel bir biçimde yap›labilir

ama lise e¤itiminde art›k türev olmad›¤›ndan ne ya-

z›k ki bu kavram› kullanam›yoruz.

Sonuç olarak,

y = ax2

denklemiyle verilen parabolün

grafi¤i yandaki flekildeki gibidir.

a de¤ifltikçe parabolün flekli

de de¤iflir. a, 0’a yaklaflt›kça parabol yayvanlafl›r

ve a, 0’a çok yak›nsad›¤›nda parabol x eksenine

çok yak›nsar. Öte yandan a

büyüdükçe parabol diklefle-

rek y ekseninin pozitif k›s-

m›na yaklafl›r. De¤iflik a’lar

için y = ax2 parabolleri yan-

daki flekilde gösterilmifltir.

Yukardaki parabollerin x eksenine göre simet-

rilerini al›p belli bir

vektör kadar öteler ve

belli bir θ aç›s›yla dön-

dürürsek, düzlemdeki

tüm parabolleri elde

ederiz. Bu paraboller-

den birkaç› yandaki flekilde görünmektedir.

Soru. Do¤rusal olmayan herhangi üç de¤iflik

noktadan bir ve bir tek çemberin geçti¤i bilinir.

Herhangi üçü do¤rusal olmayan her dört (ya da

befl) noktadan bir parabol geçer mi?

Üçüncü Tip Denklemler. Gelelim

ax2 + by2 = 1

türünden denklemlere. a ve b katsay›lar›n›n en

az›ndan biri pozitif de¤ilse denklemin tan›mlad›¤›

e¤ri boflkümedir. Bundan böyle iki katsay›dan biri-

nin pozitif oldu¤unu varsayal›m. Bu varsay›ma gö-

re, e¤er a ≤ 0 ise b > 0 olmak zorundad›r ve bu du-

rumda x = y do¤rusuna göre düzlemin simetri¤ini

al›rsak x ekseni y ve y ekseni de x ekseni olur ve a

ile b’nin rolleri de¤iflir. Dolay›s›yla a’n›n pozitif ol-

du¤unu varsayabiliriz. E¤er b = 0 ise, e¤ri iki do¤-

rudan oluflur. Bundan böyle b’nin 0 olmad›¤›n›

varsayal›m. Analizimizi b > 0 ya da b < 0 koflulla-

r›na göre ikiye ay›raca¤›z. Birinci tür e¤riye elips,

ikinci türe hiperbol denir. Art›k, a yerine 1/a2, |b|

yerine 1/b2 yazarak, elipsin denklemini

x2/a2 + y2/b2 = 1

olarak, hiperbolün denklemini de

x2/a2 − y2/b2 = 1

olarak yazabilece¤imizi varsayabiliriz. Ayr›ca a ve

b’nin de pozitif olduklar›n› varsayabiliriz.

Elips. Bu bölümde a > 0 ve b > 0 için,

x2/a2 + y2/b2 = 1

denklemiyle verilen E e¤rilerini ele alaca¤›z. Bu tür

e¤rilere ve bunlar›n döndürü ve ötelemelerine elips

denir. Önce elipslerin birkaç kolay özelli¤inden

bafllayal›m.

• E¤er a = b ise, denklem x2 + y2 = a2 biçimi-

ne bürünür ve bu denklemin verdi¤i elips (0, 0)

merkezli ve a yar›çapl› çemberdir. Dolay›s›yla a ve

b birbirlerine yak›n say›larsa elipsin çembere ben-

zeyece¤i tahmininde bulunabiliriz.

• E¤er (x, y) ∈ E ise, (−x, y) ∈ E, (x, −y) ∈ E, 

(−x, −y) ∈ E . Dolay›s›yla E e¤risi x ve y eksenleri-

ne göre simetriktir.

• x2, en büyük de¤erini y2 = 0, yani y = 0 oldu-

¤unda al›r. Demek ki x2 ≤ a2 olmal›d›r. Dolay›s›yla

−a ≤ x ≤ a. Benzer eflitsizlikler y koordinat› için de

geçerlidir elbet: −b ≤ y ≤ b. Demek ki elips [−a, a] ×
[−b, b] dikdörtgeninin içine s›k›flm›flt›r.

• O noktas›ndan geçen her ›fl›n›n elipsi tek bir

noktada kesti¤ini kan›tlamay› okura al›flt›rma ola-

rak b›rak›yoruz.

• E¤er x ve y pozitifse, ikisinden biri artt›¤›nda

di¤eri bu art›fl› telafi edip x2/a2 + y2/b2 = 1 eflitli¤i-

ni sa¤layabilmek için azalmak zorundad›r. x ve y

simetri eksenlerinden dolay›, elipsin davran›fl›n› di-

¤er durumlarda da (örne¤in x pozitif, y negatifken

de) biliyoruz.

Bu bulgulardan elipsin nas›l bir e¤ri oldu¤u

afla¤› yukar› ç›kar. Elipsi çizmemize ramak kald›.

Birkaç olas› e¤riyi bir sonraki sayfada çizdik. 

• E¤er düzlemin A(x, y)

noktas› x2/a2 + y2/b2 < 1

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, bu

noktan›n elipsin “içinde” ol-

du¤unu söyleyelim. E¤er

x2/a2 + y2/b2 > 1 ise nokta-
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a
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a

elipsin içi

elipsin d›fl›

y = ax2 parabolü

1

a



n›n elipsin “d›fl›nda” oldu¤unu söyleyelim. Böylece

elipsin içi ve d›fl› tan›mlanm›fl oldu.

• Elipsin içinde al›nan bir noktayla elipsin d›-

fl›nda al›nan bir noktay› birlefltiren do¤ru parças›

elipsi tek bir noktada keser. Bunun da kan›t› ko-

layd›r.

• E¤er iki nokta elipsin içindeyse, bu noktalar›

birlefltiren do¤ru parças› da elipsin içindedir, yani,

e¤er

x0
2/a2 + y0

2/b2 < 1 ve x1
2/a2 + y1

2/b2 < 1

eflitsizlikleri sa¤lan›yorsa, o zaman her λ ∈ [0, 1]

say›s› için,

(λx0 + (1−λ)x1)2/a2 + (λy0 + (1−λ)y1)2/b2 < 1 

eflitsizli¤i sa¤lan›r. Bunun kan›t› basit bir hesaptan

ç›kar ve okura b›rak›lm›flt›r.

Böylece, elipsin asl›nda yukardaki birinci flekil-

deki gibi oldu¤u, yani d›flbükey oldu¤u ç›kar, alt-

taki di¤er iki e¤ri yukarda kan›tlad›¤›m›z özelli¤i

sa¤lamazlar.

Elipsi çizmemize bir engel daha kald›. Elips e¤-

risi afla¤›daki iki flekilden biri gibi olabilir. Hangisi?

• fiimdi, elipsin herhangi bir noktas›ndan geçen

herhangi bir do¤runun elipsi kaç noktada kesti¤ini

bulal›m. Yukardaki flekildeki gibi sivri noktalar ol-

mamas› için biri (te¤et olan›) d›fl›nda, bunlar›n her

birinin elipsi iki de¤iflik noktada kesmesi gerekir.

Elipsin üstünde al›nan noktan›n koordinatlar›

(u, v) olsun. u ile v aras›nda

u2/a2 + v2/b2 = 1

iliflkisi vard›r elbette. Bu noktadan geçen bir do¤-

runun denklemi ya x = u’dur (e¤er do¤ru dikeyse)

ya da,

y = m(x − u) + v

dir.

Önce x = u do¤rusuyla x2/a2 + y2/b2 = 1 elip-

sini kesifltirelim. Kesiflim noktalar›ndan biri (u, v)

ise, (u, −v) de di¤eridir elbette. Dolay›s›yla v ≠ 0 ise

kesiflim en az iki noktad›r. (Asl›nda tam iki nokta-

d›r.) E¤er v = 0 ise o zaman u = ±a olmal›. u’nun

bu de¤erini x2/a2 + y2/b2 = 1 denklemine koyarsak

y = 0 elde ederiz. Demek ki v = 0 durumunda kesi-

flim noktas› bir tane: (u, 0).

fiimdi x2/a2 + y2/b2 = 1 denklemiyle verilen

elipsle, bu elipsi bir (u, v) noktas›nda kesen

y = m(x − u) + v

do¤rusunu kesifltirelim. Kesiflim noktalar›ndan biri

(u, v). Olas› ikinci bir kesiflim noktas›na (x, y) diye-

lim. x ≠ u eflitsizli¤inin fark›na var›p hesap yapal›m.

1 = x2/a2 + y2/b2,

= x2/a2 + (m(x − u) + v)2/b2

= x2/a2 + m2(x − u)2/b2 + v2/b2 + 2mv(x − u)/b2

= x2/a2 + m2(x − u)2/b2 + 1 − u2/a2 + 2mv(x − u)/b2

= 1 + (x2 − u2)/a2 + m2(x − u)2/b2 + 2mv(x − u)/b2.

Önce 1’leri sonra da x − u’lar› sadelefltirerek,

(x + u)/a2 + m2(x − u)/b2 + 2mv/b2 = 0

elde ederiz. Buradan kolayl›kla,

(1/a2 + m2/b2)x = −u/a2 + m2u/b2 − 2mv/b2

elde ederiz. E¤er

(1/a2 + m2/b2)u ≠ −u/a2 + m2u/b2 − 2mv/b2
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x2/a2 + y2/b2 = 1 elipsiyle dikey do¤rular›n kesiflimi

y

xa−a

b

−b

(u, v)

(−u, v)

x2/a2 + y2/b2 = 1 elipsi yukardaki d›flbükey flekillerden biri
gibi olabilir. Sa¤dakinde sivri noktalar vard›r. Elipste böyle
sivri noktalar olabilir mi?

y

xa−a

b

−b

y

xa−a

b

−b

x2/a2 + y2/b2 = 1 elipsiyle dikey olmayan do¤rular›n kesiflimi

y

x
a−a

b

−b

(u, v)

y = m(x − u) + v

(x, y)
y =

b
2
u

a
2
v

(x −u) + v

x2/a2 + y2/c2 = 1 Elipsinin Olas› Eskizleri

a−a

b

−b

Elips bu gri
dörtgenin içinde

x > 0 ve y > 0 ise,
x büyüdükçe
y küçülür.

y

x

Elips x ve y eksenlerine göre simetriktir.

fiimdiye kadarki bulgular›m›za göre elips yukardaki gibi
olabilece¤i gibi afla¤›daki flekillerdeki gibi de olabilir.

a−a

b

−b

y

x a−a

b

−b

x

y



ise, x ≠ u koflulundan dolay›, iki de¤iflik kesiflim

noktas› bulunur. E¤er

(1/a2 + m2/b2)u = −u/a2 + m2u/b2 − 2mv/b2

ise, yani

m = −ub2/va2

ise tek bir kesiflim noktas› vard›r; bu da (u, v) nok-

tas›ndan elipse te¤et geçen do¤runun e¤imidir.

Demek ki elipsin herhangi bir noktas›ndan

elipsi sadece bir nokta-

da kesen tek bir do¤ru

vard›r (ve bu do¤ru da

o noktadan geçen te-

¤ettir.)

Böylece elipsin bü-

yük ölçüde yandaki gi-

bi bir e¤ri oldu¤unu

kan›tlam›fl olduk.

Hiperbol. Bu bölümde a > 0 ve b > 0 için,

x2/a2 − y2/b2 = 1

denklemiyle verilen H e¤rilerini ele alaca¤›z. Bu tür

e¤rilere ve bunlar›n döndürü, simetri ve ötelemele-

rine hiperbol denir. Önce H’nin kolay kan›tlanan

birkaç özelli¤inden bafllayal›m.

• E¤er (x, y) ∈ H ise,

(−x, y) ∈ H, (x, −y) ∈ H, (−x, −y) ∈ H .

Dolay›s›yla H e¤risi x ve y eksenlerine göre simet-

riktir.

• Her y ∈ R için, (x, y) noktas›n›n hiperbolün

üstünde oldu¤u iki tane x vard›r:

Öte yandan, her x ∈ R için, (x, y) noktas›n›n

hiperbolün üstünde oldu¤u bir y yoktur; böyle bir

y’nin olmas› için x2 ≥ a2, yani ya x ≥ a ya da x ≤ −a

eflitsizli¤i sa¤lanmal›d›r. Bir baflka deyiflle (−a, a) × R

bant›nda hiperbolün bir noktas› yoktur. Ama e¤er x

∉ (−a, a) ise,

olarak al›rsak, (x, y) ∈ H olur.

• E¤er x ve y pozitifse, bu iki say›dan biri art-

t›¤›nda, di¤eri de, bu art›fl› telafi edip x2/a2 − y2/b2

= 1 eflitli¤ini sa¤layabilmek için artmak zorunda-

d›r. Hatta x sonsuza do¤ru gitti¤inde y de sonsuza

gitmelidir.

• Asimptot. E¤er x ≠ 0 ise, hiperbolün denk-

leminden

y2/x2 = b2/a2 − b2/x2

ç›kar. Dolay›s›yla e¤er x çok çok büyükse, o za-

man, b2/x2 terimi çok çok küçük olur ve y2/x2 afla-

¤› yukar› b2/a2 say›s›na eflit olur, yani

y/x ≈ ±b/a

olur. Demek ki y’yi de pozitif al›rsak,

y/x ≈ b/a

olur. fiimdi flu sav› ortaya at›yorum: x çok büyüdü-

¤ünde, pozitif bir y için (x, y) ∈ H ise, o zaman

y ≈ bx/a,

yani hiperbolle y = bx/a do¤rusu birbirlerine çok

yak›n olurlar. Sav›m› kan›tl›yorum. (x, y) parabo-

lün üstünde bir nokta olsun. x, çok çok büyük ol-

sun. y de pozitif olsun. bx/a ile y aras›ndaki fark›n

çok çok küçük oldu¤unu kan›tlayaca¤›z:

Yukardaki hesaptan da görüldü¤ü gibi bx/a ile y

aras›ndaki fark pozitif (yani bx/a > y, yani y = bx/a

do¤rusu hiperbolün üstünde) ama çok küçük, o

kadar ki x sonsuza gitti¤inde bu fark 0’a gidiyor.

Bu bulgulardan hiperbolün nas›l bir e¤ri oldu-

¤u afla¤› yukar› ç›kar, bu sütunun en tepesinde çi-

zilmifl e¤ri gibidir. Ama henüz bundan tam emin

olamay›z. O flekil biraz fazla yumuflak. Belki de hi-

perbolün en umulmad›k bir yerinde (bir sonraki

sayfadaki flekildeki gibi) bir sivrili¤i vard›r...

Aynen elipste yapt›¤›m›z gibi do¤rularla hiper-

bolün kesiflim noktalar›n› bulabiliriz. Elipste yap›-

lana çok benzer bir hesap, e¤er v ≠ 0 ise, hiperbo-

lün (u, v) noktas›ndan geçen ub2/va2 e¤imli do¤ru

d›fl›nda (ki bu do¤ru hiperbole (u, v) noktas›nda

“te¤et” do¤rudur) ve ±b/a e¤imli asimptotlara pa-
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x2/a2 + y2/b2 = 1 elipsi

y

xa−a

b

−b

 
y

b

a
x a=

±
−2 2

 
x

a

b
y b=

±
+2 2 .

x2/a2 − y2/b2 = 1 hiperbolünün
x > 0 ve y > 0 bölgesi

y

xa

büyük x

bx/a

y = bx/a

y

 

bx

a
y

bx

a

b

a
x a

b

a
x x a

b

a
x x a

x x a

x x a

b

a

a

x x a

− = − − = − −










= − −










+ −

+ −

=
+ −

≈

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

2

2 2
0.



ralel olan iki do¤ru d›fl›nda (bkz. yan sütunun te-

pesindeki flekil), hiperbolü (u, v) noktas›nda kesen

her do¤runun hiperbolü bir baflka noktada da kes-

ti¤ini kan›tlayabiliriz, kan›tlayaca¤›z da. E¤er v = 0

ise, ifadesini okura b›rakt›¤›m›z benzer bir önerme

do¤rudur. Böylece hiperbolün köfleli olamayaca¤›,

“yumuflak” olmas› gerekti¤i kan›tlanm›fl olacak.

Kan›ta, daha do¤rusu hesaplara giriflelim. Hi-

perbolün üstünde herhangi bir (u, v) noktas› alal›m.

Demek ki

u2/a2 − v2/b2 = 1

eflitli¤i sa¤lan›r. Bu noktadan geçen herhangi bir

do¤ru alal›m.

E¤er do¤ru dikeyse ve (u, v) ≠ (±a, 0) ise, o za-

man do¤runun hiperbolü iki noktada kesti¤i ko-

layl›kla kan›tlan›r.

E¤er do¤ru dikeyse ve  (u, v) = (±a, 0) ise o za-

man do¤runun hiperbolü sadece (u, v) = (±a, 0)

noktas›nda kesti¤ini kan›tlamak da kolayd›r.

Do¤runun dikey oldu¤u durumun daha fazla

irdelenmesini okura b›rak›p, biz en genel durumu

irdeleyelim: Do¤ru dikey olmas›n. O zaman do¤ru-

nun denklemi, m için,

y = m(x − u) + v

dir. Demek ki, di¤er kesiflimi bulmak için,

y = m(x − u) + v

x2/a2 − y2/b2 = 1

denklem sistemini çözmeliyiz. Bu arada u ile v ara-

s›ndaki u2/a2 − v2/b2 = 1 iliflkisini de unutmayal›m.

x ≠ u eflitsizli¤ini varsayabiliriz, çünkü (u, v)’den

de¤iflik bir çözüm ar›yoruz. ‹kinci denklemdeki

y’yi birinci denklemi kullanarak yokedebiliriz. Ar-

d›ndan, v2/b2 yerine u2/b2 − 1 yazal›m. Ortaya ç›-

kan denklemde önce 1’leri sonra da x −u’lar› ata-

l›m. Geriye,

denklemi kal›r. E¤er x’in katsay›s› 0 de¤ilse, yani m

≠ ±b/a ise, bu denklemin tek bir çözümü vard›r ve

böylece do¤runun hiperbolü kesti¤i di¤er nokta

bulunur. Ama dikkat! Bu di¤er nokta gene (u, v)

noktas› olabilir; kolay bir hesap bunun ancak m =

ub2/va2 için do¤ru olabilece¤ini gösterir. Bu du-

rumda, do¤ru, hiperbole (u, v) noktas›nda te¤ettir.

E¤er x’in katsay›s› 0 ise, yani m = ±b/a ise, yani

do¤ru asimptotlara paralelse çözüm yoktur. (Ne-

den? Dikkatli olmak gerekiyor: 0x = 0 denklemi-

nin çok çözümü vard›r!)

Dikkat edilirse hem parabolde, hem elipste

hem de hiperbolde, “te¤et” diye adland›rd›¤›m›z

do¤ru, e¤riyi “iki kez ayn› noktada kesiyor”. Bu

yaz›daki hesaplar› yapan dikkatli okur ne demek

istedi¤imizi anlayacakt›r.

Böylece tüm konikleri çizmifl olduk. ♥
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y

xa−a

Herhangi bir do¤ru
y = m(x − u) + v

(u, v)

Te¤et do¤ru: y = b2(x − u)/a2 + v

y = b(x − u)/a + v

y = −b(x − u)/a + v

Üç do¤ru d›fl›nda, v ≠ 0 için x2/a2 − y2/b2 = 1 hiperbolünün
(u, v) noktas›ndan geçen her do¤ru hiperbolü iki de¤iflik
noktada keser. Hiperbolü sadece (u, v) noktas›nda kesen
do¤rulardan ikisi asimptotlara paralel olan do¤rulard›r.
Üçüncüsü ise hiperbole te¤et olan do¤rudur.

x2/a2 − y2/b2 = 1 hiperbolü

y

xa−a

y = bx/a

x2/a2 − y2/b2 = 1 hiperbolü,
örne¤in, bu flekilde oldu¤u gibi
(a, 0) noktas›nda köfleli olabilir mi?

y
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y = bx/a

y = −bx/a
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