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Bu yazida elips icin birgok ilging te-
orem kanitlayacagiz. Bunlarin en tnlisi Ponce-
let teoremleri adini tagiyan teoremlerdir.

Hiperbol ve parabol icin de Poncelet teoremle-
rinin benzerleri vardir. Bunlar bir sonraki yazida
kanitlanacak; bu yazida ozellikle sadece elipse
odaklanacagiz.

Kanitlarimiz cebirsel degil, geometrik olacak.
“Sentetik geometri” adiyla bilinen milat oncesin-
den kalma yontemi kullanacagiz. Dolayisiyla elip-

P sin cebirsel degil, geometrik tani-

5 min1 yegleyecegiz: Bu yazida,

< elips, verilen iki F ve F' noktasi-
na olan uzakliklarinin toplami

sabit olan noktalarin geometrik

2a
yeri anlamina kullanilacak. Bu

sabit sayiy1 2a olarak yazacagiz. 2a sayisina elipsin
asal uzunlugu adi verilir.

Dogrultman Cemberi. Duzlemde sabit bir ¢
¢emberi ve bir F noktas: ala-
lim. F’den gegen ve (’ye te-
get sonsuz tane ¢ember var-
dir. Tim bu ¢emberlerin
merkezleri nasil bir kiime
olustururlar? Eger nokta
cemberin i¢indeyse yanit
asagida.

Teorem 1. Diizlemde sabit bir C cemberi ve bu
cemberin icinde sabit bir F noktast verilmis olsun.
C’ye teget olan ve F’den
gecen cemberlerin merkez-
leri bir elips olusturur. Bu
elipsin bir odag: F nokiast,
digeri de C ’nin merkezidir.
Ayrica bu elipsin  asal

uzunlugu C’nin yaricapi

kadardir.

“ Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyeleri.
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Kanit: ¢’nin merkezi F' ve yarigapi 2a olsun. P,
¢emberin icinde her-
hangi bir nokta olsun.
P merkezli ve F’den
gegen bir ¢ember ele
alalim. (Bkz. yandaki
sekil.) Bu iki ¢ember

ancak igten teget ola-
bileceklerinden, teget
olabilmeleri i¢in gerek
ve yeter kosul, merkezler arasindaki uzakligin ya-
ricaplarin farkina egit
olmasidir, yani

IPF'l = 2a - IPF],
ya da
IPE'l + IPFl = 2a

kosuludur. Demek ki
aradiimiz geometrik
yer, F ve F' odak nok-

tali ve asal uzunlugu
24 olan elipsmis.

Ayrica, F ve F' noktalar1 ve 2a > |FF'| gelisigu-
zel alinabileceginden, her elips bu sekilde elde edilir.

Teoremde verilen ¢embere, geometrik yer ola-
rak bulunan elipsin
dogrultman cemberi
adi verilir. Daha acik
bir deyisle, bir elipsin

odaklarindan birine

merkezlenmis ve yari-
cap1 elipsin 24 asal
uzunlugu olan c¢em-

berlere elipsin dog-
rultman cemberleri denir. Demek ki her elipsin iki
dogrultman ¢emberi vardir; her ikisinin de yarica-
p1 2a’dir ve her biri bir odak noktasinda merkez-
lenmistir.

Elips verildiginde dogrultman ¢emberini ge-
ometrik yer olarak elde etmek kolaydir: Elipsin
odak noktalari F ve F' olsun. P, elips tstinde her-
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Teorem 1’de verilen nokta ¢cemberin digindaysa
ne elde ederiz? O zaman, verilen ¢embere teget
olan iki turli ¢ember vardir: Verilen ¢emberi
icerenler ve icermeyenler. Icermeyenler asagida
sagdaki resimdeki gibi geometrik bir yer olustu-
rurlar. Igerenlerse soldaki gibi. Birinci geometrik

yer bir hiperboliin bir koludur, ikincisiyse diger
kolu (yandaki
sekildeki gi-
bi.) Bu dedik-
lerimizin ka-
nit1 aynen Te-
orem 1’in ka-
nit1 gibidir ve
okura birakil-
migtir.

Teorem. Verilen bir cembere teget olan ve bu
cember disinda verilmis bir noktadan gecen cem-
berlerin merkezlerinin geometrik yeri bir hiper-

boldiir. Her hiperbol de bu sekilde elde edilir.

hangi bir nokta olsun. F’'P dogru parcasini P’den
itibaren elipsin digina dogru IPF| kadar uzatalim ve
bu noktaya Q diyelim. O zaman,

IF'Ql = IF'Pl + IPQI = |[F'P| + |IPF| = 2a.
Boylece elde edilen Q noktalarinin kiimesi F' mer-
kezli ve 2a yaricaph
cemberdir, yani F’
merkezli dogrultman
cemberidir. P merkezli

ve F odak noktasindan
gecen cember elbette
biiyiik ¢embere (icten)
tegettir.
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Parabolde Ne Oluyor?

Hiperbol ve elipslerin bu bi¢imde elde edilip
de parabollerin bu sekilde elde edilmedikleri tu-
haf gelebilir... Ama
paraboller de bir an-
lamda bu sekilde el-
de edilirler: Cember
yerine dogru alalim
(bir dogru, bir an-
lamda, yarigap: son-
suz olan bir ¢cember-
dir.) Verilmis bir
noktadan gegen ve

verilmis bir dogruya
teget olan cemberlerin merkezi bir parabol olug-
turur. Bunun kaniti olduk¢a kolaydir. Cemberle-
re teget olan dogruyu dogrultman, cemberlerin
ortak noktasini odak noktasi olarak diistintrsek,
orani 1 olan bir konik, yani bir parabol elde ede-
cegimiz agikardir.

Teorem. Verilen bir dogruya teget olan ve
bu dogru disinda verilmis bir noktadan gecen
cemberlerin merkezlerinin geometrik yeri bir pa-
raboldiir. Verilen dogru paraboliin dogrultman
ve verilen nokta paraboliin odak noktasidir. Her

parabol de bu sekilde elde edilir.

Ahgtirma. Verilen bir parabole ve bu para-
bolin dogrultmanina teget olan g¢emberlerin
merkezinin geometrik yerini bulun.

Aymni gekil Uzerinde dustinmeye devam edelim.
PQF ikizkenar bir tiggen oldugundan, P’den QF’ye
inilen dik, QF’nin ortadikmesidir.

Bunun tersi de dogrudur: Q, dogrultman ¢em-
beri istiinde herhangi bir nokta olsun. QF’nin ¢
ortadikmesiyle QF' dogrusunun kesigimi elipsin
stiindedir. Nitekim ¢ ortadikmesinin her noktasi-
nin Q’ye ve F’ye uzakliklari egittir. Dolayisiyla eger
t ile QF' dogrusunun kesisim noktasina P dersek,
IPFl = IPQI ve

|[F'P| + IPFl = IF'P| + IPQIl = IF'Ql = 2a.
Dolayisiyla P noktas elipsin tistiindedir.

P noktasinin ¢ ortadikmesine gore 6nemli bir
ozelligi de su: F' noktasindan F noktasina #’ye de-
gerek giden en kisa yol P noktasindan gecer, yani
F'P ve PF dogru pargalarindan olusan F'PF yolu-
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Iy .0 O dur. Nitekim eger P, ortadikme

ustunde herhangi bir noktaysa,
F 0 zaman,

I[F'P'l + IP’FI = |F'P'l + IP’Ql > IF’Ql = 2a
esitsizligi gegerlidir. Bundan ¢ok ilging bir sey ¢ikar:
Ortadikme elipse tek bir noktada deger... Nitekim,
biraz 6nce kanitladigimiz gibi, ortadikme ustinde
olan her P’ noktasi i¢in, |[F'P’l + [FP'l > 2a.

Eger elipsin bir tegetini, elipsi tek bir noktada
kesen bir dogru olarak tamimlarsak, o zaman yu-
kardaki ¢ ortadikmesinin elipse P noktasinda teget
oldugunu goriiruz.

Her ne kadar elipse tek noktada degen dogru
gercekten elipsin tegetiyse de, “teget”in tanimi
boyle degildir. Ornegin, parabole tek noktada de-
gen her dogru parabolin tegeti degildir.

Teget Kavramu. lkinci yazimizda, tek bir dogru
diginda, bir elipsin belli bir P noktasindan gegen her
dogrunun elipsi iki degisik noktada

P kestigini kanitlamigtik (sayfa 26).
Ayrica elipsi tek noktada kesen ve
P’den gegen bu yegane dogrunun
elipse P’de teget olan dogru oldugu-
nu da fisildamisgtik.

Birakin kanitlamayi, boyle bir savi iddia ede-
bilmek igin bile “teget”in ne demek oldugunu bil-
meliyiz. Terimleri tanimlanmamug bir 6nermeyi ka-
nitlamak bir hayli zor olmal...

Teget kavramini tanimlayalim... Herhangi bir
egri alalim. (Bizim ilgilendigimiz durumda egri bir
elips.) Egrinin ustiinde sabit bir P noktasi alalim.
Egrinin ustiinde ayrica bir de oynak bir M noktasi
alalim. PM dogru parcasini, yani kirisini cekelim.
Simdi oynak M noktasi sabit P noktasina ¢ok ¢ok
cok yaklastikca, ama egrinin ustiinde kalarak P

M noktasi egrinin ustiinde kalarak P noktasina ¢ok ¢ok ¢ok
yaklagtiginda, MP kirig dogrular1 bir ¢ dogrusuna ¢ok ¢ok ¢ok
yaklagtyorsa, o zaman ¢ dogrusuna teget dogru denir

(egriye P’de teget dogru.)

noktasina ¢ok ¢ok cok yaklastikca PM dogru par-
casinin aldig1 hallere bakalim. Yukardaki resim zi-
hin agabilir. M noktas1 P noktasina ¢ok ¢ok ¢ok
yaklagirken, PM kiris dogrulari bir # dogrusuna
¢ok cok cok yaklagabilir, o kadar ki, M noktasi
nerdeyse P noktasi oldugunda, PM dogrusu da
nerdeyse ¢ dogrusu olabilir. Her zaman boyle bir ¢
dogrusu olmayabilir, ama oldugunda bu # dogru-
suna egrinin P’de fegeti adi verilir.

Bu tanimin anlamli olabilmesi i¢in “cok ¢ok
¢ok yaklagmanin” (ki buna matematikte yakinsa-
mak denir) tanimlanmasi gerekir. Ama bunu yap-
mayacagiz. Hem konuyu ¢ok dagitmis oluruz, hem
de asagida yaptiklarimiz o kadar dogal olacak ki,
bu tanim meselesini acmasaydik hemen hemen
kimse boyle bir sorunun farkina varmayacakti...

Sonug olarak tegetler kiriglerin limitidir. Bunu
aklimizda tutup devam edelim.

Once elipsin kirislerini inceleyelim. Kirileri in-
celedikten sonra kiriglerin limitte ne hale geldikle-
rine bakacagz.

Kirigler. Odak noktalari F ve F’ olan bir £ elip-
si alalm. Elipsin tistunde herhangi iki P ve M nok-
tast alalim. Bu bolimde PM kirisi tizerine onemli
bir geometrik bilgi edinecegiz ve boylece M noktasi
elipsin ustinde kayarak P’ye yakinsadiginda, yani
PM kirisi P’den gecen tegete doniistugiinde, bu te-
getin geometrik ozelligini bulmug olacagiz.

Asagidaki sekilden izleyelim. Elipsin F merkez-
li 2 dogrultman g¢emberini c¢izelim. Dogrultman
¢emberi lizerinde P’ye tekabiil eden noktaya P’ di-
yelim; yani P’, 2 ile FP dogrusunun kesisim nokta-
st olsun. Dogrultman ¢emberinin tanimindan dola-
y1, P merkezli ve |PF’| yaricapli p cemberi 2 ¢em-
berine P’ noktasindan tegettir. Nasil P noktasin-
dan hareketle P’ € 2 noktasini ve ¢p cemberini bul-
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mugsak, M noktasindan hareketle M’ € 2 nokta-
sin1 ve ¢y cemberini bulalim. P’ ve M’ noktalarin-
dan 2 dogrultman ¢emberine olan tegetleri ¢izelim
ve bu tegetleri bir I noktasinda kesigtirelim. P’
noktasindan gegen teget dogru Cp ¢cemberine de te-
gettir, ¢iinkii ¢p ve 2 cemberleri P’ noktasindan
birbirine tegettir. Ayni sekilde M’ noktasindan ge-
cen teget dogru ¢y, cemberine de tegettir. Dolay-
styla I’nin Cp, Cy ve D cemberlerine gore giicti (bkz.
sayfa 40-44) esittir:

(I, Cp) = lIP'I2 = n(I, D) = lIM'12 = =(I, Cyy)-
Ayrica,

n(F', 5P) =0 =n(F', gM)s

cinkii F' € ¢p ve F' € ¢y Demek ki I ve F’ nok-
talar1 &p ve Cy; gemberlerinin esglic dogrusunun us-
tinde. Ama sayfa 42’deki Teorem 2’de esgii¢ dog-
rusunun ¢emberlerin merkezlerini birlestiren dog-
ruya dik oldugunu gormiistitk. Demek ki IF' 1. PM.

Agagidaki resimde, yardimci gemberleri ata-
rak, buldugumuzu o6zetledik.

Veriler: £, F ve F' odak
noktali elips. P € £
IPP'l = IPF'| ve FPP' dogrusal.
IMM'| = IMF'| ve FMM' dogrusal.
M’ noktasindan gecen ve
EMM' dogrusuna dik olan
dogru, P’ noktasindan gecen
ve FPP' dogrusuna dik olan
dogruyu I noktasinda keser.
Sonug: IF' dogrusu PM kirigine
diktir.

Teget. Simdi M noktasini £ elipsinin istiinde
kaydirarak P noktasina ¢cok ¢ok ¢ok yaklastiralim,
yani PM kirisini P’den gegen tegete yakinsatalim.
Yan siitunun tepesindeki sekilden takip edin. (Bu
bir yar1 sakadir!)

M noktasi elips tizerinde kayarak P noktasina
yakinsadiginda, &y ¢emberi ¢p ¢emberine yakin-
sar. Oy cemberi ¢p cemberine yakinsadiginda, M’
noktasi P’ noktasina yakinsar. Ayrica I noktasi da
(0 ¢emberine P’ noktasindan gecen teget iistinde
kalarak) P’ noktasina yakinsar.

M noktasi elips tizerinde kayarak P noktasina
yakinsadiginda, I noktasi P’ noktasina yakinsar
ama F' odak noktasina bigeycikler olmaz, o oldugu
yerde durur, ¢inkd elipsi yerinden oynatmiyoruz.

Demek ki M noktasi elips tizerinde kayarak P
noktasina yakinsadiginda, IF’ dogrusu P'F’ dog-
rusuna donisiir ve yol boyunca IF' 1 PM iligkisi
korunur. Demek ki, eger #, PM dogrusunun limiti-
ni, yani elipse P noktasindan gegen tegeti simgeler-
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se, limitte P'F' 1 ¢ iligkisini elde ederiz. Miithis bir
teorem kanitladik (yukardaki sekilden takip edebi-
lirsiniz):

Teorem 2. P, odak noktalar: F ve F' olan elips
iistiinde bir nokta olsun. Q, F merkezli dogrult-
man cemberi iistiinde P’ye tekabiil eden nokta ol-
sun. O zaman, QF' dogru parcasmin orta dikmesi
elipse P’de tegettir.

Bunun tersi de dogrudur: Eger bir t dogrusu
elipse tegetse ve Q, F' noktasuun 'ye gore simetri-
gi ise, 0 zaman Q noktast F merkezli dogrultman
cemberi iistiindedir ve t elipse t N FQ noktasimda
tegettir.

Boylece bir elipse tegetler kolayca ¢izilir. F mer-
kezli dogrultman ¢emberinin bir P’ noktasi diger
odak noktast F' ile birlestirilir ve P'F' dogru parca-
sinin orta dikmesi alinir.

Girig yazimizda (sayfa 15) eliptik bir bilardo
masasinda odak noktalarindan birinde bulunan ve
herhangi bir yone dogru atilan topun, masanin ke-
narina ¢arptiktan sonra (elbette topa falso verme-
mek kosuluyla) diger odak noktasindan gegecegini
soylemistik. Asagidaki teorem bunu matematiksel
olarak kanithyor,
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Teorem 3 (Elipsin Optik Ozelligi). P, odak
noktalart F ve F' olan £ elipsinin iistiinde herhangi
bir nokta ve t bu noktadan gecen herbangi bir dog-
ru olsun. o ve B asagidaki sekildeki acilar olsun. O
zaman Pnin elipse teget olmast icin gerek ve yeter
kosul o, = B esitligidir.

=

Kamit: Once #'nin elipse P noktasinda teget ol-
dugunu varsayalim. Q, F merkezli dogrultman
cemberi Ustunde P’ye tekabiil eden nokta olsun.

.............. #nin QF' dogru pargasi-
nin ortadikmesi oldugu-
4 nu biliyoruz. Dolayisiy-

g
P Ti
?ﬁ\ la, B = m(APQ) = a.

F E/ Simdi o = B esitligini

varsayalim. FP’yi F mer-
kezli dogrultman ¢embe-
rine kadar uzatalim. Ke-

sisim noktasina Q diyelim. (Bkz. yandaki sekil.) El-
bette m(F'PA) = o = m(APQ). Ayrica IPQl = IPF'|
oldugundan, ¢ dogrusu QF' dogru pargasinin orta
dikmesidir, demek ki elipse tegettir. O

Poncelet teoremlerinin kanitina gegmeden 6n-
ce ¢ok gliclii olan Teorem 2’nin birkag ilging sonu-
cunu daha ortaya c¢ikaralim.

Sonug 4. F odak noktasmn elipsin tegetlerine
gore simetrilerinin geometrik yeri F' merkezli dog-
rultman cemberidir.
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Bu kolaydi. (Ama gene de sasirticiydh...)

Odak

noktalarmun elipsin te-

Sonu¢ 5.

getlerinin iistiine olan

ge-
ometrik yeri, merkezi

izdiisiimlerinin

elipsin merkezi olan ve
yaricapt a olan cem-
berdir.

Kanit: F merkezli dogrultman ¢emberini gize-

lim. ¢, elipse herhangi bir teget olsun. P, F odak
noktasinin #nin istine olan izdigimii olsun. FP
dogru parcasini dogrultman ¢emberini bir O nok-

tasinda kesecek sekilde F’den P’ye dogru uzatalim.
IFP| = IPQ esitligini biliyoruz. Simdi F’ odak nok-
tasiyla O noktasini birlegtirelim. |F'Ql = 2a esitligi-
ni de biliyoruz. Simdi QFF’ ticgenine bakalim.
P’den OF' dogrusuna cekilen paralel dogru, FF’
dogru parcasini tam ortadan béler, yani elipsin
merkezi olan O noktasinda keser. Ayrica benzer
tiggenlerden dolay1 |OP| = g esitligi dogrudur. O

Yukardaki sonug her iki odak noktasi igin de
gecerlidir elbette. Merkezi elipsin merkezi, yaricapi
a olan ¢embere elipsin asal cemberi adi verilir.

Sonug 6. Odak noktalarmn elipsin tegetlerinin
iistiine olan izdiisiimle-
rinin  uzunluklarimin
carpumni a2 -2 sayisina
esittir. Yani yandaki se-
kilde, |PFIIP'F'| = a% —

2 esitligi gecerlidir.
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Kanit: O merkezli g yarigapl ¢ ¢emberini ¢ize-
lim. #, elipse herhangi bir teget olsun. P ve P, sira-
styla F ve F' odak noktalarinin ¢ Gzerine olan izdu-
stimleri olsun. P ve P’
noktalarmm ¢ c¢em-
beri iistiinde oldukla-
rini bir 6nceki sonug-
tan biliyoruz. PF
dogrusunu ¢ c¢embe-
rini Q # P noktasin-
da kesecek kadar
uzatalim. P'PQ ligge-

ni dik tggendir. Dolayisiyla P’Q dogrusu O’dan
gecmek zorundadir. Bundan da kolaylikla F'P'O ve
FQO tggenlerinin esit olduklari ¢ikar. Demek ki
IPFI-IP'F'l = IPFIIFQI = In(F, )| (= F’nin ¢ ¢emberi-
ne gore gucuniin mutlak degeri, bkz. sayfa 40). Sim-
di n(F, ¢) sayisim hesaplayalim: n(F, ¢) = IOF12 —
IOAI2 = ¢2 — 2. Sonucumuz kanitlanmistir. o

Sonug 7. Bir cember ve bu cember icinde sabit
bir F noktas: verilmis
olsun. P noktast cem-
ber iistiinde dolagir-
ken AP dogrularimin
orta dikmeleri sabit
bir elipse tegettirler,
daha
deyisle, ortadikmele-

matematiksel

rin zarf1 bir elipstir.

Bunun kaniti bariz olmali artik. Bu sonugtan
esinlenerek ve Sonug 6’y1 gozoniinde bulundurarak
sunu kanitlayabiliriz: Aymi tarafinda bulunan sabit
iki noktaya olan uzakliklarinin ¢arpimi sabit olan
degisken bir dogrunun zarfi, odaklar1 bu sabit nok-
talar olan bir elipstir. (Tiimce Nazmi Ilker ve Nazim
Terzioglu’nun Konikler adli kitabindan alinmustir.)

Bir sonraki sonucu okumadan 6nce yan siitun-
daki ilk sekli dikkatlice inceleyin; sonucumuz o
seklin sirrint agiklamaktadir.

Sonug 11. [ki kenar: da elipse teget olan dik
acilarin koselerinin geometrik yeri merkezi elipsin
merkezi olan ve yaricapr (a? + b2)1/2 olan cember-
dir. (Buradaki a ve b, elipsin en uzun ve en kisa ki-
ris uzunluklarimn yarisidir.)

Kanit: Dik ac1t TPT' olsun. PT ve PT’ tegetleri
elipse T ve T’ noktalarinda degsinler. Odak nokta-

larinin bu tegetlere gore izdiigimleri yukardaki se-
kildeki gibi A, B, C, D olsunlar. Bu izdiisiimlerin
asal cember tistiinde olduklarini biliyoruz (Sonug
5). Ote yandan, IPD| = |[FB| ve I[P C| = |AF'l. Demek

ki, sonu¢ 6’dan dolayi, IPDIIPCI| = |IFBI-IAF'l =
a2 — 2 = b2 (Son esitlik neden?) Ama en soldaki sa-
y1 P’nin asal cembere gore olan gici, dolayisiyla
IPOI2 — a2 sayisina esit. Demek ki, [IPOI2 — a2 = b2
ve IPOI2 = a2 + b2, O

Simdi verilen bir elipse verilen bir dogrultuda
nasil bir teget cizilecegini gorelim. Elips, F ve F’
odak noktalar1 ve 2a asal uzunluguyla verilmis ol-
sun. Elips egrisinin tumi degil de sadece odak nok-
talar1 ve asal uzunlugu var... Bu nokta 6nemli.

Verilen bir elipse verilen bir dogrultuya paralel
bir teget ¢izmek. Dogrultu d dogrusuyla verilmig
olsun. F' merkezli
dogrultman ¢embe-
rini ¢izelim. d dog-
rusuna F’den gecen
dik dogruyu cizelim.
Bu dik dogru dog-
rultman ¢emberini
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(yukardaki sekildeki gibi) G’ ve G" noktalarinda
kessin. FG’ ve FG” dogru pargalarinin d’ ve d" or-
tadikmeleri elipse teget ve d’ye paralel dogrular ol-
mak zorundadirlar.

Tegetlerin elipse degim noktalarini da belirle-
yebiliriz. Bunun i¢in F'G’ ve F'G"” dogrularim ¢i-
zip d' ve d” ortadikmeleriyle kesistirmek yeterli.

Bu noktalara M’ ve M"” diyelim. G"M"F ve
G"F'G’ tggenleri ikizke-
nar olduklarindan M"F
ve F'G’ dogrulari birbir-
lerine paraleldir. Benzer
nedenden M'F ve F'G”
dogrular1 da birbirlerine
paraleldir. Demek ki
M"F'M'FE bir paralelke-
nardir. Demek ki M'M"
dogrusu elipsin O merke-

zinden geger. Bundan da su sonug ¢ikar:

X

Verilen bir elipse verilen bir noktadan gecen

Sonug 7. 1ki paralel tegetin
bir elipse degim noktalar: elip-
sin merkezine gore simetriktir.

bir teget cizmek. Elips ustiinde bir nokta verilmig-
se bu noktadan elipse nasil teget ¢izecegimizi bili-
yoruz. Bunu yanda bir kez daha gosterdik. Ya nok-
ta elips ustiinde degilse, 0 zaman nasil ¢izecegiz te-
geti? Her seyden once noktanin elipsin diginda ve-

-------------- rilmis olmali elbet. Elipsin di-

‘ sinda verilmis noktaya P diye-
p Q lim. Bir an i¢in probleme ¢6-

zulmiis gozuyle bakalim.

E P’den gecen ¢ tegeti (ki bu iki
" tegetten biridir) elipse T nok-
tasinda degsin. F’nin #’ye gore
.............. simetrigi olan O noktasi F’
merkezli dogrultman ¢emberi tizerindedir. P nok-
tasinin Q ve F noktalarina olan uzakliklar esit ola-
cagindan, O noktast P merkezli ve |PFl yaricaph
cember {lizerinde olmak zorundadir. Boylece QO
noktasini buluruz. Gerisi ol-
dukca kolay. QF dogru par-
~ casinin orta dikmesi P’den
gecen tegettir.
Bu kadar ilging sonug
yeter. Simdi meghur Poncelet

teoremlerine gelelim.
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Elips Igin Poncelet Teoremleri. M ve N, elips
iizerinde iki nokta, P de bu noktalardaki tegetlerin
kesisim noktast olsun. F ve F' elipsin odaklarim
simgelesin. Bu durumda

1. m(MPF) = m(NPF").

2. m(MFP) = m(PEN).

Kanit: 1. F merkezli dogrultman ¢emberine ¢
diyelim. FN, ¢gyi K’de kessin. FM de CFyi L’de
kessin. PN tegetinin KF' dogru parcasinin, PM te-
getinin de LF' dogru pargasinin ortadikmeleri ol-
duklarini biliyoruz. Dolayisiyla IPLI = IPF’| = IPKI.
P merkezli ve PF' yaricapli Cp ¢cemberini ¢izelim.
Bu cember Cp'yi K ve L noktalarinda keser. FP

dogrusu Cp ve Cf cemberlerinin merkezlerinden ge-
¢en dogru oldugundan, bu ¢emberlerin KL ortak
kirigine diktir. Ayrica PN ve KF' dogrular1 da bir-
birlerine dikler. Demek ki F'KL ve NPF acilarinin
kenarlar1 dik ve dolayisiyla 6lgiileri ayni. Ote yan-
dan ¢p cemberi K ve L noktalarindan gegtiginden,
F'PL agisinin 6l¢usii (acilar saatin ters yontunde gi-
der) F'’KL agisinin olgtistiniin yarisidir. Ama PM
dogrusu F'PL agisimin agiortayidir. Demek ki
F'PM acisiyla FPN agisinin olgiileri aynidir. Bun-
dan istenen esitlik ¢ikar.

2. FP dogrusu, KL dogru parcasinin ortadik-
mesidir, dolayistyla MFN agisinin agiortayidir. O
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Poncelet Teoremleri’'nde M’yi sabit tutup N’yi
yavas yavag iki teget paralel olacak sekilde elipsin
ustiinde kaydirirsak (ya da P’yi tegetlerin birinin
ustunde sonsuza dogru kaydirirsak), P noktasi
sonsuza kagar. O zaman birinci esitlik 0 = 0 olur
ama ikinci esitlik ilging bir bagka esitlige burtintir:

Sonug 8 (Paralel tegetler icin Poncelet Teore-
mi) Eger bir elipse iki paralel teget ¢izilirse, o za-
man asagidaki sekilde o. = B’dir.

Bu sonucun geometrik (yani sentetik) kanitin
bulmay1 okura birakiyoruz.

Poncelet Teoremleri’nin birkag ilging uygula-
masini daha gorelim.

Sonug 9. Bir elipsin sabit iki tegetinin degisken
bir teget iizerinde ayirdigi dogru parcast her odak-
tan sabit bir agi altinda goriiliir. Daha dogrusu, bir
asagidaki sekilde, m(MFM') = m(TFT")/2.

Kanut: Sabir tegetler elipsi T ve T’ noktalarin-
da kessinler. Sabir tegetleri sirasiyla M ve M’ nok-
talarinda kesen bir teget alalim. Bu tegetin elipse

degim noktas1 T" olsun. Poncelet Teoremi’ne gore
(ya da eger tegetler paralelse Sonug 8’e gore),
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m(TFM) = m(MFT") ve m(T"EM') = m(M'FT").
Dolayisiyla m(MFM') = m(TFT')/2. 0

Yukardaki iki sabit tegeti birbirine paralel ve
degim noktalar: asal eksenin A ve A’ uglari olacak
bicimde alirsak ne olur? O zaman, bir sonraki sekil-
de de gosterildigi gibi, m(MEM') = m(TFT')/2 =
180°/2 = 90° elde ederiz. Demek ki MEM' bir dikug-

4
M
M/
b
A4 eA’

gen ve dolayisiyla M, M' ve F noktalar1 MM’ ¢aph
cember ustiindeler. F odak noktasi i¢in dogru olan
diger odak noktas i¢in de dogrudur elbette: F' odak
noktast da MM’ capli ¢ember tistindedir. Boylece
bir sonraki sonucu kanitlamig olduk.

Sonug 10. Caps, elipsin bir tegetinin asal ekse-
ninin uclarindaki tegetleri arasimda kalan parca
olan cember elipsin odaklarindan gecer.

Son olarak ¢ok esasli bir sonug kanitlayalim.

Eliptik bir bilardo masasi alalim. Bu bilardo
masasinin igine bilardo masasiyla ayni odak nokta-
larina sahip bir elips ¢izelim. Simdi topu kiigiik elip-
se teget bir yoriingede gidecek sekilde (bir sonraki
sayfadaki sekildeki gibi) firlatalim. Top masanin
bantina ¢arptiktan sonra hangi yortingeyi izler?



Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

El cevap: Top banta carptiktan sonra gene ayni
elipse teget olarak yoluna devam eder. Ve bu boyle
sonsuza kadar stirer. Bu olguyu kanitlayalim:

Sonug 11. Aym: odak noktalar: olan iki elips
alalim. Asal uzunlugu daba kiiciik olana kiiciik, di-
Zerine biiyiik elips diyelim. Kiiciik elipsin bir tege-
ti biiyiik elipsi A noktasimda kessin. A noktasindan
kiiciik elipse diger tegeti cekelim. O zaman asagi-
daki sekildeki o ve B agilar: birbirine esittir.

Kanit: Asagidaki sekilden takip edelim. Ponce-
let Teoremi’ni AP ve AQ tegetlerine ve elipslerin
optik 6zelligini (Teorem 3) FA ve F'A iginlarina

uygulayalim. Poncelet Teoremi’nden dolay:
m(PAF) = m(F'AQ). Elipslerin optik ozelliginden
dolay1 m(XAF) = m(F'AY). 1ki esitligin arasindaki

farki alirsak o = B buluruz. O
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Eger Sonug 11°de kigiik elipsi, F ve F’ odakh
elipsin dejenere bir durumu olan FF’ dogru parcasi
olarak alirsak (a = ¢ ya da b = 0 durumu), 0 zaman

SEE1)

“elipsin optik 6zelligi”ni yani Teorem 3’u buluruz.

Yani Sonug 11, Teorem 3’tin genellestirilmis bir ha-
lidir.

Dolayisiyla bir elipsin i¢indeki bir top, elipsin
odak noktalar1 arasindan ge¢meyecek sekilde ati-
lirsa, topun yoriingesi ayni odak noktalara sahip
bir bagka elipsin tegetlerinden olusur.

Sonuglarimizin hepsi ve ¢ok daha fazlasi A.
Nazmi Ilker ve Nazim Terzioglu’nun Lise Fen Kol-
lar1 i¢in yazdiklar1 1960 basimli (iictincii basim)
Konikler adli ¢cok giizel kitapta vardir. Demek o
zamanlar liselerde boyle konular da okutuluyor-
mus ve ilkenin en iyi matematikgileri liselilere hi-
tap eden kitaplar yaziyorlarmis. Ortaya ¢ikan triin
hemen kendini farkettiriyor. Bu kitabin bir an 6n-
ce dizgi hatalarindan arindirilip giiniimiiz Tiirkge-
sine uyarlanarak piyasaya sunulmasi gerekir diye
dustiniiyoruz. ¥
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