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Bu yaz›da elips için birçok ilginç te-

orem kan›tlayaca¤›z. Bunlar›n en ünlüsü Ponce-

let teoremleri ad›n› tafl›yan teoremlerdir.

Hiperbol ve parabol için de Poncelet teoremle-

rinin benzerleri vard›r. Bunlar bir sonraki yaz›da

kan›tlanacak; bu yaz›da özellikle sadece elipse

odaklanaca¤›z.

Kan›tlar›m›z cebirsel de¤il, geometrik olacak.

“Sentetik geometri” ad›yla bilinen milat öncesin-

den kalma yöntemi kullanaca¤›z. Dolay›s›yla elip-

sin cebirsel de¤il, geometrik tan›-

m›n› ye¤leyece¤iz: Bu yaz›da,

elips, verilen iki F ve F ′ noktas›-

na olan uzakl›klar›n›n toplam›

sabit olan noktalar›n geometrik

yeri anlam›na kullan›lacak. Bu

sabit say›y› 2a olarak yazaca¤›z. 2a say›s›na elipsin

asal uzunlu¤u ad› verilir.

Do¤rultman Çemberi. Düzlemde sabit bir C

çemberi ve bir F noktas› ala-

l›m. F ’den geçen ve C ’ye te-

¤et sonsuz tane çember var-

d›r. Tüm bu çemberlerin

merkezleri nas›l bir küme

olufltururlar? E¤er nokta

çemberin içindeyse yan›t

afla¤›da.

Teorem 1. Düzlemde sabit bir C çemberi ve bu

çemberin içinde sabit bir F noktas› verilmifl olsun.

C ’ye te¤et olan ve F ’den

geçen çemberlerin merkez-

leri bir elips oluflturur. Bu

elipsin bir oda¤› F noktas›,

di¤eri de C ’nin merkezidir.

Ayr›ca bu elipsin asal

uzunlu¤u C ’nin yar›çap›

kadard›r.

Kan›t: C ’nin merkezi F ′ ve yar›çap› 2a olsun. P,

çemberin içinde her-

hangi bir nokta olsun.

P merkezli ve F ’den

geçen bir çember ele

alal›m. (Bkz. yandaki

flekil.) Bu iki çember

ancak içten te¤et ola-

bileceklerinden, te¤et

olabilmeleri için gerek

ve yeter koflul, merkezler aras›ndaki uzakl›¤›n ya-

r›çaplar›n fark›na eflit

olmas›d›r, yani

|PF ′| = 2a − |PF |,

ya da

|PF ′| + |PF | = 2a

kofluludur. Demek ki

arad›¤›m›z geometrik

yer, F ve F ′ odak nok-

tal› ve asal uzunlu¤u

2a olan elipsmifl. ■■

Ayr›ca, F ve F ′ noktalar› ve 2a > |FF ′| gelifligü-

zel al›nabilece¤inden, her elips bu flekilde elde edilir.

Teoremde verilen çembere, geometrik yer ola-

rak bulunan elipsin

do¤rultman çemberi

ad› verilir. Daha aç›k

bir deyiflle, bir elipsin

odaklar›ndan birine

merkezlenmifl ve yar›-

çap› elipsin 2a asal

uzunlu¤u olan çem-

berlere elipsin do¤-

rultman çemberleri denir. Demek ki her elipsin iki

do¤rultman çemberi vard›r; her ikisinin de yar›ça-

p› 2a’d›r ve her biri bir odak noktas›nda merkez-

lenmifltir.

Elips verildi¤inde do¤rultman çemberini ge-

ometrik yer olarak elde etmek kolayd›r: Elipsin

odak noktalar› F ve F ′ olsun. P, elips üstünde her-

Kapak Konusu: Konikler

Elipsin Do¤rultman Çemberleri, Te¤etleri,

Poncelet Teoremleri ve Di¤er fieyleri
Selçuk Demir* / sdemir@bilgi.edu.tr - Andrei Ratiu* / ratiu@bilgi.edu.tr

C

O
F

C

F

2a

2a

F ′

2a

2a

F ′ F

P

FF ′

P

P
Q

2a

2a

FF ′

* ‹stanbul Bilgi Üniversitesi Matematik Bölümü ö¤retim üyeleri.



hangi bir nokta olsun. F ′P do¤ru parças›n› P ’den

itibaren elipsin d›fl›na do¤ru |PF | kadar uzatal›m ve

bu noktaya Q diyelim. O zaman,

|F ′Q| = |F ′P| + |PQ| = |F ′P | + |PF | = 2a.

Böylece elde edilen Q noktalar›n›n kümesi F ′ mer-

kezli ve 2a yar›çapl›

çemberdir, yani F ′
merkezli do¤rultman

çemberidir. P merkezli

ve F odak noktas›ndan

geçen çember elbette

büyük çembere (içten)

te¤ettir.

Ayn› flekil üzerinde düflünmeye devam edelim.

PQF ikizkenar bir üçgen oldu¤undan, P’den QF’ye

inilen dik, QF’nin ortadikmesidir.

Bunun tersi de do¤rudur: Q, do¤rultman çem-

beri üstünde herhangi bir nokta olsun. QF ’nin t

ortadikmesiyle QF ′ do¤rusunun kesiflimi elipsin

üstündedir. Nitekim t ortadikmesinin her noktas›-

n›n Q’ye ve F’ye uzakl›klar› eflittir. Dolay›s›yla e¤er

t ile QF ′ do¤rusunun kesiflim noktas›na P dersek,

|PF | = |PQ| ve

|F ′P | + |PF | = |F ′P| + |PQ| =  |F ′Q| = 2a.

Dolay›s›yla P noktas› elipsin üstündedir.

P noktas›n›n t ortadikmesine göre önemli bir

özelli¤i de flu: F ′ noktas›ndan F noktas›na t’ye de-

¤erek giden en k›sa yol P noktas›ndan geçer, yani

F ′P ve PF do¤ru parçalar›ndan oluflan F ′PF yolu-
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Teorem 1’de verilen nokta çemberin d›fl›ndaysa

ne elde ederiz? O zaman, verilen çembere te¤et

olan iki türlü çember vard›r: Verilen çemberi

içerenler ve içermeyenler. ‹çermeyenler afla¤›da

sa¤daki resimdeki gibi geometrik bir yer olufltu-

rurlar. ‹çerenlerse soldaki gibi. Birinci geometrik

yer bir hiperbolün bir koludur, ikincisiyse di¤er

kolu (yandaki

flekildeki gi-

bi.) Bu dedik-

lerimizin ka-

n›t› aynen Te-

orem 1’in ka-

n›t› gibidir ve

okura b›rak›l-

m›flt›r.

Teorem. Verilen bir çembere te¤et olan ve bu

çember d›fl›nda verilmifl bir noktadan geçen çem-

berlerin merkezlerinin geometrik yeri bir hiper-

boldür. Her hiperbol de bu flekilde elde edilir.

Parabolde Ne Oluyor?
Hiperbol ve elipslerin bu biçimde elde edilip

de parabollerin bu flekilde elde edilmedikleri tu-

haf gelebilir... Ama

paraboller de bir an-

lamda bu flekilde el-

de edilirler: Çember

yerine do¤ru alal›m

(bir do¤ru, bir an-

lamda, yar›çap› son-

suz olan bir çember-

dir.) Verilmifl bir

noktadan geçen ve

verilmifl bir do¤ruya

te¤et olan çemberlerin merkezi bir parabol olufl-

turur. Bunun kan›t› oldukça kolayd›r. Çemberle-

re te¤et olan do¤ruyu do¤rultman, çemberlerin

ortak noktas›n› odak noktas› olarak düflünürsek,

oran› 1 olan bir konik, yani bir parabol elde ede-

ce¤imiz aflikârd›r.

Teorem. Verilen bir do¤ruya te¤et olan ve

bu do¤ru d›fl›nda verilmifl bir noktadan geçen

çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri bir pa-

raboldür. Verilen do¤ru parabolün do¤rultman›

ve verilen nokta parabolün odak noktas›d›r. Her

parabol de bu flekilde elde edilir.

Al›flt›rma. Verilen bir parabole ve bu para-

bolün do¤rultman›na te¤et olan çemberlerin

merkezinin geometrik yerini bulun.
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dur. Nitekim e¤er P′, ortadikme

üstünde herhangi bir noktaysa,

o zaman, 

|F ′P′| + |P′F | = |F ′P′| + |P′Q| >  |F ′Q| = 2a

eflitsizli¤i geçerlidir. Bundan çok ilginç bir fley ç›kar:

Ortadikme elipse tek bir noktada de¤er... Nitekim,

biraz önce kan›tlad›¤›m›z gibi, ortadikme üstünde

olan her P′ noktas› için, |F ′P′| + |FP′|  > 2a. 

E¤er elipsin bir te¤etini, elipsi tek bir noktada

kesen bir do¤ru olarak tan›mlarsak, o zaman yu-

kardaki t ortadikmesinin elipse P noktas›nda te¤et

oldu¤unu görürüz.

Her ne kadar elipse tek noktada de¤en do¤ru

gerçekten elipsin te¤etiyse de, “te¤et”in tan›m›

böyle de¤ildir. Örne¤in, parabole tek noktada de-

¤en her do¤ru parabolün te¤eti de¤ildir.

Te¤et Kavram›. ‹kinci yaz›m›zda, tek bir do¤ru

d›fl›nda, bir elipsin belli bir P noktas›ndan geçen her

do¤runun elipsi iki de¤iflik noktada

kesti¤ini kan›tlam›flt›k (sayfa 26).

Ayr›ca elipsi tek noktada kesen ve

P’den geçen bu yegâne do¤runun

elipse P’de te¤et olan do¤ru oldu¤u-

nu da f›s›ldam›flt›k.

B›rak›n kan›tlamay›, böyle bir sav› iddia ede-

bilmek için bile “te¤et”in ne demek oldu¤unu bil-

meliyiz. Terimleri tan›mlanmam›fl bir önermeyi ka-

n›tlamak bir hayli zor olmal›...

Te¤et kavram›n› tan›mlayal›m... Herhangi bir

e¤ri alal›m. (Bizim ilgilendi¤imiz durumda e¤ri bir

elips.) E¤rinin üstünde sabit bir P noktas› alal›m.

E¤rinin üstünde ayr›ca bir de oynak bir M noktas›

alal›m. PM do¤ru parças›n›, yani kiriflini çekelim.

fiimdi oynak M noktas› sabit P noktas›na çok çok

çok yaklaflt›kça, ama e¤rinin üstünde kalarak P

noktas›na çok çok çok yaklaflt›kça PM do¤ru par-

ças›n›n ald›¤› hallere bakal›m. Yukardaki resim zi-

hin açabilir. M noktas› P noktas›na çok çok çok

yaklafl›rken, PM kirifl do¤rular› bir t do¤rusuna

çok çok çok yaklaflabilir, o kadar ki, M noktas›

nerdeyse P noktas› oldu¤unda, PM do¤rusu da

nerdeyse t do¤rusu olabilir. Her zaman böyle bir t

do¤rusu olmayabilir, ama oldu¤unda bu t do¤ru-

suna e¤rinin P’de te¤eti ad› verilir.

Bu tan›m›n anlaml› olabilmesi için “çok çok

çok yaklaflman›n” (ki buna matematikte yak›nsa-

mak denir) tan›mlanmas› gerekir. Ama bunu yap-

mayaca¤›z. Hem konuyu çok da¤›tm›fl oluruz, hem

de afla¤›da yapt›klar›m›z o kadar do¤al olacak ki,

bu tan›m meselesini açmasayd›k hemen hemen

kimse böyle bir sorunun fark›na varmayacakt›...

Sonuç olarak te¤etler kirifllerin limitidir. Bunu

akl›m›zda tutup devam edelim.

Önce elipsin kirifllerini inceleyelim. Kiriflleri in-

celedikten sonra kirifllerin limitte ne hale geldikle-

rine bakaca¤›z.

Kirifller. Odak noktalar› F ve F ′ olan bir E elip-

si alal›m. Elipsin üstünde herhangi iki P ve M nok-

tas› alal›m. Bu bölümde PM kirifli üzerine önemli

bir geometrik bilgi edinece¤iz ve böylece M noktas›

elipsin üstünde kayarak P ’ye yak›nsad›¤›nda, yani

PM kirifli P ’den geçen te¤ete dönüfltü¤ünde, bu te-

¤etin geometrik özelli¤ini bulmufl olaca¤›z.

Afla¤›daki flekilden izleyelim. Elipsin F merkez-

li D do¤rultman çemberini çizelim. Do¤rultman

çemberi üzerinde P ’ye tekabül eden noktaya P ′ di-

yelim; yani P ′, D ile FP do¤rusunun kesiflim nokta-

s› olsun. Do¤rultman çemberinin tan›m›ndan dola-

y›, P merkezli ve |PF ′| yar›çapl› CP çemberi D çem-

berine P ′ noktas›ndan te¤ettir. Nas›l P noktas›n-

dan hareketle P ′ ∈ D noktas›n› ve CP çemberini bul-
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muflsak, M noktas›ndan hareketle M ′ ∈ D nokta-

s›n› ve CM çemberini bulal›m. P ′ ve M′ noktalar›n-

dan D do¤rultman çemberine olan te¤etleri çizelim

ve bu te¤etleri bir I noktas›nda kesifltirelim. P ′
noktas›ndan geçen te¤et do¤ru CP çemberine de te-

¤ettir, çünkü CP ve D çemberleri P ′ noktas›ndan

birbirine te¤ettir. Ayn› flekilde M ′ noktas›ndan ge-

çen te¤et do¤ru CM çemberine de te¤ettir. Dolay›-

s›yla I ’nin CP, CM ve D çemberlerine göre gücü (bkz.

sayfa 40-44) eflittir:

π(I, CP) = |IP ′|2 = π(I, D) = |IM ′|2 = π(I, CM). 

Ayr›ca,

π(F ′, CP) = 0 = π(F ′, CM),

çünkü F ′ ∈ CP ve F ′ ∈ CM. Demek ki I ve F ′ nok-

talar› CP ve CM çemberlerinin eflgüç do¤rusunun üs-

tünde. Ama sayfa 42’deki Teorem 2’de eflgüç do¤-

rusunun çemberlerin merkezlerini birlefltiren do¤-

ruya dik oldu¤unu görmüfltük. Demek ki IF ′ ⊥ PM.

Afla¤›daki resimde, yard›mc› çemberleri ata-

rak, buldu¤umuzu özetledik.

Te¤et. fiimdi M noktas›n› E elipsinin üstünde

kayd›rarak P noktas›na çok çok çok yaklaflt›ral›m,

yani PM kiriflini P’den geçen te¤ete yak›nsatal›m.

Yan sütunun tepesindeki flekilden takip edin. (Bu

bir yar› flakad›r!)

M noktas› elips üzerinde kayarak P noktas›na

yak›nsad›¤›nda, CM çemberi CP çemberine yak›n-

sar. CM çemberi CP çemberine yak›nsad›¤›nda, M ′
noktas› P ′ noktas›na yak›nsar. Ayr›ca I noktas› da

(D çemberine P ′ noktas›ndan geçen te¤et üstünde

kalarak)  P ′ noktas›na yak›nsar.

M noktas› elips üzerinde kayarak P noktas›na

yak›nsad›¤›nda, I noktas› P ′ noktas›na yak›nsar

ama F ′ odak noktas›na bifleycikler olmaz, o oldu¤u

yerde durur, çünkü elipsi yerinden oynatm›yoruz.

Demek ki M noktas› elips üzerinde kayarak P

noktas›na yak›nsad›¤›nda, IF ′ do¤rusu P ′F ′ do¤-

rusuna dönüflür ve yol boyunca IF ′ ⊥ PM iliflkisi

korunur. Demek ki, e¤er t, PM do¤rusunun limiti-

ni, yani elipse P noktas›ndan geçen te¤eti simgeler-

se, limitte P ′F ′ ⊥ t iliflkisini elde ederiz. Müthifl bir

teorem kan›tlad›k (yukardaki flekilden takip edebi-

lirsiniz):

Teorem 2. P, odak noktalar› F ve F ′ olan elips

üstünde bir nokta olsun. Q, F merkezli do¤rult-

man çemberi üstünde P’ye tekabül eden nokta ol-

sun. O zaman, QF ′ do¤ru parças›n›n orta dikmesi

elipse P ’de te¤ettir.

Bunun tersi de do¤rudur: E¤er bir t do¤rusu

elipse te¤etse ve Q, F ′ noktas›n›n t’ye göre simetri-

¤i ise, o zaman Q noktas› F merkezli do¤rultman

çemberi üstündedir ve t elipse t ∩ FQ noktas›nda

te¤ettir. 

Böylece bir elipse te¤etler kolayca çizilir. F mer-

kezli do¤rultman çemberinin bir P ′ noktas› di¤er

odak noktas› F ′ ile birlefltirilir ve P ′F ′ do¤ru parça-

s›n›n orta dikmesi al›n›r.

Girifl yaz›m›zda (sayfa 15) eliptik bir bilardo

masas›nda odak noktalar›ndan birinde bulunan ve

herhangi bir yöne do¤ru at›lan topun, masan›n ke-

nar›na çarpt›ktan sonra (elbette topa falso verme-

mek kofluluyla) di¤er odak noktas›ndan geçece¤ini

söylemifltik. Afla¤›daki teorem bunu matematiksel

olarak kan›tl›yor.
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Teorem 3 (Elipsin Optik Özelli¤i). P, odak

noktalar› F ve F ′ olan E elipsinin üstünde herhangi

bir nokta ve t bu noktadan geçen herhangi bir do¤-

ru olsun. α ve β afla¤›daki flekildeki aç›lar olsun. O

zaman t’nin elipse te¤et olmas› için gerek ve yeter

koflul α = β eflitli¤idir.

Kan›t: Önce t’nin elipse P noktas›nda te¤et ol-

du¤unu varsayal›m. Q, F merkezli do¤rultman

çemberi üstünde P’ye tekabül eden nokta olsun.

t’nin QF ′ do¤ru parças›-

n›n ortadikmesi oldu¤u-

nu biliyoruz. Dolay›s›y-

la, β = m(APQ) = α.

fiimdi α = β eflitli¤ini

varsayal›m. FP’yi F mer-

kezli do¤rultman çembe-

rine kadar uzatal›m. Ke-

siflim noktas›na Q diyelim. (Bkz. yandaki flekil.) El-

bette m(F ′PA) = α = m(APQ). Ayr›ca |PQ| = |PF ′|
oldu¤undan,  t do¤rusu QF ′ do¤ru parças›n›n orta

dikmesidir, demek ki elipse te¤ettir. ■■

Poncelet teoremlerinin kan›t›na geçmeden ön-

ce çok güçlü olan Teorem 2’nin birkaç ilginç sonu-

cunu daha ortaya ç›karal›m.

Sonuç 4. F odak noktas›n›n elipsin te¤etlerine

göre simetrilerinin geometrik yeri F ′ merkezli do¤-

rultman çemberidir.

Bu kolayd›. (Ama gene de flafl›rt›c›yd›...)

Sonuç 5. Odak

noktalar›n›n elipsin te-

¤etlerinin üstüne olan

izdüflümlerinin ge-

ometrik yeri, merkezi

elipsin merkezi olan ve

yar›çap› a olan çem-

berdir.

Kan›t: F merkezli do¤rultman çemberini çize-

lim. t, elipse herhangi bir te¤et olsun. P, F odak

noktas›n›n t’nin üstüne olan izdüflümü olsun. FP

do¤ru parças›n› do¤rultman çemberini bir Q nok-

tas›nda kesecek flekilde F’den P’ye do¤ru uzatal›m.

|FP | = |PQ | eflitli¤ini biliyoruz. fiimdi F ′ odak nok-

tas›yla Q noktas›n› birlefltirelim. |F ′Q| = 2a eflitli¤i-

ni de biliyoruz. fiimdi QFF ′ üçgenine bakal›m.

P’den QF ′ do¤rusuna çekilen paralel do¤ru, FF ′
do¤ru parças›n› tam ortadan böler, yani elipsin

merkezi olan O noktas›nda keser. Ayr›ca benzer

üçgenlerden dolay› |OP| = a eflitli¤i do¤rudur. ■■

Yukardaki sonuç her iki odak noktas› için de

geçerlidir elbette. Merkezi elipsin merkezi, yar›çap›

a olan çembere elipsin asal çemberi ad› verilir.

Sonuç 6. Odak noktalar›n›n elipsin te¤etlerinin

üstüne olan izdüflümle-

rinin uzunluklar›n›n

çarp›m› a2 − c2 say›s›na

eflittir. Yani yandaki fle-

kilde, |PF |·|P′F ′| = a2 −
c2 eflitli¤i geçerlidir.
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Kan›t: O merkezli a yar›çapl› C çemberini çize-

lim. t, elipse herhangi bir te¤et olsun. P ve P′, s›ra-

s›yla F ve F ′ odak noktalar›n›n t üzerine olan izdü-

flümleri olsun. P ve P′
noktalar›n›n C çem-

beri üstünde oldukla-

r›n› bir önceki sonuç-

tan biliyoruz. PF

do¤rusunu C çembe-

rini Q ≠ P noktas›n-

da kesecek kadar

uzatal›m. P′PQ üçge-

ni dik üçgendir. Dolay›s›yla P′Q do¤rusu O’dan

geçmek zorundad›r. Bundan da kolayl›kla F ′P′O ve

FQO üçgenlerinin eflit olduklar› ç›kar. Demek ki

|PF |·|P′F ′| = |PF |·|FQ| = |π(F, C )| (= F ’nin C çemberi-

ne göre gücünün mutlak de¤eri, bkz. sayfa 40). fiim-

di π(F, C ) say›s›n› hesaplayal›m: π(F, C ) = |OF |2 −
|OA|2 = c2 − a2. Sonucumuz kan›tlanm›flt›r. ■■

Sonuç 7. Bir çember ve bu çember içinde sabit

bir F noktas› verilmifl

olsun. P noktas› çem-

ber üstünde dolafl›r-

ken AP do¤rular›n›n

orta dikmeleri sabit

bir elipse te¤ettirler,

daha matematiksel

deyiflle, ortadikmele-

rin zarf› bir elipstir.

Bunun kan›t› bariz olmal› art›k. Bu sonuçtan

esinlenerek ve Sonuç 6’y› gözönünde bulundurarak

flunu kan›tlayabiliriz: Ayn› taraf›nda bulunan sabit

iki noktaya olan uzakl›klar›n›n çarp›m› sabit olan

de¤iflken bir do¤runun zarf›, odaklar› bu sabit nok-

talar olan bir elipstir. (Tümce Nazmi ‹lker ve Nâz›m

Terzio¤lu’nun Konikler adl› kitab›ndan al›nm›flt›r.)

Bir sonraki sonucu okumadan önce yan sütun-

daki ilk flekli dikkatlice inceleyin; sonucumuz o

fleklin s›rr›n› aç›klamaktad›r.

Sonuç 11. ‹ki kenar› da elipse te¤et olan dik

aç›lar›n köflelerinin geometrik yeri merkezi elipsin

merkezi olan ve yar›çap› (a2 + b2)1/2 olan çember-

dir. (Buradaki a ve b, elipsin en uzun ve en k›sa ki-

rifl uzunluklar›n›n yar›s›d›r.)

Kan›t: Dik aç› TPT ′ olsun. PT ve PT ′ te¤etleri

elipse T ve T ′ noktalar›nda de¤sinler. Odak nokta-

lar›n›n bu te¤etlere göre izdüflümleri yukardaki fle-

kildeki gibi A, B, C, D olsunlar. Bu izdüflümlerin

asal çember üstünde olduklar›n› biliyoruz (Sonuç

5). Öte yandan, |PD| = |FB| ve |PC | = |AF ′|. Demek

ki, sonuç 6’dan dolay›, |PD|·|PC | = |FB|·|AF ′| =

a2 − c2 = b2 (Son eflitlik neden?) Ama en soldaki sa-

y› P’nin asal çembere göre olan gücü, dolay›s›yla

|PO|2 − a2 say›s›na eflit. Demek ki, |PO|2 − a2 = b2

ve |PO|2 = a2 + b2. ■■

fiimdi verilen bir elipse verilen bir do¤rultuda

nas›l bir te¤et çizilece¤ini görelim. Elips, F ve F ′
odak noktalar› ve 2a asal uzunlu¤uyla verilmifl ol-

sun. Elips e¤risinin tümü de¤il de sadece odak nok-

talar› ve asal uzunlu¤u var... Bu nokta önemli.

Verilen bir elipse verilen bir do¤rultuya paralel

bir te¤et çizmek. Do¤rultu d do¤rusuyla verilmifl

olsun. F ′ merkezli

do¤rultman çembe-

rini çizelim. d do¤-

rusuna F ’den geçen

dik do¤ruyu çizelim.

Bu dik do¤ru do¤-

rultman çemberini
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(yukardaki flekildeki gibi) G′ ve G″ noktalar›nda

kessin. FG′ ve FG″ do¤ru parçalar›n›n d ′ ve d″ or-

tadikmeleri elipse te¤et ve d’ye paralel do¤rular ol-

mak zorundad›rlar.

Te¤etlerin elipse de¤im noktalar›n› da belirle-

yebiliriz. Bunun için F ′G′ ve F ′G″ do¤rular›n› çi-

zip d ′ ve d″ ortadikmeleriyle kesifltirmek yeterli. 

Bu noktalara M ′ ve M″ diyelim. G″M″F ve

G″F ′G′ üçgenleri ikizke-

nar olduklar›ndan M″F
ve F ′G′ do¤rular› birbir-

lerine paraleldir. Benzer

nedenden M ′F ve F ′G″
do¤rular› da birbirlerine

paraleldir. Demek ki

M″F ′M ′F bir paralelke-

nard›r. Demek ki M ′M″
do¤rusu elipsin O merke-

zinden geçer. Bundan da flu sonuç ç›kar:

Sonuç 7. ‹ki paralel te¤etin

bir elipse de¤im noktalar› elip-

sin merkezine göre simetriktir.

Verilen bir elipse verilen bir noktadan geçen

bir te¤et çizmek. Elips üstünde bir nokta verilmifl-

se bu noktadan elipse nas›l te¤et çizece¤imizi bili-

yoruz. Bunu yanda bir kez daha gösterdik. Ya nok-

ta elips üstünde de¤ilse, o zaman nas›l çizece¤iz te-

¤eti? Her fleyden önce noktan›n elipsin d›fl›nda ve-

rilmifl olmal› elbet. Elipsin d›-

fl›nda verilmifl noktaya P diye-

lim. Bir an için probleme çö-

zülmüfl gözüyle bakal›m.

P ’den geçen t te¤eti (ki bu iki

te¤etten biridir) elipse T nok-

tas›nda de¤sin. F ’nin t’ye göre

simetri¤i olan Q noktas› F ′
merkezli do¤rultman çemberi üzerindedir. P nok-

tas›n›n Q ve F noktalar›na olan uzakl›klar› eflit ola-

ca¤›ndan, Q noktas› P merkezli ve |PF| yar›çapl›

çember üzerinde olmak zorundad›r. Böylece Q

noktas›n› buluruz. Gerisi ol-

dukça kolay. QF do¤ru par-

ças›n›n orta dikmesi P ’den

geçen te¤ettir.

Bu kadar ilginç sonuç

yeter. fiimdi meflhur Poncelet

teoremlerine gelelim.

Elips ‹çin Poncelet Teoremleri. M ve N, elips

üzerinde iki nokta, P de bu noktalardaki te¤etlerin

kesiflim noktas› olsun. F ve F ′ elipsin odaklar›n›

simgelesin. Bu durumda

1. m(MPF) = m(NPF ′).
2. m(MFP) = m(PFN).

Kan›t: 1. F merkezli do¤rultman çemberine CF

diyelim. FN, CF’yi K ’de kessin. FM de CF’yi L’de

kessin. PN te¤etinin KF ′ do¤ru parças›n›n, PM te-

¤etinin de LF ′ do¤ru parças›n›n ortadikmeleri ol-

duklar›n› biliyoruz. Dolay›s›yla |PL| = |PF ′| = |PK|.

P merkezli ve PF ′ yar›çapl› CP çemberini çizelim.

Bu çember CF’yi K ve L noktalar›nda keser. FP

do¤rusu CP ve CF çemberlerinin merkezlerinden ge-

çen do¤ru oldu¤undan, bu çemberlerin KL ortak

kirifline diktir. Ayr›ca PN ve KF ′ do¤rular› da bir-

birlerine dikler. Demek ki F ′KL ve NPF aç›lar›n›n

kenarlar› dik ve dolay›s›yla ölçüleri ayn›. Öte yan-

dan CP çemberi K ve L noktalar›ndan geçti¤inden,

F ′PL aç›s›n›n ölçüsü (aç›lar saatin ters yönünde gi-

der) F ′KL aç›s›n›n ölçüsünün yar›s›d›r. Ama PM

do¤rusu F ′PL aç›s›n›n aç›ortay›d›r. Demek ki

F ′PM aç›s›yla FPN aç›s›n›n ölçüleri ayn›d›r. Bun-

dan istenen eflitlik ç›kar.

2. FP do¤rusu, KL do¤ru parças›n›n ortadik-

mesidir, dolay›s›yla MFN aç›s›n›n aç›ortay›d›r. ■■

51

Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

d

F

F ′ G ′

G″

d′

d″

M″

M′

O

P

FF ′

t

T

Q

P
Q

F F ′

t

F F′

M
P

N

N

M

P

F F ′

L

K

C
P

C
F



Poncelet Teoremleri’nde M’yi sabit tutup N’yi

yavafl yavafl iki te¤et paralel olacak flekilde elipsin

üstünde kayd›r›rsak (ya da P’yi te¤etlerin birinin

üstünde sonsuza do¤ru kayd›r›rsak), P noktas›

sonsuza kaçar. O zaman birinci eflitlik 0 = 0 olur

ama ikinci eflitlik ilginç bir baflka eflitli¤e bürünür:

Sonuç 8 (Paralel te¤etler için Poncelet Teore-

mi) E¤er bir elipse iki paralel te¤et çizilirse, o za-

man afla¤›daki flekilde α = β’dir.

Bu sonucun geometrik (yani sentetik) kan›t›n›

bulmay› okura b›rak›yoruz.

Poncelet Teoremleri’nin birkaç ilginç uygula-

mas›n› daha görelim.

Sonuç 9. Bir elipsin sabit iki te¤etinin de¤iflken

bir te¤et üzerinde ay›rd›¤› do¤ru parças› her odak-

tan sabit bir aç› alt›nda görülür . Daha do¤rusu, bir

afla¤›daki flekilde, m(MFM′) = m(TFT ′)/2.

Kan›t: Sabir te¤etler elipsi T ve T ′ noktalar›n-

da kessinler. Sabir te¤etleri s›ras›yla M ve M′ nok-

talar›nda kesen bir te¤et alal›m. Bu te¤etin elipse

de¤im noktas› T″ olsun. Poncelet Teoremi’ne göre

(ya da e¤er te¤etler paralelse Sonuç 8’e göre),

m(TFM) = m(MFT″) ve m(T″FM′) = m(M′FT ′).
Dolay›s›yla m(MFM′) = m(TFT ′)/2. ■■

Yukardaki iki sabit te¤eti birbirine paralel ve

de¤im noktalar› asal eksenin A ve A′ uçlar› olacak

biçimde al›rsak ne olur? O zaman, bir sonraki flekil-

de de gösterildi¤i gibi, m(MFM′) = m(TFT ′)/2 =

180°/2 = 90° elde ederiz. Demek ki MFM ′ bir diküç-

gen ve dolay›s›yla M, M ′ ve F noktalar› MM ′ çapl›

çember üstündeler. F odak noktas› için do¤ru olan

di¤er odak noktas› için de do¤rudur elbette: F ′ odak

noktas› da MM ′ çapl› çember üstündedir. Böylece

bir sonraki sonucu kan›tlam›fl olduk.

Sonuç 10. Çap›, elipsin bir te¤etinin asal ekse-

ninin uçlar›ndaki te¤etleri aras›nda kalan parça

olan çember elipsin odaklar›ndan geçer.

Son olarak çok esasl› bir sonuç kan›tlayal›m.

Eliptik bir bilardo masas› alal›m. Bu bilardo

masas›n›n içine bilardo masas›yla ayn› odak nokta-

lar›na sahip bir elips çizelim. fiimdi topu küçük elip-

se te¤et bir yörüngede gidecek flekilde (bir sonraki

sayfadaki flekildeki gibi) f›rlatal›m. Top masan›n

bant›na çarpt›ktan sonra hangi yörüngeyi izler?
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El cevap: Top banta çarpt›ktan sonra gene ayn›

elipse te¤et olarak yoluna devam eder. Ve bu böyle

sonsuza kadar sürer. Bu olguyu kan›tlayal›m:

Sonuç 11. Ayn› odak noktalar› olan iki elips

alal›m. Asal uzunlu¤u daha küçük olana küçük, di-

¤erine büyük elips diyelim. Küçük elipsin bir te¤e-

ti büyük elipsi A noktas›nda kessin. A noktas›ndan

küçük elipse di¤er te¤eti çekelim. O zaman afla¤›-

daki flekildeki α ve β aç›lar› birbirine eflittir.

Kan›t: Afla¤›daki flekilden takip edelim. Ponce-

let Teoremi’ni AP ve AQ te¤etlerine ve elipslerin

optik özelli¤ini (Teorem 3) FA ve F ′A ›fl›nlar›na

uygulayal›m. Poncelet Teoremi’nden dolay›

m(PAF) = m(F ′AQ). Elipslerin optik özelli¤inden

dolay› m(XAF) = m(F ′AY). ‹ki eflitli¤in aras›ndaki

fark› al›rsak α = β buluruz. ■■

E¤er Sonuç 11’de küçük elipsi, F ve F ′ odakl›

elipsin dejenere bir durumu olan FF ′ do¤ru parças›

olarak al›rsak (a = c ya da b = 0 durumu), o zaman

“elipsin optik özelli¤i”ni yani Teorem 3’ü buluruz.

Yani Sonuç 11, Teorem 3’ün genellefltirilmifl bir ha-

lidir.

Dolay›s›yla bir elipsin içindeki bir top, elipsin

odak noktalar› aras›ndan geçmeyecek flekilde at›-

l›rsa, topun yörüngesi ayn› odak noktalara sahip

bir baflka elipsin te¤etlerinden oluflur.

Sonuçlar›m›z›n hepsi ve çok daha fazlas› A.

Nazmi ‹lker ve Nâz›m Terzio¤lu’nun Lise Fen Kol-

lar› için yazd›klar› 1960 bas›ml› (üçüncü bas›m)

Konikler adl› çok güzel kitapta vard›r. Demek o

zamanlar liselerde böyle konular da okutuluyor-

mufl ve ülkenin en iyi matematikçileri liselilere hi-

tap eden kitaplar yaz›yorlarm›fl. Ortaya ç›kan ürün

hemen kendini farkettiriyor. Bu kitab›n bir an ön-

ce dizgi hatalar›ndan ar›nd›r›l›p günümüz Türkçe-

sine uyarlanarak piyasaya sunulmas› gerekir diye

düflünüyoruz. ♥
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Frans›z matematikçi, mekanikçi ve mühen-

dis. Napoleon’un ordusuyla Rusya seferindey-

ken öldü san›larak geride b›rak›lm›fl, Rusya’ya

esir düflmüfl ve 1813-1814 y›llar›n› esaret alt›nda

geçirmifltir. Ama bu da kendisine bulufllar›n› yaz-

ma zaman› vermifltir. E¤rilerin Projektif Özellik-

leri adl› yap›t›n› yazarak, Joseph Gergonne’dan

ba¤›ms›z olarak keflfetti¤i projektif geometri da-

l›n› tan›tm›flt›r.

Jean-Victor Poncelet
(1788-1867)


