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Giris. Eskenar iicgenve kare diizgin n-gen-
lerdir. Diizgiin-besgen, altigen, yedigen ve

T

lar, her'kenar1 ayni uzunlukta olan ve kose acilari

@ genel olarak diizgiin #-genler de vardir. Bun-

birbirine egit olan n-genlerdir.

Q)

Diizgiin 3-gen Diizgiin 4-gen  Diizgiin 5-gen  Diizgiin 6-gen

Oklid, bundan ta 2300 yil énce diizgiin bir 7-
genin=3,n=4,n=5,n=6ven =15 i¢in ¢izme-
yi biliyordu. Yani cetvel ve pergelle ¢izmeyi biliyor-
du demek istiyoruz. Cetvel de gentiksiz (yani santi-
metresiz, isaretsiz) olmaliydi. Yoksa centikli cetvel-
le ¢izmek kolay.

Eline pergeli geciren ve cani sikilan hemen he-
men herkesin yaptig: ilk sey diizgiin altigen ¢iz-
mektir: Once kagidin ortasna bir ¢ember cizilir
(ana cember), sonra merkezi ana cemberin tistiinde
olan aym yarigaph bir cember daha cizilir, sonra

.................... bu  cemberle
ana c¢emberin
kesistigi  iki

noktadan biri
‘l"-.l merkez alina-
! rak bir cember
daha ¢izilir ve

boylece devam
edilerek

¢emberin etra-

ana

fina toplam 6 cember cizilir; altinci gemberin birin-
ci gemberin merkezinden ge¢mesi dudaklarda belli
belirsiz bir tebessiimiin yayilmasina neden olabilir.
Bu alti gemberin ana ¢cemberi kestigi noktalar diiz-
giin bir altigenin kogeleridir...

Diizgiin altigen ¢izdikten sonra diizgiin 3-gen
(yani eskenar ticgen) de cesitli bigimlerde cizilebilir,
ornegin sag ust kosedeki gibi.

OKklid, eger bir diizgiin 7-gen cizebilirse, agila-
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rin agiortaylarini alarak diizgiin
2n-gen ¢izebilecegini de biliyor-
du. Sozgelimi, bir kareden hare-
ketle diizgiin bir sekizgen cizile-
bilir (bkz. yandaki gekil.) Ya da

bir diizgiin altigenden hareketle

duizgiin 12-gen, 24-gen vb c¢izi-
lebilir.
Diizgiin 3-gen ve 6-gen ¢iz-

meyi gordik. Diizgiin dortgen,
yani kare ¢cizmek de kolaydir.

Matematik camiasi, Oklid’den sonraki 2000
yil boyunca sadece

n=2k 2kx3 2kx§5 2kx3x%x5

icin diizgiin n-genlerin ¢izilebilecegini ve digerleri-
nin mimkiin olmadigini sandi. Mimkiinse bile ci-
zen ¢ikmamugti. Ta ki, Carl Friedrich Gauss
1796’da, daha heniiz 19 yagindayken, diizgin bir
17-geni sadece cetvel ve pergel kullanarak cizmeyi
basarana dek! Gauss bu bulusundan o kadar mem-
nundu ki, mezarina diiz-
gln bir 17-gen ¢izilmesini
vasiyet etmigtir.
Ga-
uss’un buldugu bu yonte-

Bu yazimizda

mi, glinimiiz modern ce-
birinin diline ¢evirerek su-
nacagiz ve diizgiin 5-gen
ve 17-gen ¢izecegiz, daha

dogrusu bunlarin cizilebi- §

Carl Friedrich Gauss

lecegini gosterecegiz.

II. Diizgiin n-gen Cizmek. Diizgiin 7-genin mer-
kezini koseleriyle birlestiren dogrular birbirleriyle
360°/n’lik agilar yaparlar. Dolayisiyla, diizgin »-
genin yarigapini birim uzaklik olarak kabul eder-
sek, 0 zaman bir ¢capin komgu ¢apin tistiine olan iz-
distimii bir sonraki sayfadaki sekilde gosterildigi
gibi cos 360°n’dir. Demek ki, diizgiin bir n-geni
pergel ve cetvelle ¢izebilirsek, o zaman cos 360°/n
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uzunlugunu da pergel ve cetvelle elde edebiliriz.
Bunun tersi de dogrudur: Eger birim uzunluk-
tan hareketle pergel ve cetvelle cos 360°/n uzunlu-
gunu cizebilirsek, o zaman hipotentisti 1 ve diger
kenarlarindan biri cos
sin 360/ 360°/m olan dik tggeni
< 4 pergel ve cetvelle inga
cos 360%/n edebiliriz. Simdi asagida-
ki sekildeki ¢cemberi ¢izerek, diizgtin #-genin 6nem-
li bir pargasini (gri tiggen) insa etmis oluruz. Gri

e

iggeni cember ¢evresince tekrarlarsak, # adimda
pergel ve cetvelle diizgiin 7-geni elde etmis oluruz.
Demek ki diizgiin 7-geni ¢izebilmek igin tek so-
run, birim uzunluktan hareketle cos 360°/n (ya da
sin 360°/n) uzunlugunu elde etmektir. Bunu yapti-
gimizda duzgin n-geni de pergel ve cetvelle cizebi-
liriz. Boylece, geometrik bir problem, biraz daha
cebirsel tad1 olan bir problem haline geldi.

III. Diizgiin 5-gen Cizmek. Bir onceki parag-
raftaki disiinceyi 7 = 5’e uygulayalim. 360/5 = 72
oldugundan, cos 72°’yi bulup pergel ve cetvelle bu
uzunlukta bir dogru pargasi ¢izmeliyiz. Bunun i¢in
karmasik sayilardan yararlanacagiz.

Sayfa 64-73’teki Karmagik Sayilar yazisinda,
reel kartezyen diizlemin noktalarinin nasil karma-
sik sayilarla ifade edilecegini gordik. Bunun igin,

bildigimiz (a, b) ]
noktasi yerine z

. =cos 0 +isin0
= a + bi karma- c

sik sayis1 yazmak

yeterli. Boylece,

birim  cember

tzerindeki bir ¢
noktasi, pozitif reel eksenle pozitif yonde 0°’lik ag1
yapiyorsa,

C=cosB+isinb
yazariz. Bunun yamisira De Moivre Formiili’nden
(bkz. sayfa 73), her n € N igin,

C" = (cos 0 + 7 sin 0)” = cos #0 + i sin 70
esitligini de biliyoruz. Dolayisiyla, 6rnegin,
€5 =cos 50 + i sin 50
olur. Eger burada 0 = 3600/5 = 720 alirsak, o za-
man 50 = 360° olur ve {° = cos 58 + i sin 50 =
cos 360° + i sin 360° = 1 esitligini elde ederiz. De-
mek ki £ = 1 ve ¢ karmagik sayist
x3=1

denkleminin bir kékiidiir. Bundan, 1, ¢, ¢2, &3, ¢4
sayilarinin da x5 = 1 denkleminin kokii oldugu ci-
kar, ornegin, (£2)5 = (£°)2 =12 = 1.

Besinci dereceden oldugundan, x5 = 1 denk-
leminin 1, ¢, £2, ¢3, ¢4 sayilarindan bagka da ko-
kit olamaz (#n-inci dereceden bir polinomun bir
bolim halkasinda en fazla 7 tane koku olabilir.
(MD-2004-I1, sayfa 29, Sonug 4.)

Goriildiigii tizere, x° = 1 denkleminin kokleri
cevrel cemberi birim ¢ember olan bir duzgiin besge-
nin kogeleri ola- y
caktir. Demek ki ¢
karmagik sayisim

C=cos72+isin72

>

(ya da cos 72°yi) =1

0=72°
pergel ve cetvelle 0
cizebilirsek, Oklid e
gibi biz de diizgiin

[e=]

C4

¢ karmagik sayist x° = 1 denkleminin bir kokii-

5-gen ¢izebilecegiz.

diir ama aym ¢ ayni zamanda dordiinct dereceden
gercel bir polinomun da kokudiir:
0=C—1=(C-1)(C+B+C+C+ 1

ama { # 1; dolayisiyla,

G+ B+2+C+1=0. (1)
Demek ki, ¢, sadece x° — 1 = 0 polinomunun degil,
ayrica x* + x3 + x2 + x + 1 polinomunun da bir ko-
kidir. Bunu aklimizda tutalim, bir iki paragraf son-
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ra kullanacagiz.

Bir onceki sayfadaki son sekilden ¢ + {4 sayisi-
nin gercel bir say1 oldugu anlasiliyor, ciinkii £ ve ¢*
sayilar1 x eksenine gore simetrikler ve karmagik ki-
simlar1 birbirini goturirler. Sekle giivenmeyip bu-
nu cebirsel olarak kanitlayabiliriz (0 = 72° ve 40 =
56 — 0 = 360° — 0 esitliklerini animsayin):

¢4 = cos 40 + i sin 40
= cos (—0) + i sin (-0) = cos 6 — 7 sin 6.
Dolayisiyla,
¢+ C% =2cos O = 2cos 72°.
Ayni esitligi asagidaki gri alanda da biraz daha bil-
gi¢ sayilabilecek bir bigimde kanitladik.

Demek ki, £ + * sayisim hesaplayabilirsek, o
zaman 2cos 72%yi, dolaysiyla cos 72° de hesapla-
mus olacagiz. (Hesapladiktan sonra da eger miim-
kiinse insa etmek gerekecek.) Simdi amacimiz ¢ + *
sayisini hesaplamak. Bu sayiya a diyelim:

a= Q + C4.
Simdi a’nin karesini hesaplayalim:
PR a2+ =240,
ciinkii &5 = 1. Demek ki,
aZva =0+ +24+24+08
=(1+C+2+8+M+1=1

Sayfa 68’deki gri karede, eger bir o karma-
sik sayis1 bir gercel polinomun kokiiyse, eslenigi
olan o karmagsik sayisinin da aym polinomun
kokii oldugunu gormiistiik. Demek ki x5 = 1
denkleminin kokleri olan 1, &, £2, £3, £4 karma-
sik sayilarmin eslenikleri gene kendi aralarin-
dadir. 1’in eslenigi elbette gene 1. Ama C’nin es-
lenigi geri kalanlardan hangisi?

Bir karmagik sayiyla esleniginin x eksenine
gore simetrik olduklarini gormustiik. (Yani biri
a + bi ise digeri a — bi’dir. Bkz. sayfa 67.) Dola-
yistyla bir 6nceki sayfadaki sekilden,

c=Ct
bulunur. Bunun gibi,
g2 = 3,

€ sayisii bir de sekilden bagimsiz bula-
lim: €€ = N(C) = 1; demek ki =1 = (4 Bi-
rim ¢cember Uzerindeki bir karmagik sayinin es-
leniginin o karmasik sayinin tersi oldugunu
kanitladik. (Bkz. sayfa 70, Aligstirma 2.)

Dolaysiyla C + C* ve C2 + C3 sayilart gercel
sayilar olmali. (Bir karmagik sayiyla esleniginin
toplami her zaman bir gercel sayidir.)
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(son esitlikte (1)1 kullandik) ve

a2+a-1=0.
Buradan a’y1 bulabiliriz, ikinci dereceden bir denk-
lemi ¢6zmek zor degildir:

B -1+ \s’g

a

2
Ama a = { + £* = 2cos 72° > 0. Boylece a’y1, yani
2cos 72°’yi hesaplamis olduk:
-1+ \/g

cos72°= .
4

Soru: Yukarda buldugumuz cos 72° sonucunu
sadece ve sadece diizlem geometrisi kullanarak
bulabilir misiniz?

Simdi bu sayiy1 (daha dogrusu bu sayiyla ifade edi-
len uzunlugu) cetvel ve pergelle ¢izmek kaliyor. V5
uzunlugunu cizebilmek yeterli. V'S, dik acimin kenar-
larinin 1 ve 2 oldugu dik ii¢genin hipotentsudiir,
dolayisiyla cetvel ve pergelle cizilir.

IV. Diizgiin 17-gen. Simdi dikkatimizi diizgiin
17-gene ¢evirelim. Diizgun besgende kullandigimiz
yontemin ¢ok benzerini kullanacagz.

€ = cos(360°/17) + i sin(360°/17)
olsun. Bir 6nceki boliimde oldugu gibi C’y1 kokler-
le ifade edecegiz. C’y1 bulduktan sonra da {’nin ¢i-
zilebilirligini tartigacagiz.

Elbette {17 = 1 ve ¢ birim cember iistiindedir.
Daha 6nce oldugu gibi (bkz. (1) formiliiniin kaniti)
Lo+l 4 . +24C+1=0
esitligi gecerlidir. 16’nc1 dereceden bir denklemi
¢cozmek kolay olmadigindan miimkiinse denklemin
derecesini azaltmaliyiz. Ama polinomun katsayila-
rinin Q’de ya da Z’de olmasinda israr edersek bu
degildir
(bkz. yan sayfanin

mimkun
QS

Cé

C7
) 1
C‘)

QI

C”

sonundaki gri alan,
ayni kanit burada
da gecerlidir. O ka-
$’in

asalligi kullanihiyor,

nitta sadece

aynt kanit 5 yerine

17’ye de uyarlanabi-
lir.) Ancak denkle-

min katsayilarini tamsayilar disgindan almaya raz

Q'z Ql}

olarak denklemin derecesini kiiciiltebiliriz.
Zaten pergel ve cetvelle cizimde ¢emberlerin ve
dogrularin kesisimleri alindigindan, ¢izimin her
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adiminda ancak ikinci dereceden denklemler ¢oze-
biliriz. Biz de 6yle yapacagiz. Yukardaki 16’nc1 de-
receden denklemi ikinci dereceden denklemler ¢oze
¢Oze yavas yavag ¢Ozecegiz.

Birim ¢ember tizerinde olduklarindan, her {*
sayisinin eslenigi o saymnun tersidir, yani {7 = {7 =
¢17-7, Bundan boyle, C# yerine 7 yazalm. Yu-
kardaki formiilden, { + (2 + G + {4+ 0 + C6 + 7+
+C8+C7+C0+ 03+ 0+ 3 +C02+C 1=
-1 ¢ikar. Bu esitligi bir kenara not edelim.

a=C+C1

b=c3+€5+g—3+§—5

c=C+C+ et

d=C+2+0+8+01+2+04+¢8
olsun. Sirayla d’vi, c’yi, b’yi ve @’y1 bulacagiz. Her
seferinde ikinci dereceden denklem ¢ozdugtimiize
okur dikkat etmelidir (bagka sansimiz yok!) Bu say1-
larin gergel say1 olduklarina da ayrica dikkatinizi ge-
kerim, sonugta her birinde bazi karmasik sayilari ve
bunlarin esleniklerini topluyoruz. Ayrica b disinda
bunlarin her biri pozitif bir gergel sayidir, ¢tinkii
toplanan sayilarin her biri y ekseninin saginda yer
almaktadir, yani gercel kisimlari pozitiftir.

Once dyi bulalim.
d'=Q3+C5+C6+C7+C73+C75+C76+Q77
olsun. Hemen d + d' = -1 esitligini buluruz. dd'
carpimini da bulabilirsek, d’yi bulabiliriz. Usenme-
den d ile d' sayilarim1 ¢arpalim. Sonu¢ —4 c¢ikar.
Koklerinin toplami ve ¢arpimu bilinen ikinci dere-

¢, elbette derecesi 2 olan

(x—-E)x N =2 —(C+CNx+L>
2 _ —1+\/§
2

gercel polinomunun kokiidiir. Ama C’y1 sifirlayan

x+1

—x? —2xcos72°+1=x

her f € Q[x], p(x) = x* + x3 + x2 + x + 1 polino-
munun c¢arpimidir. Bunu kanitlayalim. Once
p(x)’in indirgenemez oldugunu gosterelim. p(x) =
(x5 — 1)/(x — 1) oldugundan, y = x — 1 yazarak,
p(y) = (y+1)3 = 1)y = y* + 5y3 + 10y2 + 10y + §
buluruz. Eisenstein kriterine gore (MD-2004-I1,
sayfa 42 ve 50), p(y) polinomu Q tizerine indirge-
nemezdir. Dolayisiyla p(x) de Q lizerine indirge-
nemezdir (neden?) Eger f, p’nin bir ¢arpimi degil-
se, 0 zaman fg + ph = 1 esitligini saglayan g, b e
Qlx] vardir (Bezout, MD-2004-1II, sayfa 42.) Bu
esitligi C’ya uygularsak 0 = 1 celigkisine variriz.
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ceden denklemleri yazmasini biliyoruz. O halde
2+d-4=0

olmali. Bu denklemi c¢ozersek

d=(-1+\17)12
buluruz. Ama d > 0. Demek ki

d=(-1+117)2.
Ayni gekilde,

d = (-1-+17)2.
d ve d' sayillarinin mutlak degerlerinin pergel ve
cetvelle cizilebilir uzunluklar olduklarina dikkati-
nizi ¢ekerim. Bu 6nemli. Her adimda gizilebilir sa-
yilar bulacagiz.

Simdi sira ¢’yi bulmaya geldi.
GBS
olsun. Demek ki ¢ + ¢’ = d ve d’yi biliyoruz. Eger
cc’ ¢arpimini da bulabilirsek, ¢’yi bulmug olacagiz.
cc’ = -1 gikiyor. O halde
2-dc-1=0

ve bunu ikinci dereceden bir denklem olarak adde-
derek ve ¢ > 0 esitsizligini kullanarak,

__d+Vd*+4

buluruz. d pergel ve Zétvelle inga edilebilir oldu-
gundan, ¢ de pergel ve cetvelle insa edilebilir.
Sira b’ye geldi.
b'=C6+C7+C6+C7
olsun. b + b’ = ¢’ esitligi kolay. bb’

= -1 esitligi de
hesap yapinca ¢ikiyor. O halde b,

x2-cx-1=0
denklemin koklerinden biridir. Boylece, ¢’ (cetvel
ve pergelle) inga edilebilir oldugundan, aynen yu-
kardaki gibi, b’nin mutlak degerinin de insa edile-
bilir bir uzunluk oldugu anlagilir.

Son olarak a’y1 bulacagz.

a=ghe
olsun. Demek ki a + a' = ¢ ve ¢, insa edildigini bil-
digimiz bir say1. Kolay bir hesapla,

ad' =B+ O +3+5=b

buluruz ve b de inga edilebilir. Demek ki a,

x2-bx+c=0
denkleminin pozitif kokiidiir. Buradan da anlagili-
yor ki, a, ingas1 mumkiin bir sayidir, bundan dola-
y1 dizgtin 17-gen de ¢izilebilir. v
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