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I.
Girifl. Eflkenar üçgen ve kare düzgün n-gen-

lerdir. Düzgün beflgen, alt›gen, yedigen ve

genel olarak düzgün n-genler de vard›r. Bun-

lar, her kenar› ayn› uzunlukta olan ve köfle aç›lar›

birbirine eflit olan n-genlerdir.

Öklid, bundan ta 2300 y›l önce düzgün bir n-

geni n = 3, n = 4, n = 5, n = 6 ve n = 15 için çizme-

yi biliyordu. Yani cetvel ve pergelle çizmeyi biliyor-

du demek istiyoruz. Cetvel de çentiksiz (yani santi-

metresiz, iflaretsiz) olmal›yd›. Yoksa çentikli cetvel-

le çizmek kolay.

Eline pergeli geçiren ve can› s›k›lan hemen he-

men herkesin yapt›¤› ilk fley düzgün alt›gen çiz-

mektir: Önce kâ¤›d›n ortas›na bir çember çizilir

(ana çember), sonra merkezi ana çemberin üstünde

olan ayn› yar›çapl› bir çember daha çizilir, sonra

bu çemberle

ana çemberin

kesiflti¤i iki

noktadan biri

merkez al›na-

rak bir çember

daha çizilir ve

böylece devam

edilerek ana

çemberin etra-

f›na toplam 6 çember çizilir; alt›nc› çemberin birin-

ci çemberin merkezinden geçmesi dudaklarda belli

belirsiz bir tebessümün yay›lmas›na neden olabilir.

Bu alt› çemberin ana çemberi kesti¤i noktalar düz-

gün bir alt›genin köfleleridir...

Düzgün alt›gen çizdikten sonra düzgün 3-gen

(yani eflkenar üçgen) de çeflitli biçimlerde çizilebilir,

örne¤in sa¤ üst köfledeki gibi.

Öklid, e¤er bir düzgün n-gen çizebilirse, aç›la-

r›n aç›ortaylar›n› alarak düzgün

2n-gen çizebilece¤ini de biliyor-

du. Sözgelimi, bir kareden hare-

ketle düzgün bir sekizgen çizile-

bilir (bkz. yandaki flekil.) Ya da

bir düzgün alt›genden hareketle

düzgün 12-gen, 24-gen vb çizi-

lebilir.

Düzgün 3-gen ve 6-gen çiz-

meyi gördük. Düzgün dörtgen,

yani kare çizmek de kolayd›r.
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y›l boyunca sadece

n = 2k, 2k × 3, 2k × 5, 2k × 3 × 5

için düzgün n-genlerin çizilebilece¤ini ve di¤erleri-

nin mümkün olmad›¤›n› sand›. Mümkünse bile çi-

zen ç›kmam›flt›. Ta ki, Carl Friedrich Gauss

1796’da, daha henüz 19 yafl›ndayken, düzgün bir

17-geni sadece cetvel ve pergel kullanarak çizmeyi

baflarana dek! Gauss bu buluflundan o kadar mem-

nundu ki, mezar›na düz-

gün bir 17-gen çizilmesini

vasiyet etmifltir.

Bu yaz›m›zda Ga-

uss’un buldu¤u bu yönte-

mi, günümüz modern ce-

birinin diline çevirerek su-

naca¤›z ve düzgün 5-gen

ve 17-gen çizece¤iz, daha

do¤rusu bunlar›n çizilebi-

lece¤ini gösterece¤iz.

II. Düzgün n-gen Çizmek. Düzgün n-genin mer-

kezini köfleleriyle birlefltiren do¤rular birbirleriyle

360°/n’lik aç›lar yaparlar. Dolay›s›yla, düzgün n-

genin yar›çap›n› birim uzakl›k olarak kabul eder-

sek, o zaman bir çap›n komflu çap›n üstüne olan iz-

düflümü bir sonraki sayfadaki flekilde gösterildi¤i

gibi cos 360°/n’dir. Demek ki, düzgün bir n-geni

pergel ve cetvelle çizebilirsek, o zaman cos 360°/n

Mustafa Ya¤c›

yagcimustafa@yahoo.com

Geometri Köflesi

Düzgün n-gen Çizmek

Düzgün 3-gen Düzgün 4-gen Düzgün 5-gen Düzgün 6-gen

Carl Friedrich Gauss



uzunlu¤unu da pergel ve cetvelle elde edebiliriz.

Bunun tersi de do¤rudur: E¤er birim uzunluk-

tan hareketle pergel ve cetvelle cos 360°/n uzunlu-

¤unu çizebilirsek, o zaman hipotenüsü 1 ve di¤er

kenarlar›ndan biri cos

360°/n olan dik üçgeni

pergel ve cetvelle infla

edebiliriz. fiimdi afla¤›da-

ki flekildeki çemberi çizerek, düzgün n-genin önem-

li bir parças›n› (gri üçgen) infla etmifl oluruz. Gri

üçgeni çember çevresince tekrarlarsak, n ad›mda

pergel ve cetvelle düzgün n-geni elde etmifl oluruz.

Demek ki düzgün n-geni çizebilmek için tek so-

run, birim uzunluktan hareketle cos 360°/n (ya da

sin 360°/n) uzunlu¤unu elde etmektir. Bunu yapt›-

¤›m›zda düzgün n-geni de pergel ve cetvelle çizebi-

liriz. Böylece, geometrik bir problem, biraz daha

cebirsel tad› olan bir problem haline geldi.

III. Düzgün 5-gen Çizmek. Bir önceki parag-

raftaki düflünceyi n = 5’e uygulayal›m. 360/5 = 72

oldu¤undan, cos 72°’yi bulup pergel ve cetvelle bu

uzunlukta bir do¤ru parças› çizmeliyiz. Bunun için

karmafl›k say›lardan yararlanaca¤›z.

Sayfa 64-73’teki Karmafl›k Say›lar yaz›s›nda,

reel kartezyen düzlemin noktalar›n›n nas›l karma-

fl›k say›larla ifade edilece¤ini gördük. Bunun için,

bildi¤imiz (a, b)

noktas› yerine z

= a + bi karma-

fl›k say›s› yazmak

yeterli. Böylece,

birim çember

üzerindeki bir ζ
noktas›, pozitif reel eksenle pozitif yönde θ°’lik aç›

yap›yorsa,

ζ = cos θ + i sin θ
yazar›z. Bunun yan›s›ra De Moivre Formülü’nden

(bkz. sayfa 73), her n ∈ N için,

ζn = (cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ
eflitli¤ini de biliyoruz. Dolay›s›yla, örne¤in,

ζ5 = cos 5θ + i sin 5θ
olur. E¤er burada θ = 360o/5 = 72o al›rsak, o za-

man 5θ = 360o olur ve ζ5 = cos 5θ + i sin 5θ =
cos 360° + i sin 360° = 1 eflitli¤ini elde ederiz. De-

mek ki ζ5 = 1 ve ζ karmafl›k say›s›

x5 = 1

denkleminin bir köküdür. Bundan, 1, ζ, ζ2, ζ3, ζ4

say›lar›n›n da x5 = 1 denkleminin kökü oldu¤u ç›-

kar, örne¤in, (ζ2)5 = (ζ5)2 = 12 = 1. 

Görüldü¤ü üzere, x5 = 1 denkleminin kökleri

çevrel çemberi birim çember olan bir düzgün beflge-

nin köfleleri ola-

cakt›r. Demek ki ζ
karmafl›k say›s›n›

(ya da cos 72°’yi)

pergel ve cetvelle

çizebilirsek, Öklid

gibi biz de düzgün

5-gen çizebilece¤iz.

ζ karmafl›k say›s› x5 = 1 denkleminin bir kökü-

dür ama ayn› ζ ayn› zamanda dördüncü dereceden

gerçel bir polinomun da köküdür:

0 = ζ5 − 1 = (ζ − 1)(ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1);

ama ζ ≠ 1; dolay›s›yla,

ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0. (1)

Demek ki, ζ , sadece x5 − 1 = 0 polinomunun de¤il,

ayr›ca x4 + x3 + x2 + x + 1 polinomunun da bir kö-

küdür. Bunu akl›m›zda tutal›m, bir iki paragraf son-
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Beflinci dereceden oldu¤undan, x5 = 1 denk-

leminin 1, ζ, ζ2, ζ3, ζ4 say›lar›ndan baflka da kö-

kü olamaz (n-inci dereceden bir polinomun bir

bölüm halkas›nda en fazla n tane kökü olabilir.

(MD-2004-II, sayfa 29, Sonuç 4.)



ra kullanaca¤›z.

Bir önceki sayfadaki son flekilden ζ + ζ4 say›s›-

n›n gerçel bir say› oldu¤u anlafl›l›yor, çünkü ζ ve ζ4

say›lar› x eksenine göre simetrikler ve karmafl›k k›-

s›mlar› birbirini götürürler. fiekle güvenmeyip bu-

nu cebirsel olarak kan›tlayabiliriz (θ = 72° ve 4θ =

5θ − θ = 360° − θ eflitliklerini an›msay›n):

ζ4 = cos 4θ + i sin 4θ
= cos (−θ) + i sin (−θ) = cos θ − i sin θ.

Dolay›s›yla,

ζ + ζ4 = 2cos θ = 2cos 72°.

Ayn› eflitli¤i afla¤›daki gri alanda da biraz daha bil-

giç say›labilecek bir biçimde kan›tlad›k.

Demek ki, ζ + ζ4 say›s›n› hesaplayabilirsek, o

zaman 2cos 72°’yi, dolay›s›yla cos 72° de hesapla-

m›fl olaca¤›z. (Hesaplad›ktan sonra da e¤er müm-

künse infla etmek gerekecek.) fiimdi amac›m›z ζ + ζ4

say›s›n› hesaplamak. Bu say›ya a diyelim:

a = ζ + ζ4.

fiimdi a’n›n karesini hesaplayal›m:

a2 = (ζ + ζ4)2 = ζ2 + 2ζ5 + ζ8 = ζ2 + 2 + ζ3,

çünkü ζ5 = 1. Demek ki,

a2 + a = ζ + ζ4 + ζ2 + 2 + ζ3

= (1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4) + 1 = 1

(son eflitlikte (1)’i kulland›k) ve

a2 + a − 1 = 0.

Buradan a’y› bulabiliriz, ikinci dereceden bir denk-

lemi çözmek zor de¤ildir:

Ama a = ζ + ζ4 = 2cos 72° > 0. Böylece a’y›, yani

2cos 72°’yi hesaplam›fl olduk:

fiimdi bu say›y› (daha do¤rusu bu say›yla ifade edi-

len uzunlu¤u) cetvel ve pergelle çizmek kal›yor. √5

uzunlu¤unu çizebilmek yeterli. √5, dik aç›n›n kenar-

lar›n›n 1 ve 2 oldu¤u dik üçgenin hipotenüsüdür,

dolay›s›yla cetvel ve pergelle çizilir.

IV. Düzgün 17-gen. fiimdi dikkatimizi düzgün

17-gene çevirelim. Düzgün beflgende kulland›¤›m›z

yöntemin çok benzerini kullanaca¤›z.

ζ = cos(360°/17) + i sin(360°/17) 
olsun. Bir önceki bölümde oldu¤u gibi  ζ’y› kökler-

le ifade edece¤iz. ζ’y› bulduktan sonra da ζ’n›n çi-

zilebilirli¤ini tart›flaca¤›z.

Elbette ζ17 = 1 ve  ζ birim çember üstündedir.

Daha önce oldu¤u gibi (bkz. (1) formülünün kan›t›)

ζ16 + ζ15 + … + ζ2 + ζ + 1 = 0

eflitli¤i geçerlidir. 16’nc› dereceden bir denklemi

çözmek kolay olmad›¤›ndan mümkünse denklemin

derecesini azaltmal›y›z. Ama polinomun katsay›la-

r›n›n Q’de ya da Z’de olmas›nda ›srar edersek bu

mümkün de¤ildir

(bkz. yan sayfan›n

sonundaki gri alan,

ayn› kan›t burada

da geçerlidir. O ka-

n›tta sadece 5’in

asall›¤› kullan›l›yor,

ayn› kan›t 5 yerine

17’ye de uyarlanabi-

lir.) Ancak denkle-

min katsay›lar›n› tamsay›lar d›fl›ndan almaya raz›

olarak denklemin derecesini küçültebiliriz.

Zaten pergel ve cetvelle çizimde çemberlerin ve

do¤rular›n kesiflimleri al›nd›¤›ndan, çizimin her

76

Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

Sayfa 68’deki gri karede, e¤er bir α karma-

fl›k say›s› bir gerçel polinomun köküyse, eflleni¤i

olanα karmafl›k say›s›n›n da ayn› polinomun

kökü oldu¤unu görmüfltük. Demek ki  x5 = 1

denkleminin kökleri olan 1, ζ, ζ2, ζ3, ζ4 karma-

fl›k say›lar›n›n efllenikleri gene kendi aralar›n-

dad›r. 1’in eflleni¤i elbette gene 1. Ama ζ’n›n efl-

leni¤i geri kalanlardan hangisi?

Bir karmafl›k say›yla eflleni¤inin x eksenine

göre simetrik olduklar›n› görmüfltük. (Yani biri

a + bi ise di¤eri a – bi ’dir. Bkz. sayfa 67.) Dola-

y›s›yla bir önceki sayfadaki flekilden,

ζ = ζ4

bulunur. Bunun gibi,

ζ2 = ζ3.

ζ say›s›n› bir de flekilden ba¤›ms›z bula-

l›m:ζζ = N(ζ) = 1; demek kiζ = ζ−1 = ζ4. Bi-

rim çember üzerindeki bir karmafl›k say›n›n efl-

leni¤inin o karmafl›k say›n›n tersi oldu¤unu

kan›tlad›k. (Bkz. sayfa 70, Al›flt›rma 2.)

Dolay›s›yla ζ + ζ4 ve ζ2 + ζ3 say›lar› gerçel

say›lar olmal›. (Bir karmafl›k say›yla eflleni¤inin

toplam› her zaman bir gerçel say›d›r.)

 
a =

− ±1 5
2
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Soru: Yukarda buldu¤umuz cos 72° sonucunu

sadece ve sadece düzlem geometrisi kullanarak

bulabilir misiniz?
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ad›m›nda ancak ikinci dereceden denklemler çöze-

biliriz. Biz de öyle yapaca¤›z. Yukardaki 16’nc› de-

receden denklemi ikinci dereceden denklemler çöze

çöze yavafl yavafl çözece¤iz.

Birim çember üzerinde olduklar›ndan, her ζn

say›s›n›n eflleni¤i o say›n›n tersidir, yaniζn = ζ−n =

ζ17−n. Bundan böyle,ζn yerine ζ−n yazal›m. Yu-

kardaki formülden, ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4 + ζ5 + ζ6 + ζ7+

ζ8 + ζ−8 + ζ−7 + ζ−6 + ζ−5 + ζ−4 + ζ−3 + ζ−2 + ζ−1 =

–1 ç›kar. Bu eflitli¤i bir kenara not edelim.

a = ζ + ζ−1

b = ζ3 + ζ5 + ζ−3 + ζ−5

c = ζ + ζ4 + ζ−1 + ζ−4

d = ζ + ζ2 + ζ4 + ζ8 + ζ−1 + ζ−2 + ζ−4 + ζ−8

olsun. S›rayla d’yi, c’yi, b’yi ve a’y› bulaca¤›z. Her

seferinde ikinci dereceden denklem çözdü¤ümüze

okur dikkat etmelidir (baflka flans›m›z yok!) Bu say›-

lar›n gerçel say› olduklar›na da ayr›ca dikkatinizi çe-

kerim, sonuçta her birinde baz› karmafl›k say›lar› ve

bunlar›n eflleniklerini topluyoruz. Ayr›ca b d›fl›nda

bunlar›n her biri pozitif bir gerçel say›d›r, çünkü

toplanan say›lar›n her biri y ekseninin sa¤›nda yer

almaktad›r, yani gerçel k›s›mlar› pozitiftir.

Önce d’yi bulal›m.

d′ = ζ3 + ζ5 + ζ6 + ζ7 + ζ−3 + ζ−5 + ζ−6 + ζ−7

olsun. Hemen d + d′ = –1 eflitli¤ini buluruz. dd′
çarp›m›n› da bulabilirsek, d’yi bulabiliriz. Üflenme-

den d ile d′ say›lar›n› çarpal›m. Sonuç –4 ç›kar.

Köklerinin toplam› ve çarp›m› bilinen ikinci dere-

ceden denklemleri yazmas›n› biliyoruz. O halde

d2 + d − 4 = 0

olmal›. Bu denklemi çözersek

d = (−1 ± √17)/2

buluruz. Ama d > 0. Demek ki

d = (−1 + √17)/2.

Ayn› flekilde,

d′ = (−1 − √17)/2.

d ve d′ say›lar›n›n mutlak de¤erlerinin pergel ve

cetvelle çizilebilir uzunluklar olduklar›na dikkati-

nizi çekerim. Bu önemli. Her ad›mda çizilebilir sa-

y›lar bulaca¤›z.

fiimdi s›ra c’yi bulmaya geldi.

c′ = ζ2 + ζ8 + ζ−2 + ζ−8

olsun. Demek ki c + c′ = d ve d’yi biliyoruz. E¤er

cc′ çarp›m›n› da bulabilirsek, c’yi bulmufl olaca¤›z.

cc′ = –1 ç›k›yor. O halde 

c2 – dc – 1 = 0

ve bunu ikinci dereceden bir denklem olarak adde-

derek ve c > 0 eflitsizli¤ini kullanarak,

buluruz. d pergel ve cetvelle infla edilebilir oldu-

¤undan, c de pergel ve cetvelle infla edilebilir.

S›ra b’ye geldi.

b′ = ζ6 + ζ7 + ζ−6 + ζ−7

olsun. b + b′ = c′ eflitli¤i kolay. bb′ = –1 eflitli¤i de

hesap yap›nca ç›k›yor. O halde b,

x2 – c′x – 1 = 0

denklemin köklerinden biridir. Böylece, c′ (cetvel

ve pergelle) infla edilebilir oldu¤undan, aynen yu-

kardaki gibi, b’nin mutlak de¤erinin de infla edile-

bilir bir uzunluk oldu¤u anlafl›l›r.

Son olarak a’y› bulaca¤›z.

a′ = ζ4 + ζ−4

olsun. Demek ki a + a′ = c ve c, infla edildi¤ini bil-

di¤imiz bir say›. Kolay bir hesapla,

aa′ = ζ3 + ζ5 + ζ−3 + ζ−5 = b

buluruz ve b de infla edilebilir. Demek ki a,

x2 – bx + c = 0

denkleminin pozitif köküdür. Buradan da anlafl›l›-

yor ki, a, inflas› mümkün bir say›d›r, bundan dola-

y› düzgün 17−gen de çizilebilir. ♥
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ζ, elbette derecesi 2 olan

gerçel polinomunun köküdür. Ama ζ’y› s›f›rlayan

her ƒ ∈Q[x], p(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 polino-

munun çarp›m›d›r. Bunu kan›tlayal›m. Önce

p(x)’in indirgenemez oldu¤unu gösterelim. p(x) =

(x5 − 1)/(x − 1) oldu¤undan, y = x − 1 yazarak,

p(y) = ((y+1)5 − 1)/y = y4 + 5y3 + 10y2 + 10y + 5

buluruz. Eisenstein kriterine göre (MD-2004-II,

sayfa 42 ve 50), p(y) polinomu Q üzerine indirge-

nemezdir. Dolay›s›yla p(x) de Q üzerine indirge-

nemezdir (neden?) E¤er ƒ, p’nin bir çarp›m› de¤il-

se, o zaman ƒg + ph = 1 eflitli¤ini sa¤layan g, h ∈
Q[x] vard›r (Bezout, MD-2004-II, sayfa 42.) Bu

eflitli¤i ζ’ya uygularsak 0 = 1 çeliflkisine var›r›z.
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