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R2 Oklid diizleminde ayni | dogrusu veya ay-
nt Q cemberi iizerindeki olan dort farkli A, B, C, D

noktast alalim.
C

o C
/B./D//
B

A, B, C, D noktalarimin ¢apraz oram,
d(A,C) d(B,C)

(A,B,C,D)=—"—: ——

d(A,D) d(B,D)
olarak tammlanyr. Bu tammda d(P, Q), P ile O
noktalart arasimdaki Oklid uzakligini simgelemek-

tedir, yani P = (a, b) ve Q = (c, d) ise,

A

D

d(P,0) = (a=c +(b-d).

1. (A, B, C, D) = (C, D, A, B) = (B, A, C, D)1
= (A, B, D, C)1 esitliklerini kanitlaymn.

Yanit: Bu ¢ok kolay, her P ve O noktasi icin
d(P, Q) = d(Q, P) esitliginden kaynaklanur.

2. 14, by, I3, 14 dogrular: a dogrusunu A4, A,,
As, Ay noktalarimda ve b dogrusunu By, By, B3, By
noktalarinda kessinler.

2a) 1y, 1y, 13, 14 dogrular: paralelse
(A1, Ay, Az, Ay) = (By, By, B3, By)
esitligini gosterin.
Coziim: Bu durumda, benzer tiggenlerden dolayi,

BBy _ BiBy _ BBy _ BBy

AlA; AlAy AYA3 AYAy
esitlikleri vardir; Bundan da (A, A,, Az, Ay) = (By,
B,, Bs, By) esitligi ¢ikar.

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii.
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2b) Iy, 1y, 13, 14 dogrular: tek bir noktada ke-
sigiyorlarsa (A, Ay, A3, A4) = (By, By, B3, By) esit-
ligini gosterin.

Coziim: A; noktasinin I; dogrusuna uzakligin
d(Ai, I]-) ile gosterelim. Bu durumda benzerlikten

AA; d(Agls)  AAy d(Ag L)

AAy dAy,l3)  AAy d(Ay,ly)
esitlikleri gikar. I; ve I; dogrulart arasindaki agiy1

Ajj ile gosterirsek, yukardaki esitliklerden,
d(Aq,13) d(Ag,ly)
d(Ay,13) d(Ay,ly)
_ SiIl}\‘l?, . Sil’l7\.14

(A1,Ay,A3,A4) =

sinky3  sinAyy
cikar. Ayn esitlik (By, By, B3, By) icin de gegerli
oldugundan, (A;, Ay, Az, Ay) = (By, By, B3, By)
esitligi dogrudur.

3. Bir Q cemberi iizerinde,
CD bir cap olusturmak iizere, A,
B, C ve D noktalar: alinnus olsun. ¢
A’nmin CD iizerindeki izdiigiimii A’
ve B’ninki ise B’ olsun.

(A, B, C, D)2 = (A', B', C, D)
esitligini gosterin.

Coziim: CD bir ¢ap olusturdugu icin su esitlik-
leri biliyoruz:

AC2=A'C:DC
AD? = A'D-DC
BC?2 = B'C-DC
BD? = B'D-DC

Buradan kolaylikla (A, B, C, D)2 = (A’, B', C, D)
sonucunu ¢ikarabiliriz.

4. Bir Q cemberi iizerinde A, B, C, D noktala-
1 almnusg olsun. t; ve tp, dogrulart (bu sirayla) C ve
D noktalarmdan gecen iki teget olsun. (Bir sonra-
ki sayfadaki sekle bakin.) Bu tegetler P noktasinda
kesissinler. A', AP ve CD dogrularmnin, B ise BP ve
CD dogru parcalarimin kesisim noktalari olsun.

(A, B, C,D)? = (A", B', C, D)

esitligini gosterin.
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Coziim: Eger ¢emberin gevresi 7 ise, kolayca,
AC = 2rsin(ACP) bulunur. Dolayisiyla,
AC2-CP= AC-CP-2rsin(ACP)
= 4rAlan(ACP)
= AP-CP-2rsin(APC).
Benzer bicimde,
AD2-DP = AP-DP-2rsin(APD)
BC2-CP = BP-CP-2rsin(BPC)
BD2-DP = BP-DP-2rsin(BPD)
esitlikleri gecerlidir. Bu esitlikleri goz 6niinde bu-
lundurarak hesaplayalim:
» AC* BC* AC™-CP BC*CP
AD* BD* AD*DP BD*DP
_ AP-CP-sin(APC) BP-CP-sin(BPC)
" AP-DP-sin(APD) ' BP-DP-sin(BPD)
_sin(APC) _sin(BPC)
" sin(APD) " sin(BPD)

(A,B,C,D)

=(A%B,C,D).

U c R? olsun. Eger U sonlu yaricapl: bir daire-
nin icindeyse U'ya sumrly denir. Eger her | dogru-
su iging | n U agik (yani simir noktalarin icerme-
yen) bir
pargastysa

dogru
(Not:
Bogkiime de acik

Surli ve digbiikey alanlar

| bir dogru parcasi-

"""""""" dir) Uya digsbii-

key alan denir.
Bundan boyle

U, R%nin sumrls
bir digbiikey alamm simgeleyecek. Her | dogrusu
icin | U dogru parcalarimn simr noktalarimin
kiimesi S(U) olsun. S(U) kiimesine U alanminin sini-
1 adi verilir.

fa—simir S(U)

sinir noktalari
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A, B € U iki degisik nokta olsun. S(U) N AB =

{A’, B'} olsun. (Burada AB, A ve B noktalarindan
"

gecen dogrudur.) Ayrica bu >
noktalarim sekilde goriildiigii
gibi A', A, B, B’ sirastyla sira-
landiklarmn: varsayalm. Simdi

pylA, B) saysin,
pulA, B) = In(A, B, B, A")

olarak tarmmlayalim. (Not: In fonksiyonunun yani
logaritmann tammum ve tiim ozelliklerini bilmeniz
gerekmiyor. Logaritma fonksiyonu hakkmda bil-
meniz gereken ozellikler asagida ozet olarak veril-
mistir.) Ayrica her A € U igin py(A, A) = 0 olsun.
Birazdan py; fonksiyonunun Unun iki noktas: ara-
simda bir cesit mesafe olctiigiinii kamtlayacagiz.

Logaritma
® In (ya da log) sadece pozitif sayilar igin
tanimlanmug bir fonksiyondur.
eln1=0.
® Her pozitif x, y icin, In xy = In x + In y.
¢ In artan bir fonksiyondur, yani 0 < x < y igin
In x < In y esitsizligi gegerlidir.

5. Asagidaki omermeleri kanitlaym.

5a. Her A, B € U i¢in py(A, B) 2 0’dur.

5b. py(A, B), ancak ve ancak A = B olursa 0
olabilir.

5c. Her A, B € U igin, py(A, B) = py(B, A).

5d. Eger B noktast A ve C noktalarimin arasin-
daysa, py(A, ©) = py(A, B) + py(B, O).

Coziim: (a, b). Eger A ve B, U’da iki farklh
nokta ise d(A, B') > d(B, B') ve d(B, A’) > d(A, A’)
dir. Dolayisiyla

A) = :
d(B,B') d(B,A")

ve py(A, B) > 0 olur. Ayrica tanum geregi pyy(4, A)
= 0.

¢) Birinci sorudan dolayi,

pulA, B)=In(A, B, B, A")
=In(B, A, A’, B') = py(B, A).
d) B noktasinin A ve C noktalar1 arasinda ol-

d(A,B) d(AA)

(A,B,B,

dugunu goz ontinde bulundurarak
dogrudan hesaplayalim:

pulA, B) + py(B, C) |
= In(A, B, B', A’) + In(B, C, B', A") \,
= In((A, B, B', A')(B, C, B, A"))
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d(B,B) d(C,B
d(B,A") " d(C,A)

-

n d(A,B) dB,B) |
L dA, A T dB,A)

d(A,B) d(C,B)
=Iln| ——:——|=In(A,C,B,A’) =py(4,C).

n(d(A,A’) d ,A’)] nACEA ZpulA O

6. U ve V iki stmirli disbiikey alan olsun. Eger

U c Vise, her A, B € U icin,
pv(A, B) < pyl4, B)

esitsizligini gosterin.

Coziim: AB ~ S(U) = {A', B') ve AB A S(V) =
{A”, B"} yukardaki sekildeki gibi olsun. In artan bir
fonksiyon oldugundan, (A, B, B, A') > (A, B, B", A”)
esitsizligini gostermemiz yeterli. Eger

dp=d(A', A")20vedp=d(B',B") 20

1se,
(AB.B',A") = dAB') dBB) _dAB") dBA")
d(A,A") d(B,A")  d(B,B") d(A,A")
_d(A,B)+d(B,B") d(B,A) +d(A",A")
" d(B,B)+d(B,B") d(A,A)+d(A,A")
_d(A,B)+8p d(B,A)+5,
 d(B,B)+8g d(A,A)+8,

esitlikleri ve d(A, B') > d(B, B') ve d(B, A") > d(A,
A’) esitsizliklerinden dolay, eger a < b ve 8§ > 0 ise,
a+d _a

<=
b+s b

esitsizligini kanitlamak yeterlidir. Ama bu son egit-

sizligin dogru oldugunu kanitlamak ¢ok kolay.

7. U, siurli bir digbiikey alan ve A, B, C € U
olsun. py(A, C) < py(A, B) + py(B, C) esitsizligini
kantlaym.

Kanit: Once sinir noktalarimizi belirleyelim:

AB N S(U) = {A’, B'},

BC N S(U)={B", C"},

ACnS(U)={A", C"}
yandaki sekildeki gibi ol-
sun. A’B" ve B'C"” dogru-
lar1 arasinda kalan U’nun
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noktalari kiimesine V diyelim. A’B” ve B'C" dog-
rularinin kesisim noktasina P diyelim. PA’, PB ve
PC" dogrulariyla AC dogrusunun kesigim noktala-
rina sirasiyla A, B ve C diyelim. Bu durumda,
2b’den dolay,
pulA, B)= In(A, B, B', A') = In(A, B, C, A)
- py(A, B)
ve
pu(B, C)=In(B, C, C", B") = In(B, C, C, A)
= py(B, C)
esitlikleri saglanir. Dolayisiyla, 5d ve 6’dan dolayi,
pulA, B) + py(B, C) = py(A, B) + py (B, C)
= py(4, C) 2 py(A4, C).

Hilbert Mesafesi
X bir kiime olsun. d : X x X - R, su ozellikleri
saglayan bir fonksiyon olsun: Her x, y, z € X igin,

a) d(x,y) 20,
b) d(x, y), ancak ve ancak x = y ise 0°dur,
¢) d(x,y) = d(y, x),

d) d(x, y) <d(x, 2) + d(z, y).

O zaman d’ye X Uzerine mesafe adi verilir.
Eger U c R2, sinirh ve digbiikey bir alansa, yu-
kardaki sorulardan, py; fonksiyonun U iizerine
bir mesafe oldugu cikar. Bu mesafeye Hilbert
mesafesi adi verilir.

8. [iki Dogru Arasindaki Mesafe.] 1, ve I, si-
nmirlt bir digbitkey alan olan U’yla kesisen, paralel
olmayan ama U U S(U) kiimesinde kesismeyen iki
dogru olsun. 1{ ve |, dogrularimn kesisim noktasi-
na P diyelim. t| ve t,, P noktasmdan gecen ve S(U)
kiimesini kesen ama U’yu kesmeyen iki farkl dog-
ru olsun (6rnegin t| ve t, teget olabilirler U’ya) Q4
e t; N S(U) ve Q, € ty N S(U) olsun. Q10, dog-
rusu 1y ve |, dogrularim sirastyla A, ve A, nokia-
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larimda kessin. Her By e Iy " Uve By € I, N Uligin

pulAq, Ay) < pyl(By, By) esitsizligini kantlaymn.
Kamt: Asagidaki sekilden kaniti izleyin. By e

I, ve By € ly, U’nun iki noktas olsun. Ayrica By,

B,', B1", B," asagidaki sekildeki gibi olsun. V, #; ve
ty dogrular tarafindan sinirlanan ve U’yu ve B",
B," noktalarini igeren herhangi bir sinirli ve
digbtikey alan olsun. 6 ve 2b’den dolay1

pu(B1, By) 2 py(By, By) = pylAy, Ay) = pyl(Ay, Az)
dir.

9. U, Iy, 15, Ay ve A, yukardaki gibi olsun.
pulAyq, Ay) sayisma 1y ve 1, dogrularmmn (py’ya
gore) mesafesi adi verilir.

9a. || ve |, dogrularimin A ve A, noktalarin-
dan baska noktalar: da ayni pyy(Aq, Ay) mesafesini
verebilirler. Boyle bir 6rnek verin.

9b. Eger U bir daireyse, 1| ve 1,’nin Aq ve A,
noktalarmdan baska noktalarimn py(Aq, A,) me-
safesini veremeyecegini kanitlaym, yani her By €
14, By € |, icin, eger By # A| ya da B, # A, ise

pulAy, Az) < py(By, By)
esitsizligini kamitlaym.

Coziim. 9a. AB ve CD dogrularinin P’de kesis-
tigi bir ABCD dortgeni alalim. U bu dortgenin igi
olsun. I ve I,, P’den gecen ve U’yu kesen iki dog-
ruolsun. A;, By e lynUve Ay, B, e l, nUol-
sun. A{A, ve B{B; dogrulari, AB ve CD dogrula-

81

rin1 yukardaki sekildeki gibi A{', By, Ay, By’ nok-
talarinda kessin. 2b’ye gore,
pulAy, Ay)=In(Ay, Ay, Ay’ Ay)
= In(By, By, By', By') = py(By, By).
9b. T', U dairesinin sinir1, yani ¢cemberi olsun.
P, 1y n 1, nt; N t, noktast olsun. B{B, dogrusu #;
ve t, tegetlerini B;" ve B,"” noktalarinda, I' cembe-
rini de By’ ve B,' noktalarinda kessin.

Eger (B, By) # (Aq, A;) ise o zaman ya By’ #
B," yada By’ # B,". Capraz oranin tammindan
(Bl’ Bz, Bzﬂ, Bl") < (Bl, Bz, BZI, Blr)
¢ikar ve bundan ve 2b’den,
pu(B1, By) = In(By, By, By', By')
> ln(Bl, Bz, Bz”, Blﬂ)
= ln(Al: A27 QZ7 Ql) = pU<A13 AZ)
cikar.

10. T bir cember olsun. U, T cemberiyle simirla-
nan dairenin ici olsun. P ve Q, I’min disinda kalan
alandan secilmis iki nokta olsun. 14 ve |, dogrular:
P’den, my ve m, dogrulari da Q’den gecen ve
U’dan noktalar iceren dort dogru olsun. | dogrusu
my ile m, arasindaki py; mesafesini (bkz. problem 8
ve 9b) veren iki noktay: iceren dogru olsun. Aym
sekilde, m dogrusu 1 ile |, arasmdaki py; mesafesi-
ni veren iki noktayt iceren dogru olsun. Eger | dog-
rusu, P noktasmdan geciyorsa, m dogrusunun Q
noktasindan gecmesi gerektigini kanmitlaymn.
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Coziim: P’den Iya cizilen iki teget dogrusu,
I’nin Gstiindeki A ve B noktalarindan gegsin.
QO’dan Iya gizilen iki teget dogrusu ise I’nin
ustiindeki C ve D noktalarindan gegsin. Varsayim-
dan, 8’inci sorudan ve 9b’den dolay1 CD dogrusu-
nun | dogrusuna esit oldugunu, yani P noktasin-
dan gegtigini biliyoruz. AB ve CD dogrularinin ke-
sisim noktasina E diyelim. Bu durumda 1’inci ve
4’tincti soruyu kullanarak

(A, B, C, D)2 = (C, D, A, B)2 = (E, E, A, B) = 1
esitligini buluruz.

Simdi QA ile CD’nin kesigim noktasina A’ ve
OB ile CD’nin kesigsim noktasina ise B’ diyelim. Bu
durumda yine 4’tincti soruyu kullanarak

1=(A,B,D,C)?=(A, B,D,C)
bulunur ki bu A’ = B’ demektir. Bunun sonucu ola-
rak O noktasinin AB lizerinde olmasi gerektigi or-
taya ¢ikar.

11. Yukaridaki problemleri ¢ozerken buldu-
Sunuz farkli capraz oran formiillerini listeleyiniz.
Coziim Onerisi. A, A,, A3, A, diizlemin bir
dogrusunun dort noktasi olsun. Bu dogru tstiinde
olmayan herhangi bir P noktasi i¢in, PA{, PA,,
PAs, PA4 dogrularini ele alalim. 2b’yi ¢ozerken,
eger A;; = m(A;PA;) ise
(Apy Ay, As, Ayg) = Z(Al’PA3> _ d(Ay,PA3)
(A;,PA4) d(Ay,PA4)

_ Sil’l}\.13 sink23

Sil‘l)\,14 ’ sink24 )

esitliklerini gormustiik. Ayrica, kolayca gortilecegi

uzere,
Alan(AiPA,») = PA;-PA;sin A;;
oldugundan,
Alan(A{PA;) Alan(A,PA
(Ay, Ay, Ay, Ag) = 22 APAS), AanlZaPA5)
Alan(AlPA4) Alan(AzPA4)
\4
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1K 10
1 Mehmet Murat Sevim  Istanbul Atatiirk Fen L. 85
2 Kerim Keskin TEV Inang Tiirkes O. L./Gebze 74
3 Oykii Gobanoglu Izmir O. Fatih Fen L. 70
4 Halenur Kazacesme O. Sehzade Mehmet L./Manisa 65
S Tiirkii Gobanoglu Izmir O. Fatih Fen L. 61
6 Biisra Acar Istanbul Atatiirk Fen L. 60
7 Deniz Yéritkoglu Istanbul Atatiirk Fen L. 60
8 Ezgi Kantarc Robert Kolej 53
9  Yunus Sagsmaz TEV Inang Tiirkes O. L./Gebze 52
10 Hasan Hiiseyin Eruslu ~ O. Sehzade Mehmet L./Manisa 45
10 Siikrii Burg Eryilmaz Izmir O. Fatih Fen L. 45
10 Onur Tidin [zmir O. Fatih Fen L. 45
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DIGER BASARILI YARISMACILAR (Alfabetik Sirayla)

Ramazan Akdag
Tansel Altinel

Burak Arkan

Taylan Ayken

Fatih Bala

Emre Demirkaya

Ali Efe

Abdisselam Geng
[lyas Golciikli

Burak Kiirgsad Giinhan
Hiiseyin Atahan Inan
Mahmut Kaya
Gamze Kederoglu
Berk Can Kirguval
Yunus Emre Memmi
Mustafa Tahir Ocak
Can Ozan Oguz
Merve Ozen

Boran Saruhan
Dilaver Velioglu

[stanbul Atatiirk Fen L.

O. Sevgi Cicegi Anafen Fen L.
Sakip Sabanct Anadolu L.

0. Uskiidar Amerikan L.

0. Gokkusagr L.

Galatasaray L.

O. Sevgi Cicegi Anafen Fen L.
Istanbul Atatiirk Fen L.

O. Kasimoglu Fen L.

. Sehzade Mehmet L./Manisa
. Gokkusagi L.

. Sevgi Cigegi Anafen Fen L.
. Sevgi Cigegi Anafen Fen L.
. Uskiidar Amerikan L.

. Gokkusagi L.

. Sevgi Cigegi Anafen Fen L.
Galatasaray L.

Sehit Mehmet Goneng L./Bandirma
Galatasaray L.

TEV Inang Tiirkes O. L./Gebze

RO RO RO RO RO NS



