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Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

T
an›mlar: Q[√2] = {a + b√2 : a, b ∈ Q} ola-

rak, Z[√2] = {a + b√2 : a, b ∈ Z} olarak ta-

n›mlanm›flt›r. *, gerçel say›larda tan›mlan-

m›fl (toplama, ç›karma, çarpma gibi) ikili bir ifllem

olsun. A bir gerçel say›lar kümesiyse ve her a, b ∈
A için, a * b ∈ A ise, o zaman “A, * alt›nda kapa-

l›” denir. E¤er her a ∈ A için, a2 ∈ A ise “A kare al-

ma alt›nda kapal›” denir. E¤er A’n›n her a ≠ 0 sa-

y›s› için, a−1 de A’daysa, A kümesine “tersini alma

alt›nda kapal›” denir.

Afla¤›daki teoremi (kan›tlamadan) kullanmaya

ihtiyac›n›z olabilir:

Teorem. E¤er n ∈ N, ao, a1, ..., an ∈ Z ve

a0 + a1π + a2π2 +  ... + anπn = 0

ise, o zaman a0 = a1 = a2 =  ... = an = 0’d›r.

1. Ç›karma alt›nda kapal› olan bir reel say›lar

kümesinin toplama alt›nda da kapal› oldu¤unu

gösterin. 

Kan›t: Sonuç, x + y = x − ((x − x) − y) eflitli¤in-

den ç›kar.

2. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan ve

her ö¤esinin yar›s›n› da içeren bir gerçel say›lar kü-

mesinin çarpma alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin. 

bir önceki sorudan hemen ç›kar.

3. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan ve

1/2’yi de içeren bir gerçel say›lar kümesinin çarp-

ma alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin. 

Kan›t: 1/2 kümede oldu¤undan, karesi 1/4 de

kümede. Ayr›ca afla¤›daki eflitli¤e dikkatinizi çeke-

riz:

x/2 = (x + 1/4)2 − x2 − (1/4)2.

Demek ki küme ikiye bölme alt›nda kapal›. fiimdi

ikinci sorudan istedi¤imiz ç›kar.

4. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan

ama çarpma alt›nda kapal› olmayan bir gerçel say›

kümesi bulun.

Yan›tlardan biri: A = {a1π + a2π2 + 2a3π3 +

a4π4 + ... + anπn : n ∈ N \ {0}, ai ∈ Z} olsun. A’n›n

ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› oldu¤unu gör-

mek oldukça kolay. Ama π, π2 ∈ A ve ππ2 = π3 ∉
A. (π3 say›s›n›n A’da olmad›¤› baflta verilen te-

oremden ç›kar.)

5. Ç›karma ve tersini alma alt›nda kapal› olan

ve 1/2’yi içeren bir gerçel say›lar kümesinin çarpma

alt›nda da kapal› oldu¤unu gösterin.

Kan›t: Önce 1/2 + 1/2 = 1’in kümede oldu¤una

dikkatinizi çekeriz. fiimdi

((y − (1 + y−1)−1)−1 − y−1)−1 = y2

eflitli¤ini ve üçüncü soruyu kullan›n.

6. Ç›karma ve kare alma alt›nda kapal› olan

bir kesirli say› kümesinin çarpma alt›nda da kapa-

l› oldu¤unu gösterin.

Yan›t: A, ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›

olan bir kesirli say›lar kümesi olsun. u, v ∈ A olsun.

a, b, c, d ∈ Z için u = a/b ve v = c/d olsun. Ve e, ad

ve bc say›lar›n›n en büyük ortak böleni olsun. fiimdi

u = a/b = (e/bd)(ad/e) ∈ (e/bd)Z

ve

v = c/d = (e/bd)(bc/e) ∈ (e/bd)Z.

Demek ki uv ∈ (e2/b2d2)Z. Dolay›s›yla uv say›s›n›n

A’da oldu¤unu kan›tlamak için, e2/b2d2 say›s›n›n

A’da oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Bunun için de e/bd

say›s›n›n A’da oldu¤unu göstermek yeterli. e =

ebob(ad, bc) oldu¤undan, öyle x ve y tamsay›lar›

vard›r ki adx + bcy = e. Demek ki

e/bd = (adx + bcy)/bd = (a/b)x + (c/d)y = ux + vy 

ve bu son say› da A’dad›r. Demek ki e/bd de A’da.

7. Q[√2] (ya da Z[√2]) kümesinin bir altküme-

si ç›karma ve kare alma alt›nda kapal›ysa çarpma

alt›nda da kapal› m›d›r? 

Yan›t: Bu sorunun yan›t›n› yar›flmadan önce biz

de bilmiyorduk. Yar›flmadan sonra yan›t›n Z[√2]

için olumlu oldu¤unu lise düzeyini aflan bir soyut ce-

bir bilgisi kullanarak kan›tlad›k. Bilkent Üniversite-

si Matematik Bölümü üçüncü s›n›f ö¤rencisi Serhat

Do¤an Q[√2] için yan›t›n olumlu oldu¤unu lise dü-

zeyinde bir kan›tla gösterdi. Böylece soru Z[√2] için

de lise düzeyinde yan›tlanm›fl oldu. Bundan sonraki

yaz›da Serhat Do¤an’›n kan›t›n› bulacaks›n›z. ♥
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