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Bu yazida asagidaki teoremi kanitlayacagiz:

Teorem. Q[Nd|] kiimesinin bir altkiimesi ¢ikar-
ma ve kare alma altinda kapaliysa carpma altinda
da kapalidir.

Once kolay bir 6nsav:

Onsav. Eger A ¢ R, ¢ikarma ve kare altinda
kapalrysa, o zaman her o, B € A igin, o+ P € A ve
2ap € A. Dolayisryla ber n € Z icin na. € A.

Kanit: 0 = o — o € A oldugundan, - =0 -
e A. Dolayisiyla o + B = o — (—B) € A. Bundan da
20 = (o + B)2 — a2 — B2 € A cikar. Eger 7 > 0 ise,
no, = o + ... + & oldugundan, na. € A. Buradan, her
n € Z i¢in, no. € A cikar. O

Teoremin Kaniti. Eger d bir tamkareyse o za-
man Q[Vd] = Q’dir ve bu durumda kanut bir 6nce-
ki yazida verildi. Bundan boyle d’nin bir tamkare
olmadigini varsayalim.

A ¢ Q[Vd] ¢ikarma ve kare alma altinda kapa-
I1 bir kiime olsun. a, B € A olsun. af’nin da A’da
oldugunu kanitlayacagiz. Onsav’dan dolay o2, 2,
20p € A.

Kanitimiz iki adimdan olusacak: Ilki bu iki sa-
yidan birinin kesirli oldugu, digeriyse ikisinin de
kesirli olmadigi durum.

Birinci Sik. Eger o ya da B Kesirliyse. o’nin ke-
sirli oldugunu varsayabiliriz. Birbirine asal p ve g
tamsayilar i¢in o = p/q yazalim.

Eger g Tekse. p bir tamsay1 oldugundan, pp e
A. Ama pB = gap. Demek ki gaf € A. Simdi, g tek
oldugundan, gop’dan yeterince 2af c¢ikararak
op’nin A’da oldugunu goruriiz.

Eger g Ciftse. O zaman p bir tek sayidir ve bir
r tamsayisi i¢in g = 2r yazabiliriz. a € A oldugun-
dan, a2 € A ve Onsav’dan dolay1 202 € A, ve do-
layisiyla 7(202B) € A. Ama r(202B) = 2ra?p =
2ra(ap) = pap. Demek ki paP € A. Burada p tek
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say1 oldugundan, paf’dan yeterinde 20, ¢ikararak
of € A elde ederiz.

Ikinci Sik: Eger o ve B Kesirli Degilse. Bu du-
rumda bir 6nsava daha ihtiyacimiz var:

Onsav. Eger o, p € Q[Vd] kesirli degillerse, o
zaman aralarimda asal olan 6yle x ve y tamsayilar
vardwr ki, ax + By € Q.

Kanit: o = uy + u\d ve B = vq + vVd olsun. Bu-
rada, u, uqy, v, vy € Q. Birbirine asal olan ve ux +
vy = 0 esitligini saglayan x ve y tamsayilarini bul-
mak istiyoruz. uq, uy, v1, v, tamsayilari icin, # =
uy/uy ve v = v1/v, yazahm. Ayrica uq’le uy’nin ve
v¢’le vy’nin birbirlerine asal olduklarini varsaya-
lim. ebob(u1, v1) = wq ve ebob(u,, v,) = w, olsun.
Uy = Wyry, V1 = W1SY, Uy = Woty, Uy = W)s, olsun.
Burada, r;/le s; birbirlerine asaldir. Ayrica, uy’le u,
ve vq’le v, birbirlerine asal olduklarindan r;’le 7,
ve si’le s, birbirlerine asaldir. Simdi x = r)sy ve y =
—71s, olsun. Soylediklerimizden x’le y’nin birbirle-
rine asal olduklari ¢ikar. Simdi,

u 14 wAr wis
ux+vy=—1x+—1y=#x+Ay
u %] won wis
w1r w1s wqinrs w1rs
_ 117251+ 11(_7152): M5 _wans _
wonry wns) wy wy

Boylece 6nsavimiz kanitlanmig oldu. O

Onsavdaki gibi x ve y sayilar1 alalim. O zaman
ax + By € Q N A. Birbirlerine asal olduklarindan
x ya da y sayilarindan biri tek olmali. Genelligi
bozmadan x’in tek oldugunu varsayabiliriz. Elbet-
te ax + By € Q N A. Ilk siktan dolay, (ax + By)B
€ A. Ama B? € A ve P2y € A.
Dolayisiyla xap = (ax + By)B —
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B2y € A. Ama x tek sayr oldu- neyse o,

gundan, xop’dan yeterince

A’da olan 2aB’y1 ¢ikara- ‘&

rak af € A elde ederiz.
Teoremimiz kanit-

lanmigtir. 4



