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Kapak Konusu: Poncelet Teoremleri

Elips'te Poncelet Teoremleri'nin

Sonuclari

Andrei Ratiu® / ratiu@bilgi.edu.tr

Gegen sayimizda, elipsler tizerine
Poncelet Teoremleri adiyla bilinen olduke¢a sagir-
tict bir sonug¢ kanitlamigtik:

Elips Icin Poncelet Teoremleri [MD-2005-1I,
sayfa 51]. M ve N, elips iizerinde iki nokta, P de bu
noktalardaki tegetlerin kesisim noktas: olsun. F ve
Fj elipsin odaklarmi simgelesin. Bu durumda

1. m(MPF) = m(NPF).

2. m(MEP) = m(PEN).
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Poncelet Teoremi’nin en az Poncelet Teoremle-
ri kadar sasirtici sonuglari vardir. Bu yazimizda
bunlardan birka¢indan sozedecegiz.

Asagidaki sonucu gegen sayida kanitlamistik,
ama bu yazida da kullanacagimizdan animsatmak-
ta yarar var.

Sonu¢ 1 [MD-2005-11, sayfa 53]. Ayn: odak
noktalar: olan iki elips alalim. Asal uzunlugu daha
kiiciik olana kiiciik, digerine biiyiik elips diyelim.
Kiiciik elipsin bir tegeti biiyiik elipsi A noktasinda
kessin. A noktasindan kiiciik elipse diger tegeti ce-
kelim. O zaman asagidaki sekildeki a ve b acilar:
birbirine esittir.

*  [stanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.

Gegen sayida bu teoremi eliptik bir bilardo ma-
sasinda yorumlamigtik. Eliptik bir bilardo masasi
alalim. Bu bilardo masasinin icine bilardo masasiy-
la ayni odak noktalarina sahip bir elips cizelim.

Simdi topu kiiciik elipse teget bir yoriingede gide-
cek sekilde firlatalim. Yukardaki sonuca gore top
masanin bantina ¢arptiktan sonra banta ¢arptiktan
sonra gene ayni elipse teget olarak yoluna devam
eder. Ve bu boyle asagidaki sekildeki gibi sonsuza
kadar sonsuza kadar strer gider.
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Tabii top sadece sonlu kez banta carptiktan
sonra basladigi noktaya geri donebilir, bu miim-
kiindiir, yani sonlu bir yoriingeye sahip olabilir.

Ayni odak noktalarina sahip elipslere odaktas
elipsler diyelim. Poncelet Teoremleri odaktas elips-
lerin bir¢ok 6zelligini ortaya koyar. Ama 6nce ¢ok
daha basit bir sonug¢ bulalim:

Teorem (M. Urquhart). ABCD, disbiikey bir
dortgen olsun. AB ve CD ile AD ve BC karsilikl ke-
narlart sirastyla E ve F noktalarinda kesissinler. O
zaman |AB| + |BCl = |ADI + |DCl esitligi icin yeter ve
gerek kosul |AE| + |[EC| = |AF| + |FCl esitligidir.

Bu teorem “diizlem geometrisinin en basit te-
oremi” olarak adlandirilir ¢tinkii dogrulugunu an-
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lamak i¢in neredeyse hi¢ geometri bilgisine ihtiyag
yoktur. Gene de bu teorem 20’nci yluzyilin birinci
yarisinda bulunabilmistir.

Urquhart Teoremi’nin Kamiti. |AB| + IBCl =
IADI| + IDCI = 2a olsun. £, odak noktalar1 A ve C
olan ve sabiti 2a olan elips olsun. O zaman, yukar-
daki esitlikten dolayi, B ve D noktalari da £ elipsi-
nin ustindedir. Elipse B ve D noktalarindan teget-
lerini ¢izelim.

Eger bu iki teget paralel olsalardi, o zaman B
ve D noktalari elipsin merkezine gore simetrik ola-
caklardi ve ABCD dortgeni bir paralelkenar ola-
cakti, ki bu da E ve F kesisim noktalarinin varligiy-
la gelisecekti. Demek ki bu iki teget bir P noktasin-
da kesigirler.

Poncelet Teoremi’ne gore AP dogrusu DAB
acisinin agiortayidir. Ayrica B’den gecen teget EBC

acisint ve D’den gecen teget FDC agisimi esit iki
parcaya boler. Demek ki P, bu iki agiortayin kesi-
simi oldugundan, esit iki pargaya boliinen agilarin
kenarlarina esit mesafededir, yani
d(P, DE) = d(P, AF) = d(P, AB) = d(P, BF).
Bir bagka ifadeyle, P merkezli ve dortgenin AB,
BC, CD ve DA kenarlarina sirasiyla M, N, Q ve R
noktalarinda teget bir C ¢emberi vardir.
Bu arada, P en az 6 degisik aginin agiortaylari-
nin kesigimidir. Bu 6 agiy1 gorebiliyor musunuz?
Boylece
|AEl + IECI = |AE|l + [EQI + 1QCl
=|AEl + [EMI + 1QCl = [AMI + ICQI
= ARl + ICNI = |AFl + |[FR| + ICNI
= |AFl + IENI + INCI = |IAF + IFCl
esitligini elde ederiz. “Gerekligi” kanitladik. “Ye-
terligin” de kanit1 benzerdir; okura birakiyoruz. O

Kendini Kesen
Dortgenlerin Durumu
Ya dortgen kendi kendini keserse ne olur?
Bu durumda da Urquhart Teoremi’nin bir ben-
zeri gecerlidir.

Theorem. Kendini kesen bir dortgenin iki
karsilikly kosesi, odak noktalar: diger iki karsilik-
li kose olan bir £ elipsinin iistiindeyse, o zaman
dortgenin karsilikly kenarlarvun kesisimi, £ elip-
siyle odaktas olan bir # hiperbolii iizerindedir.

Urquhart Teoremi’ni odaktag elipslerle ilgili
bir teorem haline sokabiliriz:

Sonug. Eger kendini kesmeyen bir dortgenin
iki karsilikli kosesi, odak noktalar: diger iki karsi-
likli kose olan bir £ elipsinin iistiindeyse, o zaman
dortgenin karsilikli kenarlarmin kesisimi £ elipsiy-
le odaktags olan bir bagka elips iizerindedir.

Urquhart Teoremi’ni eliptik bilardo masasina
da yorumlayabiliriz. Soyle: Anlatacagimiz su haya-
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li “cifte bilardo” oyununu oynayalim. Odaktas iki
elipsimiz olsun. Dis elipse 4 i¢ elipse £ diyelim. To-
pumuz baglangicta £ i¢ elipsinin icinde bir yerde
olsun. Topa belli bir istikamette vurdugumuzda,
topumuz elipslerin 6nce birinin sonra digerinin i¢
duvarlarina sirayla ¢arpip dursun...

Ornegin topun 6nce 4 i¢ elipsine carpip geri
donebilir. Bu durumda top, geri dondigiinde £
elipsini gegip £ elipsine dogru yola devam eder ve
£nin duvarina car-
pip geri doner, ar-
dindan £ elipsinin

icine girip onun di-
ger duvarina car-
pip geri doner ve
bu boyle surekli
devam eder. Topun ilk 6nce i¢ elipsin duvarina
carparak gittigi yola (£, £)-y6riingesi diyecegiz.
Diger bir segenek de topun ilk vurusta £ elipsi-
ni gecip £nin duvarina ¢arpmasit. Bu durumda top
tekrar £ elipsine

£ dogru yonelir, elip-
Z sin igine girer ve
i . diger duvarina car-
w pip geri doner.
Sonra, gekildeki gi-

bi Fnin duvarmna

¢arpar vs. Buna da (£, £)-yériingesi diyecegiz.
Eger topun ilk yeri bir odak noktasiysa, o za-
man her iki yoriinge de diger odak noktasindan ge-
ger, sonra tekrar birinci odak noktasindan gecer ve

C

bir sonraki sutundaki sekildeki gibi yortingenin
cinsine gore top ya FAB ya da FCD ii¢genini dola-
sir durur.

Bir bagka sasirtic1 ve beklenmedik sonug kanit-
layacagiz simdi.

Theorem. £ ve £ iki odaktas elips olsun. £i ic
elips olsun. Odaklara F ve Fj diyelim. Bir (£, £)-
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yoriingesi F’den baslasin ve FAB iicgenini izlesin.
Aymi bicimde bir (£, £)-yoriingesi Fden baslasin ve
FCD ii¢genini izlesin. Eger F, A, C noktalar: dog-
rusalsa F, B, D noktalar: da dogrusaldir. Ayrica
her iki iicgenin de cevreleri aynidir.

Kanit: FAF;D dortgeninde FA + AFj = FD + DF;
esitligi gecerlidir. FD ve AFj karst kenarlarinin ke-
sigimi Bj olsun. Urquhart Teoremi’nden dolay,
FC + CFj = FBj + BjFj. Demek ki Bj noktasi £ elip-
sinin ustiindedir. Dolayisiyla AFj dogrusu £ elipsi-
ni B ve Bj noktalarinda kesiyor. Ama odak nok-
tasindan ¢ikan bir 11n bir elipsi en fazla bir nokta-
da keser. Demek ki B = Bj ve F, B ve D noktalar
dogrusaldir. Ayrica

FA + AB + BF = FA + AF; + FiB + BF
= FD + DFj + FiC + CF
= FC + CFj + FiD + DF
= FC + CD + DF. i

Elipslerin bir bagska beklenmedik 6zelligini ka-
nitlamadan 6nce bir soru soralim. Kursun kalemle
herhangi bir ti¢gen ¢izin. Sonra ti¢genin cevrel (dis)
cemberini ve i¢ teget cemberini miirekkepli kalem-
le ¢izin. Sonra kursun kalemle ¢izdiginiz ti¢geni si-
lip bu tiggeni tekrar bulmaya caligin.

Yapmaniz gereken belli. Biyiik ¢gemberin bir
noktasindan baslayip kiiciik cembere bir teget ¢ize-
ceksiniz, bu tegetin biiyitk ¢cembere degdigi diger
noktadan kiicitk cembere bir teget daha ¢izeceksi-
niz, sonra bu ikinci tegetin biiylik cembere degdigi
diger noktadan kiiciik cembere tgilinci bir teget
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daha ¢izeceksiniz ve bu
tglincii tegetin bagladiginiz
ilk noktaya erisecegini uma-
caksiniz. Eger dogru cizerse-
niz, ¢izime ilk bagladiginiz
nokta ne olursa olsun i

adimda bagladiginiz noktaya
geri doneceksiniz. Bunu ummug muydunuz? Yani
bir degil sonsuz tane ¢éztim vardir. Demek ki kur-
sun kalemle ¢izilmis ticgenin bir noktasini bilmi-
yorsaniz bulamazsiniz.

Simdi ayni seyi ticgen yerine bir dortgenle yapin.
Ama bu sefer dortgeni ve cemberleri ¢izmek tiggen-
deki kadar kolay olmaya-
cak, aramak zorunda kala-
caksiniz. Diyelim boyle bir
dortgen ve bu dortgenin
icinde bir en biiyiik ¢ember
ve diginda bir en biiyiik gem-

ber buldunuz. Biiyiik ¢cem-
berin hangi noktasindan baslarsaniz baslayin teget
cizerek dort adimda bagladiginiz noktaya gelirsiniz.

Odiillii Soru: U¢ kenar: kiigiik cembere teget
ve ii¢ kosesi biiyitk cember
tistiinde bir ticgenin olabil-
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mesi icin, cemberlerin r ve s
yaricaplarryla cemberlerin
birbirlerine olan d uzaklig:
arasmdaki nasil bir cebirsel
iliski olmalidir?

Yukarda fisildamaya ¢alistigimiz 6zellik sade-
ce ¢cemberler icin degil elipsler igin de dogrudur.
“Sagirtic1” hafif bir deyim!

Poncelet Kapanis Teoremi ya da Poncelet Po-
rizma’sil. £ ve £ biri digerinin icinde iki odaktas
elips olsun. £, Fnin icinde olsun. £ elipsini bir bi-
lardo masasi olarak gorelim. Dis elipsin iistiinde ya
da icinde bir nokta olsun. Bilardo topunu bu P
noktasina koyarak £ elipsine teget olacak bicimde
firlatalum. Eger top n kez banta carptiktan sonra
gene basladigi P noktasina geliyorsa (top hep £
elipsine teget dogrulardan olusan bir yoriinge izler,
bunu biliyoruz) o zaman bu 6zellik sadece P nokta-

*  Porizma (Ing. porisma): “Bir ¢dziim varsa sonsuz sayida ¢o-
ziim vardir” gibi teoremler icin kullanilan ve bugiin modas:
ge¢mis olan bir sozciik.
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st icin degil, dis elipsin ber noktasi icin gecerlidir.

Bu teoremi en iyi anlamanin yolu odak nokta-
larinin bir oldugu F = Fj 6zel durumuna bakmak.
Bu 6zel durumda odaktas elipsler aslinda ortak
merkezli iki ¢emberdir. Cemberin simetrisinden
dolay1 teorem bu durumda oldukca bariz. Elipsler
icin ise hi¢ bariz degil.

Poncelet Porizmasi’nin kaniti hig¢ de kolay de-
gildir. Ne yazik ki burada bu teoremi kanitlayama-
yacagiz.

Yukarda yazdigimiz teoremden ¢ok daha genel
ve ¢ok daha sasirtici bir teorem dogru. Biri digeri-
nin iginde herhangi iki elips alalim. “Herhangi”nin
stiine basiyoruz, elipsler odaktas olmak zorunda
olmadiklar: gibi ayni eksenlere bile sahip olmak zo-
runda degiller. sadece biri digerinin i¢inde olmali.

Dig elipsin i¢inde ama ig elipsin diginda her-
hangi bir P noktasi alalim. P’den ig elipse bir teget
cizelim. Bu teget dig elipsi P; adini verecegimiz

ikinci bir noktada keser. Bu sefer P’den baglayarak
yaptigimizi Py’den baglayarak yapalim. P{’den ig
elipse bir teget cizelim ve bu teget dis elipsi bir de
ayrica P, noktasinda kessin. Bunu boyle devam et-
tirelim. Diyelim 7 adimda P’ye geri geldik, yani P,
= P oldu. O zaman bu 6zellik sadece P noktasi i¢in
degil, dis elipsin i¢inde ama ig elipsin diginda ali-
nan herhangi bir nokta i¢in de gecerlidir, yortinge-
ler hep 7 adimda baslangic noktasina gelirler. ¢



