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Geçen say›m›zda, elipsler üzerine
Poncelet Teoremleri ad›yla bilinen oldukça flafl›r-

t›c› bir sonuç kan›tlam›flt›k:

Elips ‹çin Poncelet Teoremleri [MD-2005-II,
sayfa 51]. M ve N, elips üzerinde iki nokta, P de bu
noktalardaki te¤etlerin kesiflim noktas› olsun. F ve
F ¡ elipsin odaklar›n› simgelesin. Bu durumda

1. m(MPF) = m(NPF ¡).
2. m(MFP) = m(PFN).

Poncelet Teoremi’nin en az Poncelet Teoremle-
ri kadar flafl›rt›c› sonuçlar› vard›r. Bu yaz›m›zda
bunlardan birkaç›ndan sözedece¤iz.

Afla¤›daki sonucu geçen say›da kan›tlam›flt›k,
ama bu yaz›da da kullanaca¤›m›zdan an›msatmak-
ta yarar var.

Sonuç 1 [MD-2005-II, sayfa 53]. Ayn› odak
noktalar› olan iki elips alal›m. Asal uzunlu¤u daha
küçük olana küçük, di¤erine büyük elips diyelim.
Küçük elipsin bir te¤eti büyük elipsi A noktas›nda
kessin. A noktas›ndan küçük elipse di¤er te¤eti çe-
kelim. O zaman afla¤›daki flekildeki a ve b aç›lar›
birbirine eflittir.

Geçen say›da bu teoremi eliptik bir bilardo ma-
sas›nda yorumlam›flt›k. Eliptik bir bilardo masas›
alal›m. Bu bilardo masas›n›n içine bilardo masas›y-
la ayn› odak noktalar›na sahip bir elips çizelim.

fiimdi topu küçük elipse te¤et bir yörüngede gide-
cek flekilde f›rlatal›m. Yukardaki sonuca göre top
masan›n bant›na çarpt›ktan sonra banta çarpt›ktan
sonra gene ayn› elipse te¤et olarak yoluna devam
eder. Ve bu böyle afla¤›daki flekildeki gibi sonsuza
kadar sonsuza kadar sürer gider. 

Tabii top sadece sonlu kez banta çarpt›ktan
sonra bafllad›¤› noktaya geri dönebilir, bu müm-
kündür, yani sonlu bir yörüngeye sahip olabilir.

Ayn› odak noktalar›na sahip elipslere odaktafl
elipsler diyelim. Poncelet Teoremleri odaktafl elips-
lerin birçok özelli¤ini ortaya koyar. Ama önce çok
daha basit bir sonuç bulal›m:

Teorem (M. Urquhart). ABCD, d›flbükey bir
dörtgen olsun. AB ve CD ile AD ve BC karfl›l›kl› ke-
narlar› s›ras›yla E ve F noktalar›nda kesiflsinler. O
zaman |AB| + |BC| = |AD| + |DC| eflitli¤i için yeter ve
gerek koflul |AE| + |EC| = |AF| + |FC| eflitli¤idir.

Bu teorem “düzlem geometrisinin en basit te-
oremi” olarak adland›r›l›r çünkü do¤rulu¤unu an-
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lamak için neredeyse hiç geometri bilgisine ihtiyaç
yoktur. Gene de bu teorem 20’nci yüzy›l›n birinci
yar›s›nda bulunabilmifltir.

Urquhart Teoremi’nin Kan›t›. |AB| + |BC| =
|AD| + |DC| = 2a olsun. E, odak noktalar› A ve C
olan ve sabiti 2a olan elips olsun. O zaman, yukar-
daki eflitlikten dolay›, B ve D noktalar› da E elipsi-
nin üstündedir. Elipse B ve D noktalar›ndan te¤et-
lerini çizelim.

E¤er bu iki te¤et paralel olsalard›, o zaman B
ve D noktalar› elipsin merkezine göre simetrik ola-
caklard› ve ABCD dörtgeni bir paralelkenar ola-
cakt›, ki bu da E ve F kesiflim noktalar›n›n varl›¤›y-
la çeliflecekti. Demek ki bu iki te¤et bir P noktas›n-
da kesiflirler.

Poncelet Teoremi’ne göre AP do¤rusu DAB
aç›s›n›n aç›ortay›d›r. Ayr›ca B’den geçen te¤et EBC

aç›s›n› ve D’den geçen te¤et FDC aç›s›n› eflit iki
parçaya böler. Demek ki P, bu iki aç›ortay›n kesi-
flimi oldu¤undan, eflit iki parçaya bölünen aç›lar›n
kenarlar›na eflit mesafededir, yani

d(P, DE) = d(P, AF) = d(P, AB) = d(P, BF).
Bir baflka ifadeyle, P merkezli ve dörtgenin AB,
BC, CD ve DA kenarlar›na s›ras›yla M, N, Q ve R
noktalar›nda te¤et bir C çemberi vard›r.

Bu arada, P en az 6 de¤iflik aç›n›n aç›ortaylar›-
n›n kesiflimidir. Bu 6 aç›y› görebiliyor musunuz?

Böylece
|AE| + |EC| = |AE| + |EQ| + |QC|

= |AE| + |EM| + |QC| = |AM| + |CQ|
= |AR| + |CN| = |AF| + |FR| + |CN|
= |AF| + |FN| + |NC| = |AF| + |FC|

eflitli¤ini elde ederiz. “Gerekli¤i” kan›tlad›k. “Ye-
terli¤in” de kan›t› benzerdir; okura b›rak›yoruz. ■

Urquhart Teoremi’ni odaktafl elipslerle ilgili
bir teorem haline sokabiliriz:

Sonuç. E¤er kendini kesmeyen bir dörtgenin
iki karfl›l›kl› köflesi, odak noktalar› di¤er iki karfl›-
l›kl› köfle olan bir E elipsinin üstündeyse, o zaman
dörtgenin karfl›l›kl› kenarlar›n›n kesiflimi E elipsiy-
le odaktafl olan bir baflka elips üzerindedir.

Urquhart Teoremi’ni eliptik bilardo masas›na
da yorumlayabiliriz. fiöyle: Anlataca¤›m›z flu haya-
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Ya dörtgen kendi kendini keserse ne olur?
Bu durumda da Urquhart Teoremi’nin bir ben-
zeri geçerlidir.

Theorem. Kendini kesen bir dörtgenin iki
karfl›l›kl› köflesi, odak noktalar› di¤er iki karfl›l›k-
l› köfle olan bir E elipsinin üstündeyse, o zaman
dörtgenin karfl›l›kl› kenarlar›n›n kesiflimi, E elip-
siyle odaktafl olan bir H hiperbolü üzerindedir.



li “çifte bilardo” oyununu oynayal›m. Odaktafl iki
elipsimiz olsun. D›fl elipse E, iç elipse E¡ diyelim. To-
pumuz bafllang›çta E¡ iç elipsinin içinde bir yerde
olsun. Topa belli bir istikamette vurdu¤umuzda,
topumuz elipslerin önce birinin sonra di¤erinin iç
duvarlar›na s›rayla çarp›p dursun...

Örne¤in topun önce E¡ iç elipsine çarp›p geri
dönebilir. Bu durumda top, geri döndü¤ünde E¡
elipsini geçip E elipsine do¤ru yola devam eder ve

E’nin duvar›na çar-
p›p geri döner, ar-
d›ndan E¡ elipsinin
içine girip onun di-
¤er duvar›na çar-
p›p geri döner ve
bu böyle sürekli

devam eder. Topun ilk önce iç elipsin duvar›na
çarparak gitti¤i yola (E¡, E)-yörüngesi diyece¤iz. 

Di¤er bir seçenek de topun ilk vuruflta E¡ elipsi-
ni geçip E’nin duvar›na çarpmas›. Bu durumda top

tekrar E¡ elipsine
do¤ru yönelir, elip-
sin içine girer ve
di¤er duvar›na çar-
p›p geri döner.
Sonra, flekildeki gi-
bi E’nin duvar›na

çarpar vs. Buna da (E, E¡)-yörüngesi diyece¤iz.
E¤er topun ilk yeri bir odak noktas›ysa, o za-

man her iki yörünge de di¤er odak noktas›ndan ge-
çer, sonra tekrar birinci odak noktas›ndan geçer ve

bir sonraki sütundaki flekildeki gibi yörüngenin
cinsine göre top ya FAB ya da FCD üçgenini dola-
fl›r durur.

Bir baflka flafl›rt›c› ve beklenmedik sonuç kan›t-
layaca¤›z flimdi.

Theorem. E ve E ¡ iki odaktafl elips olsun. E ¡ iç
elips olsun. Odaklara F ve F¡ diyelim. Bir (E ¡, E )-

yörüngesi F’den bafllas›n ve FAB üçgenini izlesin.
Ayn› biçimde bir (E, E ¡)-yörüngesi F’den bafllas›n ve
FCD üçgenini izlesin. E¤er F, A, C noktalar› do¤-
rusalsa F, B, D noktalar› da do¤rusald›r. Ayr›ca
her iki üçgenin de çevreleri ayn›d›r.

Kan›t: FAF¡D dörtgeninde FA + AF¡ = FD + DF¡
eflitli¤i geçerlidir. FD ve AF¡ karfl› kenarlar›n›n ke-
siflimi B¡ olsun. Urquhart Teoremi’nden dolay›,
FC + CF¡ = FB¡ + B¡F¡. Demek ki B¡ noktas› E elip-
sinin üstündedir. Dolay›s›yla AF ¡ do¤rusu E elipsi-
ni B ve B¡ noktalar›nda kesiyor. Ama odak nok-
tas›ndan ç›kan bir ›fl›n bir elipsi en fazla bir nokta-
da keser. Demek ki B = B¡ ve F, B ve D noktalar›
do¤rusald›r. Ayr›ca

FA + AB + BF = FA + AF¡ + F¡B + BF
= FD + DF¡ + F¡C + CF
= FC + CF¡ + F¡D + DF
= FC + CD + DF. ■

Elipslerin bir baflka beklenmedik özelli¤ini ka-
n›tlamadan önce bir soru soral›m. Kurflun kalemle
herhangi bir üçgen çizin. Sonra üçgenin çevrel (d›fl)
çemberini ve iç te¤et çemberini mürekkepli kalem-
le çizin. Sonra kurflun kalemle çizdi¤iniz üçgeni si-
lip bu üçgeni tekrar bulmaya çal›fl›n.

Yapman›z gereken belli. Büyük çemberin bir
noktas›ndan bafllay›p küçük çembere bir te¤et çize-
ceksiniz, bu te¤etin büyük çembere de¤di¤i di¤er
noktadan küçük çembere bir te¤et daha çizeceksi-
niz, sonra bu ikinci te¤etin büyük çembere de¤di¤i
di¤er noktadan küçük çembere üçüncü bir te¤et
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daha çizeceksiniz ve bu
üçüncü te¤etin bafllad›¤›n›z
ilk noktaya eriflece¤ini uma-
caks›n›z. E¤er do¤ru çizerse-
niz, çizime ilk bafllad›¤›n›z
nokta ne olursa olsun üç
ad›mda bafllad›¤›n›z noktaya

geri döneceksiniz. Bunu ummufl muydunuz? Yani
bir de¤il sonsuz tane çözüm vard›r. Demek ki kur-
flun kalemle çizilmifl üçgenin bir noktas›n› bilmi-
yorsan›z bulamazs›n›z.

fiimdi ayn› fleyi üçgen yerine bir dörtgenle yap›n.
Ama bu sefer dörtgeni ve çemberleri çizmek üçgen-

deki kadar kolay olmaya-
cak, aramak zorunda kala-
caks›n›z. Diyelim böyle bir
dörtgen ve bu dörtgenin
içinde bir en büyük çember
ve d›fl›nda bir en büyük çem-
ber buldunuz. Büyük çem-

berin hangi noktas›ndan bafllarsan›z bafllay›n te¤et
çizerek dört ad›mda bafllad›¤›n›z noktaya gelirsiniz.

Ödüllü Soru: Üç kenar› küçük çembere te¤et
ve üç köflesi büyük çember
üstünde bir üçgenin olabil-
mesi için, çemberlerin r ve s
yar›çaplar›yla çemberlerin
birbirlerine olan d uzakl›¤›
aras›ndaki nas›l bir cebirsel
iliflki olmal›d›r?

Yukarda f›s›ldamaya çal›flt›¤›m›z özellik sade-
ce çemberler için de¤il elipsler için de do¤rudur.
“fiafl›rt›c›” hafif bir deyim!

Poncelet Kapan›fl Teoremi ya da Poncelet Po-
rizma’s›1. E ve E ¡ biri di¤erinin içinde iki odaktafl
elips olsun. E ¡, E ’nin içinde olsun. E elipsini bir bi-
lardo masas› olarak görelim. D›fl elipsin üstünde ya
da içinde bir nokta olsun. Bilardo topunu bu P
noktas›na koyarak E ¡ elipsine te¤et olacak biçimde
f›rlatal›m. E¤er top n kez banta çarpt›ktan sonra
gene bafllad›¤› P noktas›na geliyorsa (top hep E ¡
elipsine te¤et do¤rulardan oluflan bir yörünge izler,
bunu biliyoruz) o zaman bu özellik sadece P nokta-

s› için de¤il, d›fl elipsin her noktas› için geçerlidir.

Bu teoremi en iyi anlaman›n yolu odak nokta-
lar›n›n bir oldu¤u F = F¡ özel durumuna bakmak.
Bu özel durumda odaktafl elipsler asl›nda ortak
merkezli iki çemberdir. Çemberin simetrisinden
dolay› teorem bu durumda oldukça bariz. Elipsler
için ise hiç bariz de¤il.

Poncelet Porizmas›’n›n kan›t› hiç de kolay de-
¤ildir. Ne yaz›k ki burada bu teoremi kan›tlayama-
yaca¤›z.

Yukarda yazd›¤›m›z teoremden çok daha genel
ve çok daha flafl›rt›c› bir teorem do¤ru. Biri di¤eri-
nin içinde herhangi iki elips alal›m. “Herhangi”nin
üstüne bas›yoruz, elipsler odaktafl olmak zorunda
olmad›klar› gibi ayn› eksenlere bile sahip olmak zo-
runda de¤iller. sadece biri di¤erinin içinde olmal›.

D›fl elipsin içinde ama iç elipsin d›fl›nda her-
hangi bir P noktas› alal›m. P’den iç elipse bir te¤et
çizelim. Bu te¤et d›fl elipsi P1 ad›n› verece¤imiz

ikinci bir noktada keser. Bu sefer P’den bafllayarak
yapt›¤›m›z› P1’den bafllayarak yapal›m. P1’den iç
elipse bir te¤et çizelim ve bu te¤et d›fl elipsi bir de
ayr›ca P2 noktas›nda kessin. Bunu böyle devam et-
tirelim. Diyelim n ad›mda P’ye geri geldik, yani Pn
= P oldu. O zaman bu özellik sadece P noktas› için
de¤il,  d›fl elipsin içinde ama iç elipsin d›fl›nda al›-
nan herhangi bir nokta için de geçerlidir, yörünge-
ler hep n ad›mda bafllang›ç noktas›na gelirler.  ♦
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* Porizma (‹ng. porisma): “Bir çözüm varsa sonsuz say›da çö-
züm vard›r” gibi teoremler için kullan›lan ve bugün modas›
geçmifl olan bir sözcük. 


