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Paraboller icin
Poncelet Teoremleri

Selcuk Demir* / sdemir@bilgi.edu.tr

Gecen sayida elipsler igin tinlii Pon-
celet Teoremleri’ni kanitlamigtik [MD-2005-11,
sayfa 51]. Bu ilging teoremi animsatalim:

Elips Icin Poncelet Teoremleri. M ve N, elips
tizerinde iki nokta, P de bu noktalardaki tegetlerin

kesisim noktast olsun. F ve Fj elipsin odaklarin
simgelesin. Bu durumda

1. m(MPF) = m(NPFj).

2. m(MFP) = m(PEN).

Bu yazida bu teoremin benzerini paraboller
i¢in kanitlayacagiz. Once parabolden baslayalim.

Parabol. Odak noktasi F ve dogrultmani d
olan parabolii Z(F, d) ile gosterelim. Demek ki,
P(F,d)={P:d(P,d) =d(P, F).

Dejenere durumla muhatap olmamak igin
F’nin d’nin tstiinde olmadigini varsayacagiz.

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
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Gecgen sayimizda [MD-2005-1I, sayfa 24-25],
iki dogru diginda, parabolii kesen her dogrunun
parabolii iki degisik noktada kestigini kanitlamig-
tik. Bunlardan biri paraboliin eksenine paraleldir,
digeri ise parabole tegettir. Biz bu yazida isin biraz
kolayina kagip tegeti su anlamda kullanacagz:
Eger bir ¢ dogrusu parabolii sadece P noktasinda
kesiyorsa ve paraboliin eksenine paralel degilse, o
zaman ¢ dogrusuna parabole P’de teget diyecegiz.
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Tegetin asil matematiksel tanimi bu degildir ama
egri parabol oldugunda, kabul ettigimiz teget kav-
ramu gergek teget kavramiyla ortiigtir. Bu iki kav-

ramin denkliginin kanitin1 gercek teget kavramini
anlayabilecek donanima sahip olan, yani tiirev
kavramini bilen okura birakiyoruz.

Teorem. P, 2(F, d) parabolii iizerinde bir nok-
ta, H de P’nin d iizerindeki izdiisiimii olsun. Para-
bole P noktasinda teget dogru HF dogru parcasi-

min orta dikmesidir.
|
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Kanit: H, d dogrusu uzerinde herhangi bir nok-
ta olsun. FH dogrusunun orta dikmesine ? diyelim.
?’nin parabole teget oldugunu kanitlayacagiz.

Once ?nin parabolii kestigini kanitlayalim.
H’den d’ye bir dikey ¢ikalim. Bu dikey ? dogrusu-
nu P noktasinda kessin. ? dogrusu HF’nin orta dik-
mesi oldugundan, d(P, d) = d(P, H) = d(P, F) olma-
li. Demek ki P noktasi paraboliin iistiinde. Boylece
?nin parabolii kestigini kanitladik.

Simdi de ?’nin parabolii bir bagka noktada kes-
medigini kanitlayalim. Diyelim ? dogrusu parabo-
la bir bagska noktada kesiyor. Q, ?’nin ve parabo-
lun Gstiinde ve P’den degisik bir nokta olsun. G de
O’niin d tzerine izdugiimi olsun. O zaman

0OG = OF = OH > QG,
bir celigki.

FH’nin ortadikmesi olan ? dogrusunun para-
bolii tek bir noktada kesitigini kanitladik. Yatay
bir dogru olmadigindan, bundan ?’nin parabole te-
get oldugu ¢ikar.

Simdi paraboliin iistiinden herhangi bir P nok-
tast alalim ve P’den parabole ¢ tegetini ¢izelim. H,
Pnin d’ye olan izdigumu olsun. HF’nin ortadik-
mesinin parabole P noktasinda teget oldugunu bir
onceki paragrafta gordiik. Demek ki ¢ bu ortadik-
meymis. 0

Bu teorem sayesinde, parabolin verilen bir
noktasindan parabole teget cizilebilir, bir dogru-
nun parabole teget olup olmadig: anlagilabilir, bir
teget verilmigse tegetin parabole degme noktasi bu-
lunabilir vs. Bunlari okura birakiyoruz.

Simdi parabol i¢in Poncelet teoremlerini kanit-
layabiliriz.

Parabol I¢in Poncelet Teoremi. M ve N, 2(F, d)
parabolii iizerinde iki nokta olsun. Bu parabole M
ve N noktalarmdan cizilen tegetler P noktasinda
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kesissin. PX dogrusu paraboliin simetri eksenine
paralel olsun. O zaman,

1. m(XPM) = m(EPN).

2. m(PFM) = m(PFN).

e

N

Kanit: 1. G ve H, sirasiyla, M ve N’nin d dog-
rultayina olan izdusiimleri olsun. Bir 6nceki onsav-
dan dolayt MP, FG’nin ve NP, FH’nin orta dikme-
sidir. Kanitimiz1 dort adimda yapacagiz:

d

a) XPM ve FGH agilarinin kenarlari dik oldu-
gundan, m(XPM) = m(FGH).

b) P, hem FG’nin hem de FH’nin orta dikme-
leri Gizerindedir. Demek ki H, F ve G noktalar1 P
merkezli IPFl yaricapli cember iizerindedirler. HPF
acisi, FGH ¢evre agisinin gordiigli yayr goren mer-
kez a¢1 oldugundan, m(FGH) = m(HPF)/2 [MD-
2005-I1, sayfa 40, Onsav 1].

¢) PN dogrusu HPF agisinin agiortayi oldugun-
dan, m(HPF)/2 = m(FPN).

Bu ti¢ adimdan, m(XPM) = m(FPN) esitligi ¢i-
kar: m(XPM) = m(PMG) = m(FGH) = m(HPF)/2 =
m(FPN).

2. Yukarda yapilanlardan yararlanarak asagi-
daki esitlikleri teker teker kontrol edebiliriz:
m(PFM) = m(PGM) = m(PGH) + m(HGM) =
m(PHG) + m(GHN) = m(PHN) = m(PFN). |
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Alstirmalar

1. d dogrusu ve bu dogru tizerinde olmayan bir
A noktasi veriliyor. A’dan gecen ve d’yi dogrult-
man kabul eden parabollerin odaklarinin geomet-
rik yerini bulunuz.

2. O merkezli sabit bir C ¢emberi tizerinde ali-
nan sabit bir A noktasinda teget olan bir d dogrusu
ciziliyor. Bu d dogrusu tizerinde hareket eden bir B

d

noktasi aliniyor. B’den C ¢emberine E noktasinda
teget olan bir dogru ¢iziliyor. B noktasinda d’ye dik
olan dogru ile OE dogrusu bir M noktasinda kesi-
siyor. Bu M noktalarinin geometrik yerini bulunuz

3. C agst dik olan ABC ikizkenar dik ti¢geni-
nin AB hipotentisii Uizerinde alinan bir P noktasi-
nin CA ve CB kenarlar1 tizerindeki izdiigimleri E

B

ve D noktalari olsun. EPD agisinin agiortayiyla
ED dogrusunun kesisim noktast da M olsun. P
noktast AB dogrusu iizerinde hareket ettigi takdir-
de M noktasinin geometrik yerini bulunuz.

4. Odag F, dogrultman d, ekseni FX olan bir
parabol veriliyor. F odagindan gegen kirisin ug
noktalar1 M, Mj, FX ile FM arasindaki a1 da a
(mod 2p) olduguna gore,

a) MF ve MF; uzunluklarini paraboliin p para-
metresi ve @ agisinin fonksiyonlari olarak hesapla-
yiniz. (p, odak ile dogrultman arasindaki uzakhig:
gosteriyor).

b) MM;j uzunlugunu bulunuz.

¢) 1/MF + 1/MF; sayisinin bir sabit oldugunu
gosteriniz.
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d) MM; = 2d uzunlugu verildigine gore M nok-
tasini ¢izimle bulunuz.

5. Odag F, dogrultmani d olan parabole dig
bolgesinde bulunan bir A noktasindan cizilen teget-
lerin parabole degme noktalart M ve M olsun. A
noktasindan eksene cizilen paralel dogru MM; dog-
ru parcasinin orta noktasindan geger. Kanitlayiniz.

6. Iki tegeti ve bunlarin degme noktalar1 veri-
len parabolii ¢iziniz. (Yani odak noktasini ve dog-
rultmani bulunuz.)

7. Ug tegeti ve bunlardan birinin degme nokta-
s1 verilen parabolii ¢iziniz. (Yani odak noktasini ve
dogrultmani bulunuz.)

8. Odagi F, dogrultmani d olan parabole digin-
daki bir noktadan iki teget ciziliyor. A, Aj bu teget-
lerin degme noktalari ise:

a) PF 3 PF = FA 3 FAj oldugunu,

b) PA 3 PA 3 AjF = PA;j 3 PA;j 3 AF oldugunu
kanitlayiniz.

¢) Parabolin bir degisken tegeti AP’yi Q,
AiP’yi Qi noktalarinda kesiyor. Tegetin degme
noktast M ile gosteriliyor ise, FQ 3 FQj = PF 3 FM
oldugunu kanitlayiniz. ¢

Frefier Teoremi

Frefier Teoremi. Herhangi bir konik alalim.
Bu konik iistiine herhangi bir P noktast alalim.
Dik agisi P’de olmak iizere cizilen iicgenlerin bi-
poteniisleri ortak bir A noktasindan gecerler.

pias

P

Soru 1. Elips ve P noktasi verilmis. Dik agist
P’de olan ve elipsin icine sigan hipotentsii/ala-
ni/cevresi en biiyiik dikiiggeni bulun.

Soru 2. Sadece elips verilmis. Elipsin icine si-
gan hipotenusii/alani/cevresi en biyiik olan di-
kiicgeni bulun.

Soru 2. P elips ustiinde dolanirken A’larin
geometrik yerini bulun.




