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x ekseni üzerinde orijinden uzakl›¤› c olan iki
F ve F¡ noktas› alal›m. Geçen say›m›zda F ve F¡

noktalar›na olan
uzakl›klar›n›n topla-
m› bir sabit olan
noktalar kümesinin
bir elips oldu¤unu

görmüfltük (MD-2005-II, sayfa xx-xx). Demek ki,
e¤er bu sabite 2a dersek, düzlemin

|PF| + |PF¡| = 2a
eflitli¤ini sa¤layan P noktalar› kümesi bir elipstir.

Uzakl›klar›n toplam›n›n sabit oldu¤u noktala-
ra bakaca¤›m›za, uzakl›klar›n çarp›m›n›n sabit ol-
du¤u noktalara bakarsak ne elde ederiz? Bu sabite
bu sefer (elipste oldu¤u gibi 2a yerine) a2 diyelim.
Demek ki, düzlemin

|PF|Ö|PF¡| = a2

eflitli¤ini sa¤layan P noktalar› kümesine bak›yoruz.
Bu kümeye Ca diyelim. Bunlara Cassini e¤risi ad›
verilir.

Elipsin tersine, bu e¤rilerin flekli ve özellikleri,
afla¤›da görüldü¤ü gibi a sabitine göre de¤iflir.

Dikkat ederseniz, orijinin Cassini e¤risinde ol-
mas› için, yani

|OF|Ö|OF¡| = a2

eflitli¤inin sa¤lanmas› için gerek ve yeter koflul

c2 = |OF|Ö|OF¡| = a2,
yani c = a eflitli¤idir. Demek ki orijin sadece Cc Cas-
sini e¤risinin üstündedir, di¤erlerinin üstünde de-
¤ildir. Kendi kendini kesen bu Cc Cassini e¤risi son-
suz iflaretine benzer; hatta baz› karakter tiplerinde
sonsuz iflareti Cc Cassini e¤risi olarak gösterilir. Bu
önemli e¤riyi bir kez daha çizelim:

Cassini e¤risi y eksenini keser mi? Bazen keser
bazen kesmez, a ve c’ye göre de¤iflir. Böyle bir ola-
s› kesiflim noktas›na P(0, b) dersek, o zaman |PF| =
|PF¡| ve a2 = |PF|Ö|PF¡| = |PF|2 = b2 + c2, yani a ² c
olur. Bu koflulun Cassini e¤risi y eksenini kesmesi
için yeterli oldu¤u da aynen böyle kan›tlan›r.

Yan sütundaki flekilden de görülece¤i üzere, c
< a ve c > a durumlar›nda Cassini e¤rileri iki de¤i-
flik tav›r sergiliyorlar. Bunlara bir de ayr›ca c = a
fl›kk› ekleniyor.

E¤er a < c ise, Cassini e¤risi birbirine y ekseni-
ne göre simetrik ve odak noktalar›n›n her birini iç-
lerinde bulunduran iki ayr›k parçadan oluflur.

E¤er a > c ise, Cassini e¤risi fasulyeyi and›ran
tekparça bir e¤ridir. Bu e¤rileri bir sonraki sayfada
ayr›ca çizdik. Bunlar Ca basit (yani kendi kendini
kesmeyen) ve kapal› e¤rilerdir. E¤er a ² Õ2c ise Ca
Cassini e¤rileri d›flbükey olurlar ve o zaman Cassi-
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Cassini e¤rileri. Orijinden geçen ve sonsuz iflaretine (ya da
yatan bir 8’e) benzeyen e¤ri a = c için elde edilen Cassini
e¤risidir. a > c için Cassini e¤rileri bu “8 e¤risi”nin d›fl›ndad›r.

Sonsuzluk simgesi ¤ imi ilk kez 1655’te Wallis taraf›ndan
kullan›lm›flt›r.

a < c için Cassini e¤rileri. a küçüldükçe e¤ri küçülür. a
= 0 için sadece F ve F ¡ noktalar›ndan oluflan “dejenere” e¤ri

bulunur.
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G
iovanni Cassini (1625-1712) ‹talyan-
Frans›z astronom. Jüpiter’in ve Mars’›n
kendi etraf›nda dönüfl süresini (bu sonun-

cusunu sadece 3 dakikal›k bir hatayla) hesaplam›fl
ve Jüpiter’in aylar›n›n pozisyonlar›n›n bir cetveli-
ni ç›karm›flt›r. Ayr›ca Satürn’ün Iapetus, Rhea,
Dione ve Tethys uydular›n› bulmufltur.

Jüpiter’in uydular›n›n pozisyonlar›n› hesaplar-
ken gördü¤ü tutars›zl›k-
lardan yola ç›karak ›fl›-
¤›n sonlu bir h›z› olabile-
ce¤ini ve ›fl›¤›n Günefl’ten
Dünya’ya 10-11 dakika-
da geldi¤ini düflünmüfl,
ki afla¤› yukar› 250.000
km/s’ye tekabül eder bu
h›z. Ifl›¤›n gerçek h›z›
299.792.458 m/s’dir; an-
cak o zamanlar Dün-
ya’yla Günefl aras›ndaki
mesafe bilinmedi¤inden
bu h›z elde edilemezdi.
Ama daha sonra bu dü-
flünceyi saçma bularak
reddetmifltir. Bundan 7
y›l sonra, 1676’da, Dani-
markal› astronom Ole
Römer’in Cassini’nin ve-
rilerinden de yararlana-
rak ›fl›¤›n h›z›n› %3’lük
bir hatayla (gerçe¤inden
daha h›zl›) tahmin etmesi ilginçtir.

Sicilyal› (yani Yunan!) flair ve filozof Empe-
docles (MÖ 492-432) ›fl›¤›n sonlu bir h›z› olabile-
ce¤ini ilk düflünenlerdendir. Aristo (MÖ 384-322)
bu düflünceyi reddetmifltir. Arap bilginleri ‹bni Si-
na (980-1037) ve Alhazen (965-1039) ›fl›k h›z›n›n
sonlu oldu¤unu düflünmüfl, ancak bu düflünceleri
Bat›’ya ulaflmam›fl ya da Bat›’y› etkilememifl ola-
cak ki 600 y›l sonra Kepler (1571-1630) ve Des-
cartes (1596-1650) bile ›fl›¤›n h›z›n›n ça¤dafllar› gi-
bi sonsuz oldu¤unu düflünmüfltür, çünkü uzayda
›fl›¤› yavafllatacak hiçbir fley yoktur. Galileo (1564-
1642) en az›ndan ›fl›¤›n sesten daha h›zl› gitti¤ini
düflünmüfl ve ›fl›k h›z›n› ölçmek için herhangi bir
sonuca varmayan deneyler yapm›flt›r.

Cassini ö¤renciyken fliire, matemati¤e ve ast-
ronomiye ilgi duymufltur. ‹nanmamas›na karfl›n
en çok astrolojiyle ilgilenirdi; bu konuda eline ne
geçtiyse okumufl ve k›sa zamanda derin bir astro-
loji bilgisine (!) sahip olmufltur. ‹lk ifli de bir Bo-
lonya soylusu yan›nda astrologluk olmufltur.

17’nci yüzy›lda astronomlar›n en ilgi çekici ko-
nusu günefl sistemiydi. Kopernik (1473-1543)

1512’de Samos’lu Aris-
tarcus’un (MÖ 3 yy) ve
‹skenderiyeli Ptoleme’nin
(MS 87-150) öne sürdü-
¤ü gibi Dünya’n›n de¤il
Günefl’in evrenin (yani
günefl sisteminin) merkezi
oldu¤unu ileri sürmüfltü.
Bilindi¤i üzere Galileo,
Kopernik’in günefl mer-
kezli kuram›na inanan ve
bu kuram› inatla savunan
biriydi ve bu yüzden En-
gizisyon mahkemeleri ta-
raf›ndan hapsedilmiflti.
Cassini ise genç yafllar›n-
da Kopernik’in teorisini
reddederek Dünya’n›n
evrenin merkezi oldu¤u-
na inanm›fl, ama daha
sonra 1630’a do¤ru Bra-
he Tycho’nun (bkz. sayfa
112) kuram›n› kabul et-

mifltir. Brahe Tycho’nun kuram›na göre Ay ve Gü-
nefl Dünya’n›n etraf›nda, di¤er gezegenler ise Güne-
fl’in etraf›nda dönüyorlard›. Asl›nda Tycho Bra-
he’nin böyle bir günefl sistemine inanmas› yeterince
nedeni vard›: Ölçümlerine göre ya evren inan›lmaz
büyüktü ve kulland›¤› aletler yeterince hassas de¤il-
di ya da günefl sistemi böyle olmal›yd›. Nitekim
1838’de Bessel, Brahe Tycho’nun deneylerini yapt›-
¤›nda, buldu¤u ölçümler Tycho’nun aletlerinin ya-
pabilece¤i hatan›n yüzde biri kadard›. Alman mate-
matikçi ve astronom Erasmus Reinhold, Tycho’dan
birkaç y›l önce ayn› kuram› ortaya atm›flt›. (Demek
istedi¤imiz, insanlar›n dünyan›n evrenin merkezi ol-
du¤una inanmas› hiç de san›ld›¤› gibi gerekçesiz ve
sadece hurafeden ibaret de¤ildi.)

Giovanni Cassini ve Astronomi



ni ovalleri ad›n› al›rlar çünkü basit, kapal› ve d›fl-
bükey e¤rilere oval ad› verilir. Örne¤in elipsler de
ovaldirler; elipsler Cassini ovallerine çok benzerler
ama de¤ildirler.

Önce Cassini e¤rilerinin denklemini bulal›m.
Cassini e¤risi üstünde bulunan bir P noktas›n›n
koordinatlar›na (x, y) dersek,

buluruz. |PF|Ö|PF¡| = a2 formülünün karesini alarak,
a4 = (x2 + y2 + c2 - 2cx)(x2 + y2 + c2 + 2cx)

ve

buluruz. Demek ki,  Ca Cassini e¤risinin 
(x2 + y2 + c2)2 - 4c2x2 = a4

ya da buna eflde¤er olan
(x2 + y2)2 + 2c2(y2 - x2)2 = a4 - c4

dür. Dördüncü dereceden bir polinom taraf›ndan
verilen e¤rilere kuartik (quartic) ya da dördül (?) de-
nir. Elipslerden esinlenerek, F ve F¡ noktalar›na
odak noktalar› ve 2c say›s›na da odak mesafesi ad›
verilir.

Karmafl›k Say›larda Yorum. '2 düzleminin her
(x, y) noktas›n› karmafl›k say›lar›n z = x + iy Í !
karmafl›k say›s›n› olarak görebilece¤imizi biliyoruz
[MD-2005-II, sayfa xx-xx]. Böylece her Cassini e¤-
risi karmafl›k say›lar kümesinin bir altkümesi ola-
rak görülebilir.

Karmafl›k say›lar› kullan›rsak ve P(x, y) nokta-
s› yerine z = x + iy karmafl›k say›s› yazarsak, Cas-
sini e¤risinin formülü,

|z - c|Ö|z + c| = a2,
yani

|z2 - c2| = a2

biçiminde yaz›l›r. Bu formül sayesinde Cassini e¤-
rilerini baflka türlü yorumlayabiliriz:

Karmafl›k say›larda z: z2 “kare alma” fonksi-
yonuna bakal›m. Orijin d›fl›nda, karmafl›k say›larda
(gerçel say›larda da) kare alma fonksiyonu ikiye
birdir, yani bu fonksiyon iki de¤iflik karmafl›k say›-
y› (z ve -z say›lar›n›) ayn› say›ya (z2 say›s›na) götü-
rür. Örne¤in, bu fonksiyonla F ve F¡ odak noktala-
r›, koordinatlar› (c2, 0) olan H noktas›na giderler.

Gerçel say›larda kare alma fonksiyonunun im-
gesi negatif olmayan say›lard›r, çünkü negatif bir
gerçel say› bir baflka gerçel say›n›n karesi olamaz)
ama karmafl›k say›larda her say›n›n karekökü ol-
du¤undan (MD-2005-II, sayfa xx), kare alma
fonksiyonu karmafl›k say›larda örten bir fonksi-
yondur; örne¤in i2 = -1. Daha da genel olarak,
e¤er bir z karmafl›k say›s›n›,

z = r cis q
olarak kutupsal biçiminde yazarsak (burada r Í
'≥0, q Í [0, 2p) ve cis q = cos q + i sin q), o zaman

(°√r cis q/2)2 = z
dir.

Yukarda buldu¤umuz |z2 - c2| = a2 formülüne
bakar bakmaz görülece¤i gibi, Ca Cassini e¤risi,
karmafl›k say›lar›n altkümesi olarak görüldü¤ün-
de, kare alma fonksiyonu alt›nda merkezi H(c2, 0)
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Cassini, kendi ad›yla an›lan bu e¤rileri Dün-
ya’yla Günefl’in birbirine göre yörüngeleri üzeri-
ne düflünürken bulmufltur. Kepler’in eliptik yö-
rünge kuram›n› reddetmifl, Günefl’i sabit al›rsak,
dünyan›n yörüngesinin bir Cassini e¤risi oldu-
¤unu ileri sürmüfltür. Cassini’ye göre Günefl bu
e¤rinin odak noktalar›ndan biri üstündeydi.
Kepler’in hakl› oldu¤unu anlamak için New-
ton’› beklemek gerekti.

Bernoulli Lemniskat›
E¤er a = c ise, daha önce de belirtti¤imiz gibi, 

(x2 + y2)2 = 2c2(x2 - y2)
denklemiyle verilen Cc Cassini e¤risi kendini ke-
ser. Bu e¤riler biraz daha yak›ndan bak›lmaya
de¤erdir. Cc e¤risi tekparçad›r, yani el kâ¤›ttan
kalkmadan çizilebilir. Orijinden iki kez geçer,
yani orijinde bir dü¤üm oluflur. Bu e¤ri ayr›ca
Bernoulli Lemniskat’› ya da sekiz e¤risi olarak
da bilinir (lemniscatus, Latince “sarkan kurde-
le” demektir). Jacob Bernoulli’nin 1694’de bul-
du¤u bu e¤rinin 1680’de Cassini’nin buldu¤u
familyan›n bir üyesi oldu¤u afla¤› yukar› 100 y›l
sonra anlafl›lm›flt›r.

PF x c y x y c cx= -( ) + = + + -2 2 2 2 2 2

x y c y x a c2 2 2 2 2 2 4 42+( ) + -( ) = -



ve yar›çap› a2 olan çembere dönüflür. Yani Cassini
e¤rileri çemberlerin kare alma fonksiyonu alt›nda-
ki önimgeleridir. Bu dedi¤imizin resmini yukarda
bulacaks›n›z.

Ca Cassini e¤rilerinin x ve y eksenleriyle kesifli-
mini bulmak çok kolay; Cassini e¤risinin yukarda
gri kutuda buldu¤umuz

formülünde s›ras›yla y = 0 ve x = 0 al›p x ve y’yi
bulmak yeterli.

Önce x ekseniyle kesiflimini bulal›m. Yukarda-
ki formülde y = 0 yapal›m.

buluruz. Bu denklemi çözmek kolay:

bulunur. E¤er a < c ise 4 çözüm, e¤er a = c ise, biri
0 çözümü olmak üzere 3 çözüm, e¤er a > c ise 2 çö-
züm vard›r, aynen beklenildi¤i gibi...

Ayn› yöntemle Cassini e¤rilerinin y ekseniyle
de kesiflimleri bulunur:

Beklenildi¤i gibi, e¤er a < c ise Cassini e¤rileri y ek-
seniyle kesiflmez.

a = c fl›kk›nda, yani Bernouilli Lemiskat›’nda x
ekseniyle kesiflimi, orijin d›fl›nda,

dir. Ayr›ca orijindeki te¤etlerin x = °y denklemle-
riyle verilmifl do¤rular oldu¤u kolayl›kla kan›tlan›r.
(‹pucu: y = mx do¤rusuyla lemniskat› kesifltirin. Ne
zaman tek bir kesiflim noktas› buluyorsunuz?)

Lemniskatla hiperbol aras›nda ilginç bir iliflki
vard›r. Ayn› düzleme 

(x2 + y2)2 + 2c2(y2 - x2) = 0
lemniskat›’n›, bu lemniskat› çevreleyen

x2 + y2 = 2c2

çevrel çemberi ve
x2 - y2 = 2c2

denklemiyle verilmifl hiperbolü çizelim. E¤imi m <
1 olan ve O’dan ç›kan herhangi bir ›fl›n alal›m. Bu

›fl›n yukardaki üç e¤riyi s›ras›yla P, R ve Q nokta-
lar›nda kessin. Kolay bir hesapla,

|OR|2 = 2c2
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-c c c2 a2 (a < c)

a2 (a = c)

a2 (a > c)

Ca, a < c

Ca, a > c

Ca, a = c

kare alma fonksiyonu

-c c 2 c- 2 c
45°

   
OP

c m

m

2
2 2

2

2 1

1
=

-( )
+

,

x c= ° 2

   x c x a c4 2 2 4 42- = -

   x c a= ° °2 2

y a c= ° -2 2 .

x y c y x a c2 2 2 2 2 2 4 42+( ) + -( ) = - .

Birbirinin Tersi E¤riler
Merkezi O ve yar›çap› r olan bir çember veril-
mifl olsun. E¤er O, P ve Q noktalar› do¤rusalsa
ve |OP|·|OQ| = r2 eflitli¤ini sa¤lan›yorsa, P ve Q
noktalar›na çembere göre birbirinin tersi denir.
E¤er P noktas› bir C1 e¤risinin üstünde dolafl›r-
sa, P’nin tersi olan Q noktalar› da bir baflka C2
e¤risinin üstünde dolafl›r. C1 ve C2 e¤rilerine
çembere göre birbirinin tersi denir.

P
R

Q y = mx

O
2 c- 2 c



ve

bulunur. Demek ki
|OP| ³ |OQ| = |OR|2 = 2c2.

Bu durumda, lemniskat›n çevrel çemberine göre
ters e¤risi hiperboldür” denir. (Bkz. bir önceki say-
fan›n en alt›ndaki gri kutu.) 

Lemniskat Nas›l Çizilir?
1. r yar›çapl› bir çember çizelim.
2. Bu çemberin merkezinden r√2 uzakl›kta bir

O noktas› alal›m.
3. O’dan çemberi iki noktada kesen bir ? do¤-

rusu çizelim.
4. Bu do¤ru çemberi Q1 ve Q2 noktalar›nda

kessin.

5. Q1 ve Q2 noktalar› aras›nda |OQ1| = |PQ2|
eflitli¤ini sa¤layan P noktas› alal›m.

‹flte bu yöntemle bulunan P noktalar› kümesi
lemniskat›n bir yar›s›d›r. Lemniskat›n di¤er yar›s›
çemberin simetri¤i al›narak bulunur.

Ödüllü Soru: Bu çizim neden bir lemniskat ve-
rir? ♦
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OQ

c m

m

2
2 2

2

2 1

1
=

+( )
-

Gauss’la Abel
Lemniskat Peflinde

Gauss, 1797’de lemniskat› çentiksiz cetvel ve
pergelle befl eflit parçaya
bölmeyi baflarm›flt›r.
Abel, Gauss’un araflt›r-
mas›ndan ba¤›ms›z ola-
rak ayn› konuda düflün-
müfl ve lemniskat›n çen-
tiksiz cetvel ve pergelle n
eflit parçaya bölünmesi
için birbirinden farkl› p1,
..., pk Fermat asallar›
[MD-2005-x, sayfa xx]
için, 

n = 2ap1 ... pk
eflitli¤inin do¤ru olmas› gerekti¤ini kan›tlam›flt›r.

Pi’imt›rak Bir Say›
Gauss ve Euler’in lemniskat e¤risinin uzun-

lu¤unu hesaplama u¤rafllar› daha sonra elliptik
fonksiyon ad›yla bilinen fonksiyonlar›n bulun-
mas›na yol açm›flt›r.

Lemniskat’›n alan› 2c2’dir. Uzunlu¤u ise v
diye yaz›lan ve  lemniskat sabiti olarak an›lan

v º 2,6220575543...
say›s›yla do¤rudan orant›l›d›r. Lemniskat›n uzun-

lu¤u tam olarak 2va’d›r. Burada, a = c√2’dir ve 
dir. v harfi, Yunan alfabesinin el yaz›s› p’sidir
ve matematiksel olarak lemniskatlar için çem-
berde p’nin oynad›¤› rolü oynar. Yukardaki for-
mülle flu formülü karfl›laflt›rmak ilginç olacakt›r:

Bat› müzi¤inin en uzun
bestesi Hollandal› besteci
Simeon ten Holt (d.
1923) taraf›ndan bestele-
nen Lemniscate’tir. Ad›-
n›n nereden kaynaklan-
d›¤› anlafl›l›yordur her-
halde...

O

r

Q1

P

Q2

r√2

?

Lemniskat çizen bir alet.
Ödüllü Soru: Bu alet nas›l olur da lemniskat çizer?

Niels Abel (1802-1829)

   
v =

-
ñ2
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p =

-
ñ2
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1 dt
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