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x ekseni tizerinde orijinden uzakhg ¢ olan iki

F ve Fj noktasi alalim. Gegen sayimizda F ve Fj
noktalarina  olan

uzakliklarinin topla-

mi bir sabit olan

----- noktalar kiimesinin
bir elips oldugunu
gormiistitk (MD-2005-11, sayfa xx-xx). Demek ki,
eger bu sabite 2a dersek, diizlemin
\PF| + |PFi| = 2a
esitligini saglayan P noktalari kiimesi bir elipstir.
Uzakliklarin toplaminin sabit oldugu noktala-
ra bakacagimiza, uzakliklarin ¢arpiminin sabit ol-
dugu noktalara bakarsak ne elde ederiz? Bu sabite
bu sefer (elipste oldugu gibi 2a yerine) 42 diyelim.
Demek ki, diizlemin
|PF(|PFj| = a2
esitligini saglayan P noktalari kiimesine bakiyoruz.
Bu kiimeye C, diyelim. Bunlara Cassini egrisi adi
verilir.
Elipsin tersine, bu egrilerin sekli ve 6zellikleri,
asagida goruldugi gibi a sabitine gore degisir.

Cassini egrileri. Orijinden gecen ve sonsuz isaretine (ya da
yatan bir 8’e) benzeyen egri @ = ¢ icin elde edilen Cassini
egrisidir. a > c icin Cassini egrileri bu "8 egrisi”nin disindadir.
Dikkat ederseniz, orijinin Cassini egrisinde ol-
masl i¢in, yani
|OF()|OFj| = a?
esitliginin saglanmast igin gerek ve yeter kosul
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c2 = |OF[j|OFj| = a2,
yani ¢ = a esitligidir. Demek ki orijin sadece . Cas-
sini egrisinin ustindedir, digerlerinin {istiinde de-
gildir. Kendi kendini kesen bu £, Cassini egrisi son-
suz isaretine benzer; hatta bazi karakter tiplerinde
sonsuz isareti €, Cassini egrisi olarak gosterilir. Bu
onemli egriyi bir kez daha cizelim:

Sonsuzluk simgesi @ imi ilk kez 1655’te Wallis tarafindan
kullanilmigtir.

Cassini egrisi y eksenini keser mi? Bazen keser
bazen kesmez, a ve c’ye gore degisir. Boyle bir ola-
s1 kesisim noktasina P(0, b) dersek, o zaman |PF| =
|PFi| ve a2 = |PR|PFj| = |PF? = b2 + 2, yania 2 ¢
olur. Bu kosulun Cassini egrisi v eksenini kesmesi
icin yeterli oldugu da aynen boyle kanitlanir.

Yan stutundaki sekilden de gorulecegi tizere, ¢
< a ve ¢ > a durumlarinda Cassini egrileri iki degi-
sik tavir sergiliyorlar. Bunlara bir de ayrica ¢ = a
sikki ekleniyor.

Eger a < c ise, Cassini egrisi birbirine y ekseni-
ne gore simetrik ve odak noktalarinin her birini i¢-
lerinde bulunduran iki ayrik par¢adan olusur.

a < cicin Cassini egrileri. a kiictildikce egri kiicllur. a
=0 icin sadece F ve Fj noktalarindan olusan “dejenere” egri
bulunur.

Eger a > c ise, Cassini egrisi fasulyeyi andiran
tekparca bir egridir. Bu egrileri bir sonraki sayfada
ayrica ¢izdik. Bunlar ¢, basit (yani kendi kendini
kesmeyen) ve kapali egrilerdir. Eger a 2 02c¢ ise ¢,
Cassini egrileri disbiikey olurlar ve o zaman Cassi-
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Giovanni Cassini ve Astronomi

iovanni Cassini (1625-1712) Italyan-
GFran31z astronom. Jipiter’in ve Mars’in

kendi etrafinda donts siiresini (bu sonun-
cusunu sadece 3 dakikalik bir hatayla) hesaplamig
ve Jupiter’in aylarinin pozisyonlarinin bir cetveli-
ni ¢ikarmugtir. Ayrica Satiirn’iin Iapetus, Rhea,
Dione ve Tethys uydularini bulmustur.

Jupiter’in uydularinin pozisyonlarini hesaplar-
ken gordiigh tutarsizlik-
lardan yola cikarak isi-
gin sonlu bir hizi olabile-
cegini ve 15181n Giines’ten
Diinya’ya 10-11 dakika-
da geldigini distinmiis,
ki asagi yukari 250.000
km/s’ye tekabiil eder bu
hiz. Isigin gercek hizi
299.792.458 m/s’dir; an-
cak o zamanlar Diin-
ya’yla Giineg arasindaki

mesafe bilinmediginden
bu hiz elde edilemezdi.
Ama daha sonra bu dii-
slinceyi sagma bularak
reddetmistir. Bundan 7
yil sonra, 1676’da, Dani-
markali astronom Ole
Romer’in Cassini’nin ve-
rilerinden de yararlana-
rak 118 hizin %3’lik
bir hatayla (gergeginden
daha hizli) tahmin etmesi ilgingtir.

Sicilyali (yani Yunan!) sair ve filozof Empe-
docles (MO 492-432) 1s18m sonlu bir hiz1 olabile-
cegini ilk diisiinenlerdendir. Aristo (MO 384-322)
bu diisiinceyi reddetmistir. Arap bilginleri Ibni Si-
na (980-1037) ve Alhazen (965-1039) 151k hizinin
sonlu oldugunu diisiinmiis, ancak bu diisiinceleri
Batr’ya ulagsmamus ya da Batr’y1 etkilememis ola-
cak ki 600 yil sonra Kepler (1571-1630) ve Des-
cartes (1596-1650) bile 118 hizinin ¢cagdaglari gi-
bi sonsuz oldugunu diigtinmistiir, ¢iinkii uzayda
1181 yavaglatacak hicbir sey yoktur. Galileo (1564-
1642) en azindan 151g1n sesten daha hizli gittigini
diigtinmiis ve 1s1k hizin1 6lgmek icin herhangi bir
sonuca varmayan deneyler yapmustir.
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Cassini 6grenciyken siire, matematige ve ast-
ronomiye ilgi duymustur. Inanmamasina karsin
en ¢ok astrolojiyle ilgilenirdi; bu konuda eline ne
gectiyse okumus ve kisa zamanda derin bir astro-
loji bilgisine (!) sahip olmustur. 1lk isi de bir Bo-
lonya soylusu yaninda astrologluk olmustur.

17’nci yuzyilda astronomlarin en ilgi gekici ko-
nusu giines sistemiydi. Kopernik (1473-1543)
1512’de Samos’lu Aris-
tarcus’un (MO 3 yy) ve
Iskenderiyeli Ptoleme’nin
(MS 87-150) one siirdii-
gu gibi Dunya’nin degil
Guneg’in evrenin (yani
glines sisteminin) merkezi
oldugunu ileri stirmiigtii.
Bilindigi tizere Galileo,
Kopernik’in giineg mer-
kezli kuramima inanan ve
bu kuramu inatla savunan
biriydi ve bu yiizden En-
gizisyon mahkemeleri ta-
rafindan hapsedilmisti.
Cassini ise geng yaslarin-
da Kopernik’in teorisini
reddederek Duinya’nin
evrenin merkezi oldugu-
na inanmis, ama daha
sonra 1630’a dogru Bra-
he Tycho’nun (bkz. sayfa
112) kuramin kabul et-
mistir. Brahe Tycho’nun kuramina gore Ay ve Gii-
nes Diinya’nin etrafinda, diger gezegenler ise Gline-
¢'in etrafinda dontiyorlardi. Aslinda Tycho Bra-
he’nin boyle bir giines sistemine inanmas yeterince
nedeni vardi: Olgiimlerine gore ya evren inamlmaz
biiyiiktii ve kullandig: aletler yeterince hassas degil-
di ya da giines sistemi boyle olmaliydi. Nitekim
1838’de Bessel, Brahe Tycho’nun deneylerini yapti-
ginda, buldugu olciimler Tycho’nun aletlerinin ya-
pabilecegi hatanin yiizde biri kadardi. Alman mate-
matikgi ve astronom Erasmus Reinhold, Tycho’dan
birka¢ yil once ayni kurami ortaya atmigti. (Demek
istedigimiz, insanlarin diinyanin evrenin merkezi ol-
duguna inanmasi hi¢ de sanildig: gibi gerekgesiz ve
sadece hurafeden ibaret degildi.)
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ni ovalleri adim alirlar ¢iinkii basit, kapali ve dis-
biikey egrilere oval ad: verilir. Ornegin elipsler de
ovaldirler; elipsler Cassini ovallerine cok benzerler
ama degildirler.

Once Cassini egrilerinin denklemini bulalim.
Cassini egrisi ustinde bulunan bir P noktasinin
koordinatlarina (x, y) dersek,

|PF|:\/(x—c)2 +y2 Z\s““‘xz +y2 +c? - 2ex

buluruz. |PF|PFj| = 42 formiiliiniin karesini alarak,
a* = (x2 +y2 + 2 - 2cx)(x2 + y2 + 2 + 2cx)
ve

(xz +y2)2 +252(y2 _xz) T

buluruz. Demek ki, £, Cassini egrisinin
(x2 +y2 + 2)2 - 4¢2x2 = g

ya da buna esdeger olan

(xz + y2)2 + ZCZ(yZ - xZ)Z g4 -4
diir. Dordiincii dereceden bir polinom tarafindan
verilen egrilere kuartik (quartic) ya da dordiil (?) de-
nir. Elipslerden esinlenerek, F ve Fj noktalarina
odak noktalar: ve 2c sayisina da odak mesafesi adi
verilir.

Bernoulli Lemniskati

Eger a = c ise, daha once de belirttigimiz gibi,
(x2 + y2)2 = 2c2(x2 - y2)

denklemiyle verilen £, Cassini egrisi kendini ke-
ser. Bu egriler biraz daha yakindan bakilmaya
degerdir. ¢, egrisi tekpargadir, yani el kagittan
kalkmadan cizilebilir. Orijinden iki kez gecer,
yani orijinde bir déigiim olusur. Bu egri ayrica
Bernoulli Lemniskat1 ya da sekiz egrisi olarak
da bilinir (lemniscatus, Latince “sarkan kurde-
le” demektir). Jacob Bernoulli’nin 1694°de bul-
dugu bu egrinin 1680°de Cassini’nin buldugu
familyanin bir tiyesi oldugu asagi yukar1 100 yil
sonra anlagilmistir.
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Cassini, kendi adiyla anilan bu egrileri Diin-
ya’yla Guneg’in birbirine gore yortingeleri tizeri-
ne duguntirken bulmustur. Kepler’in eliptik yo-
riinge kuramini reddetmis, Giineg’i sabit alirsak,
diinyanin yoriingesinin bir Cassini egrisi oldu-
gunu ileri sirmistir. Cassini’ye gore Glines bu
egrinin odak noktalarindan biri istiindeydi.
Kepler’in hakli oldugunu anlamak icin New-
ton’1 beklemek gerekti.

Karmagik Sayilarda Yorum. "2 diizleminin her
(x, y) noktasmni karmagik sayilarm z = x + iy T 1
karmagik sayisini olarak gorebilecegimizi biliyoruz
[MD-2005-11, sayfa xx-xx]. Boylece her Cassini eg-
risi karmasik sayilar kiimesinin bir altkiimesi ola-
rak goriilebilir.

Karmasik sayilar1 kullanirsak ve P(x, y) nokta-
s1 yerine z = x + 7y karmagik sayist yazarsak, Cas-
sini egrisinin formily,

|z - cliz + ¢| = a2,
yani
12 -2 =a?
biciminde yazilir. Bu formiil sayesinde Cassini eg-
rilerini bagka turlii yorumlayabiliriz:

Karmagik sayilarda z = z2 “kare alma” fonksi-

yonuna bakalim. Orijin diginda, karmasik sayilarda
(gergel sayilarda da) kare alma fonksiyonu ikiye
birdir, yani bu fonksiyon iki degisik karmagik say1-
y1 (2 ve -z sayilarimi) aymi sayiya (22 sayisina) gotii-
riir. Ornegin, bu fonksiyonla F ve Fj odak noktala-
r1, koordinatlar1 (c2, 0) olan H noktasina giderler.

Gergel sayilarda kare alma fonksiyonunun im-
gesi negatif olmayan sayilardir, ¢linkii negatif bir
gercel say1 bir bagka gergel sayinin karesi olamaz)
ama karmagik sayilarda her sayinin karekoki ol-
dugundan (MD-2005-II, sayfa xx), kare alma
fonksiyonu karmagik sayilarda orten bir fonksi-
yondur; 6rnegin i2 = -1. Daha da genel olarak,
eger bir z karmagik sayisini,

z=rcisq
olarak kutupsal bi¢iminde yazarsak (burada » T
=20 q T [0, 2p) ve cis g = cos q + i sin (), 0 zaman
(°\r cis q/2)2 = z
dir.

Yukarda buldugumuz |22 - ¢2| = 42 formiiliine
bakar bakmaz goriilecegi gibi, €, Cassini egrisi,
karmagik sayilarin altkiimesi olarak goruldugin-
de, kare alma fonksiyonu altinda merkezi H(c2, 0)
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kare alma fonksiyonu

N

ve yaricapi a2 olan ¢cembere doniisiir. Yani Cassini
egrileri cemberlerin kare alma fonksiyonu altinda-
ki 6nimgeleridir. Bu dedigimizin resmini yukarda
bulacaksiniz.

¢, Cassini egrilerinin x ve y eksenleriyle kesisi-
mini bulmak ¢ok kolay; Cassini egrisinin yukarda
gri kutuda buldugumuz

(xz +y2)2 +2€2(y2 _xz):a4 _h

formiiliinde sirasiyla y = 0 ve x = 0 alip x ve y’yi
bulmak yeterli.

Once x ekseniyle kesisimini bulalim. Yukarda-
ki formiilde y = 0 yapalim.

x* -2 =at -t
buluruz. Bu denklemi ¢ozmek kolay:
x= °\ 2ed

bulunur. Eger a < c ise 4 ¢oziim, eger a = ¢ ise, biri
0 ¢oztimii olmak tizere 3 ¢oziim, eger a > ¢ ise 2 ¢O-
ziim vardir, aynen beklenildigi gibi...

Ayni yontemle Cassini egrilerinin y ekseniyle
de kesisimleri bulunur:

y= Vg -2,

Beklenildigi gibi, eger a < ¢ ise Cassini egrileri y ek-
seniyle kesigmez.

a = ¢ sikkinda, yani Bernouilli Lemiskati’nda x
ekseniyle kesisimi, orijin diginda,

x=°V2¢

dir. Ayrica orijindeki tegetlerin x = °y denklemle-
riyle verilmis dogrular oldugu kolaylikla kanitlanir.
(Ipucu: y = mx dogrusuyla lemniskati kesigtirin. Ne
zaman tek bir kesigim noktasi buluyorsunuz?)

Lemniskatla hiperbol arasinda ilging bir iligki
vardir. Ayni diizleme
(x2 +92)2 + 2c2(y2 - x2) = 0
lemniskati’ni, bu lemniskati ¢evreleyen
x2 +y2 =22
cevrel cemberi ve
x2 - y2 =22
denklemiyle verilmis hiperboli ¢izelim. Egimi m <
1 olan ve O’dan ¢ikan herhangi bir 1gin alalim. Bu

-J2¢

15in yukardaki ii¢ egriyi sirasiyla P, R ve Q nokta-
larinda kessin. Kolay bir hesapla,

252(1 —mz)
1+m?>

|ORJ? = 22

ot =

Birbirinin Tersi Egriler
Merkezi O ve yarigap: r olan bir ¢cember veril-
mig olsun. Eger O, P ve Q noktalari dogrusalsa
ve |OPIIOOI = 72 esitligini saglaniyorsa, P ve Q
noktalarina cembere gore birbirinin tersi denir.
Eger P noktasi bir ¢; egrisinin tstiinde dolagir-
sa, P’nin tersi olan O noktalar1 da bir baska &,
egrisinin ustinde dolasir. ¢ ve ¢, egrilerine
cembere gore birbirinin tersi denir.

41



Matematik Diinyasi, 2005 Giiz

ve
262 (l + mz)
1-m?

oQf =

bulunur. Demek ki

|OP| 3 |0Q| = |ORJ? = 22,
Bu durumda, lemniskatin cevrel ¢emberine gore
ters egrisi hiperboldur” denir. (Bkz. bir onceki say-
fanin en altindaki gri kutu.)

Bati miiziginin en uzun
bestesi Hollandali besteci
Simeon ten Holt (d.
1923) tarafindan bestele-
nen Lemniscate’tir. Adi-
nin nereden kaynaklan-
dig1 anlasihyordur her-
halde...

Lemniskat Nasil Cizilir?

1. r yaricapli bir ¢cember cizelim.

2. Bu cemberin merkezinden 72 uzakhkta bir
O noktast alalim.

3. O’dan ¢emberi iki noktada kesen bir ? dog-
rusu gizelim.

4. Bu dogru ¢emberi O ve O, noktalarinda
kessin.

. Lemniskat ¢izen bir alet.
Odiillii Soru: Bu alet nasil olur da lemniskat ¢izer?
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Gauss'la Abel
Lemniskat Pesinde

Gauss, 1797°de lemniskati ¢entiksiz cetvel ve

pergelle bes esit parcaya
bolmeyi  basarmustir.
Abel, Gauss’un aragtir-
masindan bagimsiz ola-
rak ayni konuda diisiin-
mius ve lemniskatin ¢en-
tiksiz cetvel ve pergelle n
esit pargaya boliinmesi
icin birbirinden farkli p,
..y pp Fermat asallar
[MD-2005-x, sayfa xx|
igin,

Niels Abel (1802-1829)

n=29q ... pp
esitliginin dogru olmasi gerektigini kanitlamugtir.

5. Q4 ve O, noktalart arasinda |0Q;| = [PO,|
esitligini saglayan P noktasi alalim.

Iste bu yontemle bulunan P noktalar: kiimesi
lemniskatin bir yarisidir. Lemniskatin diger yarisi
cemberin simetrigi alinarak bulunur.

Odiillii Soru: Bu ¢izim neden bir lemniskat ve-
rir? 4

Pi'imtirak Bir Sayi

Gauss ve Euler’in lemniskat egrisinin uzun-
lugunu hesaplama ugraglari daha sonra elliptik
fonksiyon adiyla bilinen fonksiyonlarin bulun-
masina yol agmugtir.

Lemniskat’n alam 2¢2’dir. Uzunlugu ise v
diye yazilan ve lemniskat sabiti olarak anilan

VvV ©2,6220575543...

sayisiyla dogrudan orantilidir. Lemniskatin uzun-
1 dr
L
lugu tam olarak 2va’dir. Burada, a = cV2’dir ve
dir. v harfi, Yunan alfabesinin el yazis1 p’sidir

ve matematiksel olarak lemniskatlar icin ¢em-
berde p’nin oynadigi rolii oynar. Yukardaki for-

v =20

miille su formiilii kargilagtirmak ilging olacaktir:

1 dt

p=2m Tj;n




