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B
u yaz›da asallar›n sonsuzlu¤unun alt› de¤iflik
kan›t›n› verece¤iz. Umar›z okur bu kan›tlar-
dan bizim kadar hofllan›r. Farkl› aç›lardan

bakmalar›na karfl›n flu temel fikir kan›tlar›n hepsin-
de ortak: Do¤al say›lar s›n›rs›zca büyür ve her do-
¤al say›n›n bir asal böleni vard›r. Bu iki olgu her se-
ferinde asal say›lar› sonsuz olmaya zorluyor1.

Asallar›n sonsuzlu¤unu ilk olarak Öklid’in ka-
n›tlad›¤› san›l›r. Biz de Öklid’in [Ö¤eler IX, 20]
eserinde yer alan bu kan›ttan bafllayaca¤›z.

1. Birinci Kan›t [Öklid]. Asallardan oluflan son-
lu bir {p1, ..., pr} kümesi için, n = p1p2 ... pr + 1 sa-

y›s›na bakal›m. Her say›
gibi bu say›n›n da asal bir
böleni vard›r2. Bu asal bö-
lenlerden birine p diyelim.
p asal› pi asallar›ndan biri
olamaz, çünkü aksi hal-
de, p, hem n’yi hem de
p1p2 ... pn çarp›m›n› böl-
dü¤ünden bu iki say›n›n
fark› olan n - p1p2 ... pr =

1 say›s›n› da bölerdi, ki bu olanaks›zd›r. Yani sonlu
bir {p1, ..., pr} kümesi tüm asallar› içeremez. ■

Di¤er kan›tlara geçmeden önce yaz›da kullana-
ca¤›m›z bir iki simgeyi aç›klayal›m.

$ = {1, 2, 3, ... }
ile pozitif do¤al say›lar kümesini,

) = { ..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}
ile tamsay›lar kümesini, % = {2, 3, 5, 7, ...} ile de
asallar kümesini gösteriyoruz.

Verece¤imiz ikinci kan›t Christian Gold-
bach’›n (Leonhard Euler’e 1730’da yaz›lm›fl bir

mektubundan), üçüncü kan›t anonim, dördüncüsü
Euler’in, beflincisi Harry Fürtenberg’e ait, sonun-
cusu ise Paul Erdös’ün.

Üçüncü kan›t (çakt›rmadan) gruplar kuram›,
dördüncü kan›t (çakt›rmadan biraz) analiz, beflinci
kan›t (çakt›rmadan) topoloji kullanacak, ama her
biri temel lise düzeyinde bilgi gerektirecek. Ünlü
Macar matematikçi Erdös’e ait olan son kan›t hem
çok basit hem de asallar›n sonsuzlu¤undan daha
fazlas›n› gösteriyor.

2. ‹kinci Kan›t [Goldbach]. Önce her n = 0, 1,
2, ... için Fn = 22n + 1 olarak tan›mlanan Fermat
say›lar›na bakal›m. ‹flte ilk birkaç Fermat say›s›:

F0 = 3,
F1 = 5,
F2 = 17,
F3 = 257.

Kan›t›m›zda Fermat say›lar›n› kullanaca¤›z. Önce
Fermat say›lar› aras›ndaki

Pk=0
n-1 Fk = Fn - 2

tümevar›msal iliflkisini gösterece¤iz. Asallar›n son-
suzlu¤u bu tümevar›msal iliflkiden kolayca ç›kar:
Gerçekten de e¤er bir p say›s› k < n için Fk ve Fn sa-
y›lar›n› bölüyorsa, birazdan kan›tlayaca¤›m›z yu-
kardaki tümevar›msal iliflkiden do-
lay›, bu p say›s› 2’yi de böler, yani p
ya 1’e ya da 2’ye eflittir. Ama p, 2’ye
eflit olamaz çünkü Fermat say›lar›
tek say›lard›r. Demek ki k ¸ m için
Fk ve Fn say›lar› birbirlerine asallar.
Dolay›s›yla her n için Fn’yi bölen bir
pn asal› seçersek sonsuz tane asal elde etmifl oluruz.

Tümevar›msal iliflkiyi göstermek için n üzerine
tümevar›m yapal›m.

n = 1 için: F0 = 3 ve F1 - 2 = 3 oldu¤undan bu
durumda eflitlik sa¤lan›yor.

Tümevar›m ad›m›n› göstererek kan›t› tamaml›-
yoruz. Yani iliflkiyi n için geçerli oldu¤unu varsa-
y›p ayn› iliflkiyi n + 1 için kan›tlayaca¤›z. Demek ki

Pk=0
n-1 Fk = Fn - 2

eflitli¤ini varsay›p
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Pk=0
n Fk = Fn+1 - 2

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. ‹flte kan›t›:
Pk = 0

n    Fk = (Pk = 0
n - 1 Fk)Fn = (Fn - 2)Fn

= (22n - 1)(22n + 1)
= 22n+1 - 1 = Fn+1 - 2. ■

3. Üçüncü Kan›t [Anonim]. % sonlu, p de en
büyük asal olsun. Mersenne say›s› denen 2p - 1 sa-
y›s›n›n her böleninin p’den büyük oldu¤unu göste-
relim, ki bu da istenen sonucu kan›tlar.

q say›s› 2p - 1’in asal bir böleni olsun (q, 2 ola-
maz), yani 2p ¹ 1 (mod q) olsun. Demek ki 2’nin
her gücü, modülo q,

{2, 22, 23, ..., 2p}
kümesinden bir say›ya denk.

fiimdi k, 2k ¹ 1 (mod q) denkli¤ini sa¤layan en
küçük pozitif do¤al say› olsun. k = p eflitli¤ini ka-
n›tlayaca¤›z. p’yi k’ye bölelim; bölüm t, kalan da r
olsun; yani bir 0 ¢ r < k ve bir t için p = kt + r eflit-
li¤i geçerli olsun. fiimdi modülo q hesaplayal›m:

1 ¹ 2p = 2kt+r = (2k)t2r ¹ 2r (mod q).
Ama r, k’den küçük ve k say›s› 2k ¹ 1 (mod q)
denkli¤ini sa¤layan en küçük pozitif do¤al say› ola-

rak seçilmiflti. Demek ki r
s›f›r olmak zorunda, yani p
= kt + r = kt ve k, p asal›n›
bölüyor! Dolay›s›yla ya k =
1 ya da k = p. Öte yandan
2k ¹ 1 (mod q) denkli¤i yü-
zünden k = 1 olamaz. De-
mek ki k = p ve p, 2k ¹ 1
(mod q) denkli¤ini sa¤la-
yan en küçük pozitif do¤al
say›.

Bundan, yukardaki {2, 22, 23, ..., 2p} kümesin-
deki say›lar›n modülo q birbirine denk olamayacak-
lar› ç›kar, çünkü 1 ¢ i < j ¢ p için 2i ¹ 2j (mod q) ise
o zaman, 0 < j - i < p ve 2j-i ¹ 1 (mod q) ve bu bir
çeliflkidir.

Demek ki 2’nin her gücü modülo q,
{2, 22, 23, ..., 2p}

kümesinden tek bir say›ya denk ve bu kümede tam
p tane say› var.

Ayr›ca bu kümedeki say›lar modülo q s›f›r ola-
mazlar, çünkü q ¸ 2. Ama q’ye bölünmeyen her sa-
y› modülo q, {1, 2, ..., q-1} kümesinden bir say›ya
denktir. 

Son iki paragraftan p ¢ q - 1 < q ç›kar.

4. Dördüncü Kan›t [Euler]. Bir n say›s›ndan
küçükeflit asallar›n kümesini %n olarak yazal›m.
fiimdi flu toplama bakal›m:

1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n = äm=1
n 1/m.

Burada toplanan 1/m terimlerindeki m say›lar›n›n
asal bölenleri n’den küçükeflittirler (elbette!) yani
%n kümesindeler. Dolay›s›yla bu toplam

äm’nin asal bölenleri Í %n
1/m

say›s›ndan küçükeflit, çünkü burada yukardakin-
den daha fazla say› topluyoruz. Demek ki,

äm=1
n 1/m ¢ äm’nin asal bölenleri Í %n

1/m.
Sadece n’den küçükeflit asallara bölünen her m,

Pp Í %n
pkp

çarp›m› biçiminde tam bir biçimde yaz›ld›¤›ndan,
äm=1

n 1/m ¢ äolas› tüm kp’ler (1/Pp Í %n
pkp).

Ama sa¤daki terim,
Pp Í %n

(Sk ² 0 1/pk)
çarp›m›na eflittir. (Bunu hemen göremeyebilirsiniz.
Sadece iki de¤iflik p ve q asal› için

(Sk ² 0 1/pk)(S? ² 0 1/q?)
çarp›m›n› üflenmeyip yaparsan›z sözünü etti¤imiz
eflitli¤i kavrars›n›z.) Ayr›ca Sk ² 0 1/pk toplam› 1/p
oranl› bir geometrik seri oldu¤undan,

Dolay›s›yla,

E¤er sonlu tane asal olsayd›, sa¤ taraftaki toplam
sonlu bir say› olurdu. Demek ki sol taraftaki
äm=1

n 1/m toplam›n›n n büyüdükçe her say›y› ge-
çebilece¤ini kan›tlarsak sonsuz tane asal say› oldu-
¤unu da kan›tlam›fl oluruz. Bunu afla¤›daki gri ka-
rede gösterdik. ■
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1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ... = ¤
äm=1

n 1/m toplam›n›n n sonsuza gitti¤inde son-
suza gitti¤ini kan›tlayaca¤›z. Bunu görmek ol-
dukça kolay:

1/3 + 1/4 > 1/4 + 1/4 = 1/2
1/5 + ... + 1/8 > 1/8 + ... + 1/8 = 1/2
1/9 + ... + 1/16 > 1/16 + ... + 1/16 = 1/2
1/17 + ... + 1/32 > 1/32 + ... + 1/32 = 1/2

ve benzeri eflitsizlikleri (solda ve ortada 2n tane sa-
y› var) altalta toplarsak, sol tarafta äm=3

n 1/m bu-
luruz, sa¤ taraftaysa sonsuz tane 1/2’nin toplam›-
n›. Sa¤daki toplam sonsuz oldu¤undan, daha
büyük olan soldaki toplam da sonsuzdur.

Mersenne



fiimdi s›ra topolojik kan›tta, ama kan›t› anla-
mak için topolojinin ne demek oldu¤unu bilmeye
gerek yok! Tamsay›lar kümesi )’de garip bir topo-
loji (topoloji ne demekse!) tan›mlayaca¤›z.

5. Beflinci Kan›t [Fürstenberg]. a, b Í ) ve a >
0 için a) + b kümesi flöyle tan›mlans›n:

a) + b = {an + b : n Í )}
fiimdi bir U Ì ) kümesi boflsa ya da her b Í U için
a) + b Ì U olacak flekilde bir a > 0 bulunuyorsa
U’ya aç›k küme diyelim.

Birkaç kolay olguya dikkat çekelim: 
(A) Aç›k kümelerin bileflimleri de aç›kt›r. Bu

çok bariz.
(B) ‹ki aç›k kümenin kesiflimi de aç›kt›r. E¤er

U1, U2 aç›ksa ve b Í U1 Æ U2 ise öyle a1 ve a2 var-
d›r ki a1) + b Ì U1 ve a2) + b Ì U2 sa¤lan›r. Bun-
dan da a1a2) + b Ì U1 Æ U2 ç›kar. Yani aç›klar›n
sonlu kesiflimleri de aç›kt›r.

(C) Aç›k bir küme bofl de¤ilse sonsuzdur. Bu,
do¤rudan aç›k kümenin tan›m›n›n bir sonucu.

(D) Her a) + b (a > 0) biçiminde yaz›lan küme-
nin tümleyeni aç›kt›r. Bunun do¤rulu¤u

) \ (a) + b) = Çi = 1
b - 1 (a) + i) 

eflitli¤inden ve (A)’dan ç›kar.
(E) a) + b biçiminde yaz›lan sonlu tane küme-

nin bilefliminin tümleyeni aç›kt›r. Bileflimin tümle-
yeni, tümleyenlerin kesiflimi oldu¤undan, bu, yu-
karda kan›tlanan (D) ve (B)’den ç›kar.

fiu ana kadar asallardan bahsetmedik, ama ar-
t›k s›ras› geldi. E¤er n say›s›n› p asal› bölüyorsa, n
Í p) + 0 = p) olur, Her n ¸ °1 say›s›n›n asal bir p
böleni oldu¤undan,

) \ {1, -1} = Çp Í % p)
bulunur. fiimdi % sonlu olsayd›, (E)’den dolay›
Çp Í % p) kümesinin tümleyeni aç›k olurdu. Ama
bu kümenin tümleyeni {-1, 1} ve bu küme sonlu.
Bu da (C) ile çeliflkiye yol aç›yor. ■

6. Alt›nc› Kan›t [Erdös]. Son kan›t›m›zda sade-
ce asallar›n sonsuzlu¤unu de¤il, Sp Í % 1/p toplam›-
n›n ›raksakl›¤›n› da gösterece¤iz. Bu önemli olgu-
nun ilk kan›t›n› Euler vermifltir (ve bu kan›t bafll›
bafl›na ilginçtir) ama bizim burada sunaca¤›m›z Er-
dös’ün kan›t›n›n bafltan ç›kar›c› bir güzelli¤i vard›r.

Asallar› p1, p2, p3, ...  fleklinde küçükten büyü-
¤e dizip Sp Í % 1/p toplam›n› yak›nsak varsayal›m.
O zaman Si ² r+1 1/pi < 1/2 eflitsizli¤ini sa¤layan bir
r Í $ bulunur. p1, ..., pr say›lar›na küçük asallar

ve di¤er pr+1, pr+2, ... say›lar›na da büyük asallar
diyelim. Her N do¤al say›s› için

Si ² r+1 N/pi < N/2 (1)
elbette. En az bir büyük asala bölünüp 0 < n ¢ N
eflitsizli¤ini sa¤layan n do¤al say›lar›n›n say›s›n› Nb
ile, sadece küçük asallara bölünüp 0 < n ¢ N eflit-
sizli¤ini sa¤layan n do¤al say›lar›n›n say›s›n› Nk ile
gösterelim. (1’i bölen her asal küçüktür!) Yeterin-
ce büyük bir N için Nb + Nk < N eflitsizli¤ini kan›t-
layaca¤›z ki bu bizi arad›¤›m›z çeliflkiye götürecek
çünkü tan›ma göre Nb + Nk = N olmal›.

p’ye bölünen N’den küçük bir do¤al say›, s ¢
N/p eflitsizli¤ini sa¤layan bir s do¤al say›s› için ps
biçiminde yaz›l›r. Demek ki N’den küçük ve p’ye
bölünen say›lar s’lerin say›s› kadard›r, yani
[N/p]’dir (N/p kesirli say›s›n›n tam k›sm›). Dolay›-
s›yla (1)’den ve tan›mdan

Nb ¢ Si ² r + 1 [N/pi] ¢ Si ² r + 1 N/pi < N/2 (2)
elde edilir.

fiimdi Nk’yi hesaplayaca¤›z. Her n say›s›n›
1’den büyük bir kareye bölün-
meyen bir an say›s› için n =
anbn

2 biçiminde yazabiliriz; ör-
ne¤in 24 = 6 ³ 22. E¤er n ¢ N,
sadece küçük asallara bölünen
bir do¤al say›ysa, her an farkl›
küçük asallar›n çarp›m› oldu-
¤undan karesiz k›s›m için tam
2r tane seçene¤imiz vard›r. Da-
has›, bn ¢ Õn ¢ ÕN eflitsizli¤in-
den dolay› bn için en fazla ÕN
tane seçene¤imiz var. Demek
ki Nk ¢ 2rÕN.

(2) eflitsizli¤i her N için geçerli oldu¤undan,
(1)’le çeliflmek için 2rÕN ¢ N/2 eflitsizli¤ini sa¤layan
bir N bulmak yeter. Bu koflul da ÕN ² 2r+1 eflitsizli-
¤ine denk. N’yi 22r+2 almak ifli görür. ♦
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Erdös


