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Asallarin Sonsuzlugunun
Alt1 Degisik Kaniti

M. Aigner ve G. M. Ziegler*

u yazida asallarin sonsuzlugunun alt degisik
Bkanmm verecegiz. Umariz okur bu kanitlar-
dan bizim kadar hoglanir. Farkli acilardan
bakmalarina karsin su temel fikir kanitlarin hepsin-
de ortak: Dogal sayilar sinirsizca biiyiir ve her do-
gal sayinin bir asal boleni vardir. Bu iki olgu her se-
ferinde asal sayilar1 sonsuz olmaya zorluyor!.
Asallarin sonsuzlugunu ilk olarak Oklid’in ka-
nitladigr sanilir. Biz de Oklid’in [Ogeler IX, 20]

eserinde yer alan bu kanittan baglayacagz.

1. Birinci Kanit [Oklid]. Asallardan olusan son-
lu bir {py, ..., p,} kiimesi i¢in, 7 = p1p; ... p, + 1 sa-
yisina bakalim. Her sayi
gibi bu sayinin da asal bir
béleni vardir2. Bu asal bo-
lenlerden birine p diyelim.
p asali p; asallarindan biri
| olamaz, ciinku aksi hal-
< de, p, hem n’yi hem de

| p1p2 - P, carpimni bol-
diginden bu iki sayinin
farki olan n - p1p; ... p, =
1 sayisini da bolerdi, ki bu olanaksizdir. Yani sonlu
i

bir {pq, ..., p,} kiimesi tiim asallar: iceremez.

Diger kanitlara gegmeden 6nce yazida kullana-
cagimiz bir iki simgeyi acgiklayalim.
$=(1,2,3,..)
ile pozitif dogal sayilar kiimesini,
Y= {y-2,-1,0,1,2,..)

ile tamsayilar kiimesini, % = {2, 3, 5, 7, ...} ile de

asallar kiimesini gosteriyoruz.
Verecegimiz ikinci kanit Christian Gold-
bach’in (Leonhard Euler’e 1730°da yazilmig bir
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mektubundan), ticiincii kanit anonim, dordiinciisii
Euler’in, besincisi Harry Furtenberg’e ait, sonun-
cusu ise Paul Erdos’iin.

Uciincii kanit (caktirmadan) gruplar kurami,
dordunci kanit (¢aktirmadan biraz) analiz, beginci
kanit (caktirmadan) topoloji kullanacak, ama her
biri temel lise diizeyinde bilgi gerektirecek. Unlii
Macar matematikci Erdos’e ait olan son kanit hem
¢ok basit hem de asallarin sonsuzlugundan daha
fazlasini gosteriyor.

2. Ikinci Kanit [Goldbach]. Once her # = 0, 1,

2, ... igin F,, = 22" + 1 olarak tanimlanan Fermat
saytlaria bakalim. Iste ilk birka¢ Fermat sayist:
Fy=3,
F, =35,
F, =17,
F3 =257.

Kanitimizda Fermat sayilarini kullanacagiz. Once
Fermat sayilari arasindaki
PZ;(lJ Fp=F,-2

timevarimsal iligkisini gosterecegiz. Asallarin son-
suzlugu bu tiimevarimsal iliskiden kolayca ¢ikar:
Gergekten de eger bir p sayisi k < 7 icin Fy, ve F,, sa-
yilarin1 boliiyorsa, birazdan kanitlayacagimiz yu-
kardaki timevarimsal iliskiden do-
lay1, bu p sayis1 2’yi de boler, yani p
ya 1’e ya da 2’ye esittir. Ama p, 2’ye
esit olamaz ciinkii Fermat sayilari
tek sayilardir. Demek ki k& | m igin

F,, ve F,, sayilar1 birbirlerine asallar. [} .
Dolayisiyla her 7 igin F,’yi bolen bir Pierre de Fermat
p,, asali segersek sonsuz tane asal elde etmis oluruz.

Tumevarimsal iliskiyi gostermek i¢in 7 tizerine
tumevarim yapalim.

n =1 icin: Fy = 3 ve F{ - 2 = 3 oldugundan bu
durumda esitlik saglaniyor.

Tumevarim adimini gostererek kaniti tamamli-
yoruz. Yani iligkiyi 7 i¢in gecerli oldugunu varsa-
yip ayni iligkiyi 72 + 1 i¢cin kanmitlayacagiz. Demek ki

Piso F=F,-2
esitligini varsayip
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PZ:O Fp=Fua -2
esitligini kanitlayacagiz. Iste kaniti:
-1
Pi_oF = (P{Zg EF, = (F, - 2)F,
= (22 - 1)22"+ 1)
=22 -1 =F,, -2

n+1 o

3. Uciincii Kamit [Anonim]. % sonlu, p de en
buiytk asal olsun. Mersenne sayist denen 20 - 1 sa-
yisinin her boleninin p’den buiyiik oldugunu goste-
relim, ki bu da istenen sonucu kanitlar.

q sayisi 2P - 1’in asal bir béleni olsun (g, 2 ola-
maz), yani 2 1 1 (mod ¢q) olsun. Demek ki 2’nin
her giicti, modiilo g,

(2,22, 23, ..., 2}
kiimesinden bir sayiya denk.

Simdi k, 2k 1 1 (mod g) denkligini saglayan en
kugiik pozitif dogal say1 olsun. k = p esitligini ka-
nitlayacagiz. p’yi k’ye bolelim; boliim #, kalan da 7
olsun; yani bir 0 ¢ r < k ve bir ¢ i¢in p = k# + 7 esit-
ligi gecerli olsun. Simdi modiilo g hesaplayalim:

1120 = Dkt+r — (Zk)tzr 127 (mod g).
Ama r, k’den kiiciik ve k sayis1 28 1 1 (mod q)
denkligini saglayan en kiiciik pozitif dogal say1 ola-
rak segilmigti. Demek ki r
sifir olmak zorunda, yani p
=kt + r = kt ve k, p asalim
® boluyor! Dolayisiyla ya k =
B8 1 ya da k = p. Ote yandan
W 2k 11 (mod ¢) denkligi yii-
ziinden k = 1 olamaz. De-
mek ki k =p ve p, 2k 1 1
(mod ¢) denkligini sagla-

yan en kiiciik pozitif dogal

Mersenne

sayl.

Bundan, yukardaki {2, 22, 23, ..., 2P} kiimesin-
deki sayilarin modiilo g birbirine denk olamayacak-
lar1 gikar, ciinkii 1 ¢ 7 < ¢ p igin 2/ 1 2/ (mod q) ise
ozaman, 0 <j-i<pve 2~ 11 (mod q) ve bu bir
celigkidir.

Demek ki 2’nin her giicii modiilo g,

2,22,23, .., 2P}
kiimesinden tek bir sayiya denk ve bu kiimede tam
p tane sayi var.

Ayrica bu kiimedeki sayilar modiilo g sifir ola-
mazlar, ¢cinkii ¢ , 2. Ama g’ye bolinmeyen her sa-
y1 modiilo g, {1, 2, ..., g-1} kiimesinden bir sayiya
denktir.

Son iki paragraftan p ¢ g - 1 < g ¢ikar.
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4. Dordiincii Kanit [Euler]. Bir 7 sayisindan
kiiciikesit asallarin kiimesini %,, olarak yazalim.
Simdi su toplama bakalim:

1+12+13 + ...+ 1n=a%_ 1/m.
Burada toplanan 1/m terimlerindeki m sayilarinin
asal bolenleri n’den kiiciikesittirler (elbette!) yani
%,, kimesindeler. Dolayisiyla bu toplam

am’nin asal bolenleri T %, 1/m
sayisindan kiiciikesit, ¢linkii burada yukardakin-
den daha fazla say1 topluyoruz. Demek ki,
a'Z’t:l 1m¢ a‘m’nin asal bolenleri T %, 1/m.
Sadece n’den kugiikesit asallara boliinen her s,
Pp 1%, pke
carpimi bi¢iminde tam bir bicimde yazildigindan,
&1 1/m € Qgjag, tiam ky’ler (1/Pp T %, pkl))'
Ama sagdaki terim,

Pp T %, (Sk=0 1/pk)
¢arpimina esittir. (Bunu hemen goremeyebilirsiniz.
Sadece iki degisik p ve g asali igin

(Skz0 1p)(Sy2 1/97)

carpimini disenmeyip yaparsaniz soziini ettigimiz
esitligi kavrarsiniz.) Ayrica Sk 2 1/pk toplamu 1/p
oranlt bir geometrik seri oldugundan,

. 1

g1/ =17 v
Dolayisiyla,

o A 1
A, 1/m ¢ O, 7775

Eger sonlu tane asal olsaydi, sag taraftaki toplam
sonlu bir say1r olurdu. Demek ki sol taraftaki
&’ _, 1/m toplamimn 7 biiyiidiikce her sayy: ge-
cebilecegini kanitlarsak sonsuz tane asal say1 oldu-
gunu da kanitlamis oluruz. Bunu asagidaki gri ka-

rede gosterdik. |

o

1+1/2+1/3 +1/4 + ...

a,_, 1/m toplaminin 7 sonsuza gittiginde son-
suza gittigini kanitlayacagiz. Bunu gormek ol-
dukga kolay:

1/3 + 1/4 >1/4 + 1/4 =1/2
1/5 + ...+ 1/8 >1/8 +... +1/8 =1/2
1/9 +...+1/16 >1/16+..+1/16 =1/2

117 + ... +1/32 >1/32 + ...+ 1/32 =1/2
ve benzeri esitsizlikleri (solda ve ortada 27 tane sa-
y1 var) altalta toplarsak, sol tarafta 32423 1/m bu-
luruz, sag taraftaysa sonsuz tane 1/2’nin toplamu-
ni. Sagdaki toplam sonsuz oldugundan, daha
buiytik olan soldaki toplam da sonsuzdur.
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Simdi sira topolojik kanitta, ama kaniti anla-
mak i¢in topolojinin ne demek oldugunu bilmeye
gerek yok! Tamsayilar kiimesi )’de garip bir topo-
loji (topoloji ne demekse!) tanmimlayacagiz.

5. Besinci Kamit [Fiirstenberg]. a, b T ) ve a >

0 i¢in a) + b kiimesi soyle tanimlansin:

a) +b={an+b:nl))
Simdi bir U T ) kiimesi bossa ya da her b T U icin
a) + b T U olacak sekilde bir 4 > 0 bulunuyorsa
U’ya agik kiime diyelim.

Birkag kolay olguya dikkat ¢ekelim:

(A) Agtk kiimelerin bilesimleri de aciktir. Bu
¢ok bariz.

(B) Iki acik kiimenin kesisimi de aciktir. Eger
Uy, U, aciksa ve b T Uy £ U, ise dyle ay ve a var-
dirkia)) + b 1 Uy veay) + b 1 U, saglanir. Bun-
dan da aya,) + b 1 Uy £ U, cikar. Yani agiklarin
sonlu kesisimleri de aciktir.

(C) Acik bir kiime bos degilse sonsuzdur. Bu,
dogrudan agik kiimenin taniminin bir sonucu.

(D) Her a) + b (a > 0) biciminde yazilan kiime-
nin tiimleyeni agiktir. Bunun dogrulugu

DV@)+b) =Gl @)+
esitliginden ve (A)’dan ¢ikar.

(E) @) + b biciminde yazilan sonlu tane kiime-
nin bilesiminin tiimleyeni aciktir. Bilesimin tiimle-
yeni, timleyenlerin kesisimi oldugundan, bu, yu-
karda kanitlanan (D) ve (B)’den cikar.

Su ana kadar asallardan bahsetmedik, ama ar-
tik siras1 geldi. Eger n sayisini p asali boluyorsa, n
I p) +0=p) olur, Her # _ °1 sayisiin asal bir p
boleni oldugundan,

ML -1=Cp 1y
bulunur. Simdi % sonlu olsaydi, (E)’den dolay:
(;p T % p) kiimesinin timleyeni agik olurdu. Ama
bu kiimenin tiimleyeni {-1, 1} ve bu kiime sonlu.
Bu da (C) ile ¢eliskiye yol agiyor. O

6. Altinca Kanit [Erdos]. Son kanitimizda sade-
ce asallarin sonsuzlugunu degil, Sp 7% 1/p toplami-
nin iraksakligini da gosterecegiz. Bu 6nemli olgu-
nun ilk kanitin1 Euler vermistir (ve bu kanit bash
basina ilgingtir) ama bizim burada sunacagimiz Er-
dos’tin kanitinin bagtan ¢ikarici bir giizelligi vardir.

Asallar1 pq, py, D3, --- seklinde kiigiikten buyii-
ge dizip S T % 1/p toplamini yakinsak varsayalim.
O zaman 3,2, 1/p; < 1/2 esitsizligini saglayan bir
r T $ bulunur. py, ..., p, sayilarina kiigiik asallar
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ve diger p,,1, Pre2s --- sayllarina da biiyiik asallar
diyelim. Her N dogal sayist icin
S;2,.1 Nip; < N2 (1)
elbette. En az bir biiyiik asala boluntip 0 < 7 ¢ N
esitsizligini saglayan # dogal sayilarinin sayisini Ny,
ile, sadece kiigiik asallara boliniip 0 < 7 ¢ N esit-
sizligini saglayan » dogal sayilarinin sayisim Ny, ile
gosterelim. (1’1 bolen her asal kiiciiktiir!) Yeterin-
ce buytk bir N igin N}, + Ny, < N esitsizligini kanit-
layacagiz ki bu bizi aradigimiz celigkiye gotiirecek
ciinkii tanima gore Ny, + N = N olmalu.
p’ye bolinen N’den kiigiik bir dogal say1, s ¢
N/p esitsizligini saglayan bir s dogal sayisi i¢in ps
biciminde yazilir. Demek ki N’den kiigtik ve p’ye
bolinen sayilar s’lerin sayisi kadardir, yani
[N/p]’dir (N/p kesirli sayisinin tam kismi). Dolayi-
siyla (1)’den ve tanimdan
N, ¢S;2,,1[NIp] €S2, Nip; < NI2
elde edilir.
Simdi Nj’yi hesaplayacagiz. Her n sayisiu

(2)

1’den buyiik bir kareye bolin-

meyen bir a, sayist igin 7 =
anb,% bi¢iminde yazabiliriz; or-
negin 24 = 6 3 22, Eger n ¢ N,
sadece kiiciik asallara boliinen
bir dogal sayiysa, her a,, farkls

kiicitk asallarin ¢arpimi oldu-

v

gundan karesiz kisim igin tam
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N4

Erdos

27 tane segenegimiz vardir. Da-
hast, b,, ¢ On ¢ ON esitsizligin-
den dolay1 b,, igin en fazla ON
tane segenegimiz var. Demek
ki Ny ¢ 270N.

(2) esitsizligi her N igin gecerli oldugundan,
(1)’le elismek icin 270N ¢ N/2 esitsizligini saglayan
bir N bulmak yeter. Bu kosul da ON 2 27+1 esitsizli-
gine denk. N’yi 227+2 almak isi goriir. ¢

-+
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