
B
u yaz›da dizileri kullanarak birbirinden il-
ginç ve birbirinden ba¤›ms›z sonuçlar kan›t-
layaca¤›z.

I. Diziler. Bir dizi,
a0, a1, a2, ...

ya da
(an)n

yaz›l›m›yla gösterilir. Bu yaz›da hep say› dizilerin-
den söz edece¤iz. Örne¤in,

1, 3, 5, 7, ...
bir dizidir. Bu dizinin tek say›lardan olufltu¤unu,
herhangi bir aç›klamaya gereksinim duymadan, ilk
dört terimine bakar bakmaz anl›yoruz, daha do¤-
rusu hissedip tahmin ediyoruz, çünkü asl›nda 1, 3,
5, 7 say›lar›ndan sonra 9 gelecek diye bir kural
yok... ‹lk terimleri 1, 3, 5, 7 olan dizimizin sonra-
ki üç terimi 9, 11, 13 yerine pekâlâ 2, p, 89 olabi-
lir. Bu yüzden bu diziyi

(2n + 1)n
olarak göstermek ya da “genel terimi an = 2n + 1
olan dizi”den söz etmek daha do¤ru olur.

Terimleri an olan (an)n dizisini a olarak göster-
mek pratikte yararl› olabilir: a = (an)n.

a = (an)n dizisinde, an say›s› a dizisinin n’inci
terimi olarak adland›r›l›r. ‹lk terimimiz hep a0 ola-
cak, yani dizilerimiz hep s›f›r›nc› terimden bafllaya-
cak. Örne¤in a10, dizinin onuncu terimidir. 0, 1, 2,
3, ... tamsay›lar dizisinin n’inci terimi n iken, 1, 3,
5, 7, ... tek say›lar dizisinin n’inci terimi 2n + 1’dir. 

Genel terimi s›ras›yla
an = 2n + 1
bn = n(n + 1)

ve
cn = 2n

olan a, b, c dizilerin ilk birkaç terimini yazal›m:
a : 1, 3, 5, 7, 9, ...
b : 0, 2, 6, 12, 20, ... 
c : 1, 2, 4, 8, 16, ...

Bazen de diziler tümevar›msal bir formülle be-
lirlenir, yani her terimin daha önceki terimlere gö-

re nas›l bulundu¤unun kural› verilir. ‹flte buna üç
örnek:

dn = dn-1 + 2,
en = en-1

2,
ƒn = ƒn-1 + ƒn-2.

Dizi bu yöntemle tan›mland›¤›nda, dizinin tüm
terimlerinin belirlenmesi için dizinin ilk birkaç teri-
mi verilmeli. Örne¤in ilk iki dizide 0’›nc› (yani ilk!)
terimler olan d0 ve e0 verilmiflse, dizinin di¤er te-
rimleri formüller yard›m›yla teker teker bulunabi-
lir. Birinci örnekte d0’› bilirsek

d1 = d0 + 2
d2 = d1 + 2 = d0 + 4

olur ve tümevar›mla tüm terimleri teker teker elde
edebiliriz; iflte o dizi: 

d0, d0 + 2, d0 + 4, d0 + 6, d0 + 8, ...
E¤er d0 = 0 al›rsak dizimiz

0, 2, 4, 6, ...
olur. Ama e¤er d0 = 1 al›rsak

1, 3, 5, 7, ...
teksay›lar dizisini elde ederiz. Uzun laf›n k›sas›,

dn = dn-1 + 2
iliflkisiyle verilen dizi birinci terimine göre de¤iflir.

‹kinci örnekte e0 = 0 veya e0 = 1 al›rsak
0, 0, 0, ...

ve
1, 1, 1, ...

sabit dizilerini buluruz. Ama e0 = 2 olursa bu kez
çok h›zl› artan 2, 4, 16, 256, ... dizisi bulunur.

Üçüncü örnekte dizinin belirlenmesi için sadece
birinci terimin verilmifl olmas› yetmez, bu sefer ilk
iki terime ihtiyac›m›z var; bu dizide ancak ƒ0 ve ƒ1
verilmiflse di¤er terimleri bulabiliriz. Örnek olarak
ƒ0 = ƒ1 = 1 alal›m. Bu takdirde ilk birkaç terimi

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
olan meflhur Fibonacci dizisini elde ederiz. [Bkz.
MD-2003-I, sayfa xx-xx ve II, sayfa xx-xx]

Her dizi böyle tümevar›msal bir iliflkiyle belir-
lenmeyebilir. Ama matematikte, fizikte ve di¤er bi-
limlerde karfl›m›za “do¤al olarak” ç›kan dizilerin
pek ço¤unda böyle tümevar›msal bir iliflki vard›r.
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II. Farklar Dizisi. Bir c = (cn)n dizisinde ardar-
da gelen terimlerin farklar›n› Dcn = cn+1 - cn olarak
yazal›m. Böylece Dc0, Dc1, Dc2, ... yani (Dcn)n dizi-
sini türettik. Bu diziye Dc ad›n› verelim. Dc dizisine
c dizisinin farklar dizisi ad› verilir. 

Örnekler.
1. c dizisi 3, 5, 8, -3, 6, 2, ... ise Dc dizisi

2, 3, -11, 9, -4, ...
dir.

2. Her terimi ayn› olan diziye sabit dizi denir.
Bu durumda cn + 1 = cn oldu¤u için Dcn = 0’d›r.

3. cn = cn-1 + 2 tümevar›msal iliflkisiyle verilen
(cn)n dizisinin farklar dizisi 2, 2, 2, 2, ... sabit dizi-
sidir. Farklar dizisinin bu durumda ilk terimden
ba¤›ms›z oldu¤una dikkatinizi çekerim.

4. Genel terimi cn = n(n + 1) olan dizi için
Dcn = cn + 1 - cn

= (n + 1)(n + 2) - n(n + 1) = 2(n + 1)
dir.

5. Son olarak bir de (ƒn)n Fibonacci dizisini
alal›m. Dizimiz

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
oldu¤una göre (Dƒn)n farklar dizisi de

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
olacakt›r. Yani farklar dizisi ilk dizinin bir öteleni-
fli oldu. Teorik olarak da kan›tlayabiliriz bunu: 

Dƒn = ƒn+1 - ƒn = (ƒn + ƒn-1) - ƒn = ƒn-1.

III. Fark›n Fark›. Farklar dizisinin de farklar
dizisini alabiliriz ve bunu böyle diledi¤imiz kadar
sürdürebiliriz, yani D ile gösterdi¤imiz ifllemi ar-
darda uygulay›p tümevar›mla

Dk = D◦Dk-1 = D(Dk-1)
olarak k’inci farklar dizisini tan›mlayabiliriz. Ayr›-
ca D0cn, gene cn’ye eflit olsun, yani yeni hiçbir fley
vermesin.

Örne¤in, cn = n(n + 1) ise,
D0cn = cn = n(n + 1),

D2cn = Dcn = cn + 1 - cn = 2(n + 1),
D2cn = Dcn+1 - Dcn =  2(n + 2) - 2(n + 1) = 2,
D3cn = D2cn+1 - D2cn =  2 - 2 = 0

olur.
Dikkat ederseniz, yukardaki örnekte farklar

dizisi gittikçe basitlefliyor, genel terimler,
n(n + 1), 2(n + 1), 2, 0

olarak de¤ifliyor; bir anlamda, diziye fark ifllemi
uyguland›kça elde edilen dizinin genel teriminin
“derecesi” azal›yor.

cn+1 = cn + Dcn formülünü ilerde s›k s›k kulla-
naca¤›z. Bu formül sayesinde farklar dizisi ve c0 bi-
lindi¤inde dizinin kendisini de bulabilece¤iz.

Fibonacci dizimize fark ifllemini pefli s›ra uygu-
layal›m.

D0ƒ : 1, 1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34, 55, ... 
D1ƒ : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... 
D2ƒ : 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... 
D3ƒ : -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... 
D4ƒ : 2,-1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... 
D5ƒ : -3, 2,-1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, ... 
D6ƒ : 5,-3, 2,-1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, ... 
Her ad›mda Fibonacci dizimizi bir terim sa¤a

kayd›r›yoruz ve solda beliren boflluklara da s›ras›y-
la 0, 1, -1, 2, -3, 5, ..., yani 0 ve °ƒn say›lar›n› ko-
yuyoruz.

E¤er dizimizin farklar›
Dc0 = Dc1 = ... = Dcn = a ¸ 0

ise, (cn)n dizisine aritmetik dizi diyelim. Bu durum-
da cn+1 = Dcn + cn formülünden kolayl›kla (tüme-
var›mla) cn = c0 + na elde ederiz. Her aritmetik di-
zi (c0 + na)n olarak yaz›l›r. Burada a ¸ 0 ve c0 sa-
y›lar›n› belirlememiz gerekir. a = 2 ve c0 = 1 ise 1,
3, 5, 7, ... teksay›lar dizisini ve a = 3 ve c0 = 2 ise
2, 5, 8, 11, 14, ... dizisini elde ederiz. (cn)n bir arit-
metik diziyse, mutlaka D2cn = 0’d›r.

Buraya kadar yapt›klar›m›z ›s›nma hareketle-
riydi. Art›k kollar› s›vay›p daha ciddi ifllere baflla-
yal›m.

IV. Terimleri Farklar Cinsinden Yazmak. D0cn
= cn tan›m›n› hat›rlat›r›m. Yani D0, dizileri de¤ifltir-
meyen özdefllik fonksiyonu. Bu fonksiyon genelde
Id olarak yaz›l›r. Ama pratikli¤inden ve psikolojik
yarar›ndan dolay› bazen 1 olarak yaz›ld›¤› da olur.
Biz de bundan böyle bu fonksiyonu 1 olarak yaza-
l›m:

D0 = Id = 1
ve
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Tümevar›msal bir iliflkiyle belirlenen diziler
say›labilir sonsuzluktadad›r (yani do¤al say›lar
kadard›rlar), çünkü formüller sonlu say›da sim-
geyle yaz›l›rlar ve sonlu uzunluktad›rlar; öte
yandan ne kadar gerçel say› varsa o kadar dizi
oldu¤u oldukça kolay bir biçimde kan›tlanabi-
lir. Demek ki dizilerin çok büyük bir ço¤unlu¤u
tümevar›msal bir iliflkiyle belirlenemezler.



1cn = D0cn = cn.
Buradaki 1’in say› olmad›¤›, bir fonksiyon oldu¤u
unutulmamal› ve say› olan 1’le kar›flt›r›lmamal›d›r.
Zaten uygulamalar›m›zda say› 1’le fonksiyon 1’in
kar›flma riski olan durumlara hiç rastlamayaca¤›z.

cn+1 = cn + Dcn = (1 + D)cn oldu¤unu biliyoruz;
demek ki 1 + D ifllemi dizinin ilk terimi kaybedip
diziyi sola kayd›r›yor: E¤er c dizisi

c0, c1, c2, c3, c4, ...
ise, (1 + D)c dizisi

c1, c2, c3, c4, ...
dür.

1 + D ifllemini ilk terimimize iki kez uygularsak
(1 + D)2c0 = (1 + D)c1 = c2

elde ederiz; üç kez uygularsak,
(1 + D)3c0 = (1 + D)2c1 = (1 + D)c2 = c3

elde ederiz. Daha genel olarak,
(1 + D)nc0 = cn

buluruz. Bu flekilde dizimizin genel terimini ilk te-
rim ve 1 + D ifllemi cinsinden ifade etmifl olduk:

c0 = (1 + D)0c0,
c1 = (1 + D)1c0,
c2 = (1 + D)2c0,
c3 = (1 + D)3c0,

...
cn =  (1 + D)nc0,

...
En sondaki cn =  (1 + D)nc0 formülünde c0 yerine
cm koyarak (bunu yapamamam›z için hiçbir neden
yok: dizinin ilk m terimini atarsak c0 yerine cm’den
bafllayan bir dizi elde ederiz), daha genel olarak,

(1 + D)ncm = cn+m (1)
sonucuna ulafl›r›z.

fiimdi (1 + D)n ifllemine binom aç›l›m›n› uygu-
layal›m.

(1 + D)n = Sn
k = 0 C(n, k)Dk

elde ederiz. Burada, C(n, k), binom katsay›s› olan

anlam›na gelmektedir, tipografik nedenlerden do-
lay› binom katsay›s› yerine C(n, k) yaz›l›m›n› kul-
lanaca¤›z. Binom aç›l›m›n› ve katsay›lar› için refe-
rans›m›z [MD-2005-I, sayfa 25-26]. Binom aç›l›-
m›n› kullanabilmek için asl›nda

Di(Dj) = Dj(Di) = Di + j

eflitliklerini ispat etmemiz gerekirdi ama bu da ol-
dukça kolay.

Yukardaki binom aç›l›m›n› bir dizinin cm teri-
mine uygularsak,

(1 + D)ncm = (Sn
k = 0 C(n, k)Dk)cm

= Sn
k = 0 C(n, k)Dkcm

buluruz. fiimdi bunu yukarda buldu¤umuz (1) ile
birlefltirip

cn+m = Sn
k = 0 C(n, k)Dkcm (2)

formülünü elde edelim. Böylelikle, dizinin
(n+m)’inci terimini, dizinin farklar› olan

cm, Dcm, D2cm, ..., Dn-1cm, Dncm
cinsinden yazabildik.

V. Farklar› Terimler Cinsinden Yazmak. fiim-
di de farklar› dizinin terimleri cinsinden yazmaya
çal›flal›m. Dcm = cm+1 - cm tan›m›ndan dolay› bu-
nu Dcm için yapmay› biliyoruz, amac›m›z Dncm far-
k›n› dizinin terimleri cinsinden yazmak. Gene bi-
nom aç›l›m›n› kullanaca¤›z.

Dn = ((1 + D) - 1)n

= Sn
k = 0 (-1)kC(n, k)(1 + D)n-k

ifllem eflitli¤ini cm terimine uygulayal›m:
Dncm = [Sn

k = 0 (-1)k C(n, k)(1 + D)n-k]cm
= Sn

k = 0 (-1)k C(n, k)(1 + D)n-kcm
elde ederiz. Gene (1)’i kullanarak,

Dncm = Sn
k = 0 (-1)k C(n, k)cm+n-k (3)

elde ederiz. Böylece Dncm fark›n› dizinin cm, cm+1,
..., cm+n terimleri cinsinden yazm›fl olduk.

VI. Dizilerin Aritmetiksel Mertebeleri. Bir c =
(cn)n dizisinin aritmetik bir dizi olmas› için gerek
ve yeter koflul Dc = (Dcn)n dizisinin sabit dizi olma-
s›d›r. E¤er Dc dizisi sabit de¤ilse ama D2c dizisi sa-
bitse, o zaman c dizisi aritmetik bir dizi de¤ildir
ama, bir anlamda, aritmetik bir dizi olmaya çok
yatk›nd›r.

Verilen bir (cn)n dizisinin d-farklar› 0’dan fark-
l› bir sabitse, yani

0 ¸ Ddc0 = Ddc1 = ... = Ddcn = ... 
ise, bu diziye d-inci mertebeden aritmetik dizi de-
nir. Bu takdirde, m > 0 için,

0 = Dd+1cn = ... = Dd + mcn
olur elbette.

Bu kavram› biraz daha iyi anlayabilmek için flu
somut örne¤e bakal›m:

c0 = 5,
D1c0 = 4

ve her n için
D2cn = 7

olsun. Bu 2’nci mertebeden aritmetik bir dizidir.
Tabii n > 2 için Dnc0 = 0’d›r. fiimdi n > 2 için (2)’de
m = 0 alarak
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cn = Sn
k = 0 C(n, k)Dkc0

yazal›m. k > 2 oldu¤unda Dkc0 = 0 oldu¤undan,
yukardaki eflitlik,

cn = C(n, 2)D2c0 + C(n, 1)Dc0 + c0
= 7n(n-1)/2 + 4n + 5

fleklini al›r, yani n ² 2 için,
cn = (n2 + 7n + 10)/2

eflitli¤ini elde ederiz. Bu eflitlik n = 0, 1 için de ge-
çerlidir:

(02 + 7³0 + 10)/2 = 5 = c0
(12 + 7³1 + 10)/2 = 9 = 5 + 4

= c0 + Dc0 = c0 + (c1 - c0) = c1.
olur. Böylece dizimizin genel terimini

cn = (n2 + 7n + 10)/2, n = 0, 1, 2, ...
olarak bulduk. Örne¤imizdeki hesap yöntemini ge-
nellefltirerek flu teoremi ispat edelim.

Teorem 1. (cn)n, d-inci mertebeden aritmetik
bir diziyse, derecesi d olan bir p polinomu için p(n)
= cn eflitli¤i her n için sa¤lan›r.

Kan›t: d’inci mertebeden aritmetik bir (cn)n di-
zisi alal›m. Demek ki her n için,

0 ¸ Ddc0 = Ddc1 = ... = Ddcn = ... 
ve her n > d için Dnc0 = 0.

fiimdi, n > d ve m = 0 için, (2)’den,
cn = Sn

k = 0 C(n, k)Dkc0
= Sd

k = 0 C(n, k)Dkc0 (4)
eflitli¤i bulunur. Bunu akl›m›zda tutup binom kat-
say›lar›na biraz daha yak›ndan bakal›m.

Burada n yerine x de¤iflkenini koyup, C(x, k) poli-
nomunu 

olarak tan›mlayal›m. Bu, k-inci dereceden bir poli-
nomdur [bkz. MD-2005-I, sayfa 25-26] ve kökleri
0, 1, ..., k - 1 tamsay›lar›d›r. Örne¤in C(x, 0) = 1
ve C(x, 1) = x. fiimdi, e¤er (4) formülünden esinle-
nerek,

p(x) = Sd
k = 0 Dkc0C(x, k)

tan›m›n› yaparsak, (4)’ten dolay›
cn = p(n)

eflitli¤ini buluruz. p’nin derecesi d olan bir polinom
oldu¤u da aflikâr.

Ama kan›t›m›z daha bitmedi, çünkü cn = p(n)
eflitli¤ini sadece n > d için kan›tlad›k. Ayn› eflitli¤in
0 ¢ n ¢ d için de geçerli oldu¤unu kan›tlamal›y›z.
Böyle bir n alal›m. E¤er 0 ¢ n ¢ k - 1 ise, C(n, k) =

0 eflitli¤i C(x, k)’nin tan›m›ndan hemen ç›k›yor; de-
mek ki,

p(n) = Sd
k = 0 Dkc0C(n, k)

eflitli¤inde sadece k = 0, 1, ...,  n terimlerini almal›-
y›z:

p(n) = Sn
k = 0 Dkc0C(n, k)

bu da (2)’den dolay› (m = 0 al›n) cn’ye eflittir. ■

fiimdi d’inci mertebeden bir c = (cn)n aritmetik
dizisi alal›m. Bu c dizisinin Dc = (Dcn)n farklar dizi-
si (d - 1)’inci mertebeden bir aritmetik dizidir; çün-
kü Dd - 1(Dcn) = Ddcn ¸ 0. Bu basit gözlem bize flu
soruyu sordurur: Bir dizinin d’inci mertebeden
aritmetik dizisi olmas› için d’inci dereceden bir po-
linomla tan›ml› olmas› yeterli ve gerekli midir? Bu
sorunun yar›s›n› teoremimiz cevaplad›. fiimdi flu
kald›: d’inci dereceden bir p polinomu verildi¤inde
(p(n))n dizisi d’inci mertebeden bir aritmetik dizi
olur mu?

‹lk olarak özel bir hali ele alal›m. ad ¸ 0 ol-
mak üzere a0, a1 , ..., ad say›lar›yla 

q(x) = Sd
k = 0 akC(x, k) (6)

olarak tan›mlanan q fonksiyonun, derecesi d olan
bir polinom taraf›ndan verildi¤ini görmek kolay.
fiimdi q(n + 1) - q(n) say›s›n› hesaplayal›m:
q(n+1) - q(n) = Sd

k=0 akC(n+1, k) - Sd
k = 0 akC(n, k)

= Sd
k = 0 ak[C(n+1, k) - C(n, k)]

yazarsak, binom katsay›lar›n›n sa¤lad›¤›
C(n, k) + C(n, k-1) = C(n+1, k)

özdeflli¤i kullanarak [MD-2005-I, s. 25],
Dq(n) = q(n + 1) - q(n) = Sd

k = 1 akC(n, k-1)
elde ederiz. Demek ki

q(x) = Sd
k = 0 akC(x, k)

iken,
Dq(x) = Sd

k = 1 akC(x, k-1)
oluyor. Bu yapt›¤›m›z› ardarda tekrarlayarak

Diq(n) = Sd
k = i akC(n, k-i)

sonucunu buluruz. Dolay›s›yla
Ddq(n) = ad;

yani (6)’daki polinomun tan›mlad›¤› dizinin d-inci
mertebeden bir aritmetik dizi oldu¤unu ispat ettik.
Tabii (6)’da tan›mlad›¤›m›z polinom özel bir hal
gibi gözüküyor ama flimdi derecesi d olan herhan-
gi bir polinomu, a0, a1, ..., ad say›lar›n› seçerek
(6)’daki gibi yazabilece¤imizi gösterelim.

Yard›mc› Teorem. Derecesi d olan bir p poli-
nomu verildi¤inde öyle a0, a1, ..., ad say›lar› bula-
biliriz ki
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p(x) = a0 + a1C(x, 1) + ... + adC(x, d)
özdeflli¤i geçerli olur.

Kan›t: p(x) = b0 + b1x + ... + bdxd, derecesi d
olan bir polinom olsun. Demek ki bd ¸ 0.

C(x, d)’nin derecesi d olan bir polinom oldu-
¤unu biliyoruz. Bu polinomda xd’nin katsay›s› cd ¸
0 olsun. ad say›s›n› bd/cd olarak tan›mlarsak,

p(x) - adC(x, d)
polinomunda xd terimi yok olur; yani bu polinom
art›k d - 1’inci dereceden bir polinomdur. fiimdi
ad-1 say›s›n›,

p(x) - adC(x, d) - ad-1C(x, d - 1)
polinomunda xd - 1 teriminin katsay›s› s›f›r olacak
flekilde seçelim. Bu ifllemi tekrarlayarak

ad, ad - 1, ..., a1
katsay›lar›n›,
p(x) - ad C(x, d) - ad-1C(x, d-1) - ... - a1C(x, 1) 
polinomunda x teriminin de olmad›¤›, yani bu po-
linomun sabit olacak biçimde seçebiliriz. Bu sabiti
a0 ile gösterelim. O zaman p(x)’i
adC(x, d) - ad-1C(x, d-1) - ... - a1C(x, 1)  + a0

olarak seçebiliriz. ■

Daha önce yapt›¤›m›z› yard›mc› teoremle bir-
lefltirip flu sonuca var›r›z.

Teorem 2. Derecesi d olan bir p polinomu ta-
raƒ›ndan tan›mlanan (p(n))n dizisi d’inci mertebe-
den bir aritmetik dizidir.

Genel olarak, herhangi iki ƒ0, ƒ1 pozitif say›s›
verildi¤inde ƒn = ƒn-1 + ƒn-2, n ² 2, ile tan›mlanan
(ƒn)n dizisine Fibonacci dizisi diyelim. Bu tan›m-
dan her n için ƒn > 0 oldu¤unu kolayca ispat ede-
biliriz. Demek ki ƒn = ƒn-1 + ƒn-2 > ƒn-1. Dolay›-
s›yla (ƒn)n artan bir dizidir.

Sonuç. Fibonacci dizisini veren bir polinom
yoktur.

Kan›t: Fibonacci dizisinin farklar dizisine ba-
kal›m:

Dƒn = ƒn + 1 - ƒn = ƒn- 1
ve genelde n ² d için

Ddƒn = ƒn-d
oldu¤unu gösterebiliriz. Dolay›s›yla hiçbir d için
(Ddƒn)n sabit bir dizi olamaz. Teorem 2 bize her n
için p(n) = ƒn olacak flekilde bir polinom olmad›¤›-
n› verir. Yani Fibonacci dizisini veren bir polinom
yoktur! ■

VII. Aritmetik Dizilerin Sonlu Toplamlar›.
fiimdi d’inci mertebeden bir aritmetik dizinin son-
lu toplamlar›n› ele alal›m, yani (cn)n, d-inci merte-
beden bir aritmetik diziyse, genel terimi

(c0 + c1 + c2 + ... + cn)n
olan

c0, c0 + c1, c0 + c1 + c2, c0 + c1 + c2 + c3, ..., 
dizisini bulal›m.

(4) formülüne göre, (cn)n dizisinin genel terimi-
ni,

cn = Sd
k = 0 C(n, k)Dkc0

olarak c0 ve farklar› cinsinden yazabiliyoruz. Gene
binom katsay›lar›n›n

C(n, k + 1) + C(n, k) = C(n + 1, k + 1)
özdeflli¤ine dönelim ve bunu

C(n, k) = C(n + 1, k + 1) - C(n, k + 1)
olarak yazal›m. Herhangi bir k = 0, 1, ... say›s›n›
sabitleyip n = 0’dan n = m’ye kadar C(n, k) binom
katsay›lar›n› toplarsak, yukardaki formülden dola-
y› birçok terim sadeleflir ve

Sm
n = 0 C(n, k) = C(m + 1, k + 1) - C(0, k + 1)

= C(m + 1, k + 1)
elde ederiz. Dolay›s›yla d’inci mertebeden bir arit-
metik dizinin sonlu toplam›,

Sm
n = 0 cn = Sm

n = 0 [Sd
k = 0 C(n, k)Dkc0]

= Sd
k = 0 [Sm

n = 0 C(n, k)Dkc0]
= Sd

k = 0 [Sm
n = 0 C(n, k)]Dkc0

= Sd
k = 0 C(m + 1, k + 1)Dkc0

formülüyle kolayl›kla bulunabilir. Sonuç:
Sm

n = 0 cn = Sd
k = 0 Dkc0C(m + 1, k + 1). (7)

Örnek olarak (n4)n dizisini alal›m. Teorem 2
bize bunun 4’üncü mertebeden bir aritmetik dizi
oldu¤unu söylüyor. Farklar dizileri yazal›m 

(n4)n : 0, 1, 16, 81, 256 ... 
(Dn4)n : 1, 15, 65, 175, ... 
(D2n4)n : 14, 50, 110, ... 
(D3n4)n : 36, 60, ... 
(D4n4)n : 24, ...

Demek ki 
c0 = 0,
Dc0 = 1,
D2c0 = 14,
D3c0 = 36

ve
D4c0 = 24.

Dolay›s›yla, yukardaki (7) formülünden dolay›, ilk
m do¤al say›n›n karelerinin toplam› olan Sm

n = 0 n4

say›s› afla¤›daki flu say›ya eflit:
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C(m + 1, 2) + 14C(m + 1, 3) + 36C(m + 1, 4) +
24C(m + 1, 5) = m(m+1)(2m+1)(3m2+3m-1)/30,
yani

Sm
n = 0 n4 = m(m+1)(2m+1)(3m2+3m-1)/30.

MD okuru bu formülü iyi tan›yor olmal› [bkz.
MD-200x-xx, sayfa xx]. ‹sterseniz ayn› yöntemle
(n2)n, (n3)n vb. dizilerin ilk m terimlerinin toplam-
lar›n› da hesaplars›n›z. Ama biz yaz›m›z› genel bir
sonuçla sürdürelim.

Teorem 3. Derecesi d olan bir p polinomu için,
q(m) = än = 0

m p(n)
flart›n› sa¤layan ve derecesi d + 1 olan bir q polino-
mu vard›r.

Kan›t: Teorem 2 bize (p(n))n dizisinin mertebe-
si d olan bir aritmetik dizi oldu¤unu söylüyor. Bu
dizinin ilk m teriminin toplam›n› biliyoruz, bu top-
lam bize (7) formülüyle veriliyor. O formülde cn
yerine p(n) yazarsak,

Sm
n = 0 p(n) = Sd

k = 0 Dkp(0)C(m + 1, k + 1).
buluruz. Sa¤ taraf, m’yi de¤iflken olarak kabul
edersek, m cinsinden d + 1’inci dereceden bir poli-
nom. Bu polinoma q ad›n› verelim:

q(x) = Sd
k = 0 Dkp(0)C(x + 1, k + 1).

Demek ki Sm
n = 0 p(n) = q(m). ■

Son olarak asal say›lar dizisini ele alal›m. Bu di-
zi ile birinci ve ikinci farklar dizisini altalta yazal›m.

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ... 
1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6, ... 
1, 0, 2, -2, 2, -2, 2, 2, ...

Sadece bu dizilere bakarsak, asal say›lar›n farklar›

sanki giderek daha düzgün da¤›l›yor sanabiliriz.
Oysa hiç de öyle de¤ildir.

Asal say›lar dizisini (pn)n ile gösterelim. E¤er
bu dizi d’inci mertebeden bir aritmetik dizi olsay-
d›, o zaman her n için ƒ(n) = pn olan bir ƒ polino-
mu bulabilecektik. Gerçekten tüm asal say›lar› bir
polinomla hesaplayabilmek ne kadar güzel olurdu!
Ama böyle bir polinom yok. fiimdi bunu ispat ede-
lim. ƒ(x) = adxd + ... + a1x + a0, ad ¸ 0, bir poli-
nom olsun. ‹lkin bir ilginç sonuca bakal›m.

Yard›mc› Teorem. ƒ(n) say›s›n› bölen p say›s›,
her k = 1, 2, 3, ... için, ƒ(n + kp) say›s›n› da böler.

Kan›t: Polinomumuz aixi gibi terimlerin topla-
m›. Binom teoreminden

ai(n + kp)i = ai(ni + ini-1(kp) + ... + (kp)i)
= aini + ...

elde ederiz. Noktalarla gösterilenlerin her birini p
say›s› böler. Ayr›ca i üzerinden toplarsak

ƒ(n + kp) = ƒ(n) + A(k, p)
sonucuna var›r›z. Burada A(k, p) ile noktalarla gös-
terilen terimlerin i üzerinden toplam›n› ifade ediyor.
Hem ƒ(n), hem de A(k, p), p’ye bölünür. ■

Sonuç. Her n için ƒ(n)’nin asal olan bir ƒ poli-
nomu yoktur.

Kan›t: Her n için ƒ(n) de¤eri asal olan bir ƒ po-
linomunun oldu¤unu varsayal›m. Bu bizi bir çelifl-
kiye götürecek. ƒ’nin derecesi d olsun ve

ƒ(x) = a0 + a1x + ... + adxd

olarak yazal›m. 
ƒ(0) = p bir asal say›d›r. Ayr›ca Yard›mc› Te-

orem’den dolay› her k için p say›s› ƒ(kp) say›s›n›
böler. Ama varsay›m›m›zdan dolay› ƒ(kp) say›s› da
asald›r. Dolay›s›yla her k = 1, 2, ... için ƒ(kp) = p
eflitli¤i do¤rudur. Cebirin Temel Teoremi denen ve
ƒ(x) = a denkleminin en çok d tane çözümü oldu¤u-
nu veren teoremi kullanarak [MD-200x-xx, sayfa
xx], her k için ƒ(kp) = p eflitli¤inin olamayaca¤›n›
söyleyip ispat›m›z› burada bitirebiliriz. Ama bu te-
oremi bilmiyorsak, ziyan› yok. fiu ifadeye bakal›m

ƒ(kp)(kp)-d = ad + ad-1(kp)-1 + ... + a0(kp)-d.
k artt›kça, sa¤ taraftaki ad’den sonra gelen her te-
rim giderek s›f›ra yaklafl›r. Yani

limk ­ ¤ ƒ(kp)/(kp)d = ad
Öte yandan ƒ(kp) = p, yani

limk ­ ¤ ƒ(kp)/(kp)d = limk ­ ¤ p/(kp)d = 0.
Ama ad ise s›f›r de¤ildi. ‹flte ispat›m›z› tamamlayan
çeliflki. ♦
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