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ging ve birbirinden bagimsiz sonuglar kanit-

u yazida dizileri kullanarak birbirinden il-
Blayacaglz.

I. Diziler. Bir dizi,

ag, Ay, Apy -

ya da
(@)n

yazilimiyla gosterilir. Bu yazida hep say: dizilerin-
den s6z edecegiz. Ornegin,

1,3,5,7, ..
bir dizidir. Bu dizinin tek sayilardan olustugunu,
herhangi bir a¢iklamaya gereksinim duymadan, ilk
dort terimine bakar bakmaz anliyoruz, daha dog-
rusu hissedip tahmin ediyoruz, ¢iinkii aslinda 1, 3,
5, 7 sayilarindan sonra 9 gelecek diye bir kural
yok... ik terimleri 1, 3, 5, 7 olan dizimizin sonra-
ki ti¢ terimi 9, 11, 13 yerine pekala 2, p, 89 olabi-
lir. Bu yuzden bu diziyi

20+ 1),

olarak gostermek ya da “genel terimi a,, = 21 + 1
olan dizi”den s6z etmek daha dogru olur.

Terimleri a,, olan (a,,),, dizisini a olarak goster-
mek pratikte yararl olabilir: a = (a,,),,.

a = (a,), dizisinde, a,, sayisi a dizisinin #’inci
terimi olarak adlandirilir. Ilk terimimiz hep ag ola-
cak, yani dizilerimiz hep sifirinci terimden baglaya-
cak. Ornegin a;, dizinin onuncu terimidir. 0, 1, 2,
3, ... tamsayilar dizisinin 7’inci terimi 7 iken, 1, 3,
5,7, ... tek sayilar dizisinin #’inci terimi 22 + 1’dir.

Genel terimi sirasiyla

a,=2n+1

b,=n(n+1)
ve

Cn=2"

olan a, b, c dizilerin ilk birkag terimini yazalim:
a:1,3,5,7,9, ..
b:0,2,6,12,20, ...
c:1,2,4,38, 16, ...
Bazen de diziler timevarimsal bir formiille be-
lirlenir, yani her terimin daha 6nceki terimlere go-
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re nasil bulundugunun kural verilir. Iste buna ii¢

ornek:
d,=d,_1+2,
€n= en—lz’
fn=Fu1+ fuoa

Dizi bu yontemle tanimlandiginda, dizinin tim
terimlerinin belirlenmesi i¢in dizinin ilk birkag teri-
mi verilmeli. Ornegin ilk iki dizide 0’inc1 (yani ilk!)
terimler olan d ve e verilmisse, dizinin diger te-
rimleri formuller yardimiyla teker teker bulunabi-
lir. Birinci 6rnekte dy’1 bilirsek

di=dy+2
dy=di+2=dy+4
olur ve tiimevarimla tiim terimleri teker teker elde
edebiliriz; iste o dizi:
dy,dy+2,dg+4,dy+6,dy+38, ...
Eger dj = 0 alirsak dizimiz
0,2,4,6, ..
olur. Ama eger djy = 1 alirsak
1,3,5,7,..
teksayilar dizisini elde ederiz. Uzun lafin kisasi,
d,=d, 1 +2
iligkisiyle verilen dizi birinci terimine gore degisir.
Ikinci drnekte e = 0 veya eg = 1 alirsak
0,0,0, ..
ve
1,1,1, ..
sabit dizilerini buluruz. Ama ey = 2 olursa bu kez
cok hizli artan 2, 4, 16, 256, ... dizisi bulunur.

Uciincii 6rnekte dizinin belirlenmesi icin sadece
birinci terimin verilmis olmasi yetmez, bu sefer ilk
iki terime ihtiyacimiz var; bu dizide ancak f;, ve f4
verilmigse diger terimleri bulabiliriz. Ornek olarak
fo=f1 =1 alalim. Bu takdirde ilk birkag terimi

1,1,2,3,5,8,13, 21, ...
olan meshur Fibonacci dizisini elde ederiz. [Bkz.
MD-2003-1, sayfa xx-xx ve I, sayfa xx-xx]|

Her dizi boyle timevarimsal bir iligkiyle belir-
lenmeyebilir. Ama matematikte, fizikte ve diger bi-
limlerde karsgimiza “dogal olarak” cikan dizilerin
pek ¢ogunda boyle timevarimsal bir iligki vardir.
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Tumevarimsal bir iliskiyle belirlenen diziler
sayilabilir sonsuzluktadadir (yani dogal sayilar
kadardirlar), ¢tinkii formiiller sonlu sayida sim-
geyle yazilirlar ve sonlu uzunluktadirlar; ote
yandan ne kadar gergel say1 varsa o kadar dizi
oldugu oldukga kolay bir bi¢cimde kanitlanabi-
lir. Demek ki dizilerin ¢ok buiytik bir cogunlugu
tumevarimsal bir iliskiyle belirlenemezler.

II. Farklar Dizisi. Bir ¢ = (¢,
da gelen terimlerin farklarini D¢, = ¢,,, 1 -

), dizisinde ardar-
¢, olarak
yazalim. Béylece D¢, Dey, Dcy, ... yani (Dc,,),, dizi-
sini tiirettik. Bu diziye Dc adini verelim. Dc dizisine

¢ dizisinin farklar dizisi ad1 verilir.

Ornekler.
1. c dizisi 3, 5, 8, -3, 6, 2, ... ise Dc dizisi
2,3,-11,9, -4, ...
dir.

2. Her terimi ayni olan diziye sabit dizi denir.
Bu durumda ¢,, , | = ¢,, oldugu i¢in Dc,, = 0°dir.

3. ¢, =c,_1 + 2 timevarimsal iligkisiyle verilen
(¢,),, dizisinin farklar dizisi 2, 2, 2, 2, ... sabit dizi-
sidir. Farklar dizisinin bu durumda ilk terimden
bagimsiz olduguna dikkatinizi ¢cekerim.

4. Genel terimi ¢, = n(n + 1) olan dizi i¢in

Dey=¢hi1-Cn
=n+1)n+2)-nn+1)=2(n+1)
dir.

5. Son olarak bir de (f,),,
alalim. Dizimiz

1,1,2,3,5,8,13, 21, ...
olduguna gore (Df,,),, farklar dizisi de
0,1,1,2,3,5,8,13, ...

olacaktir. Yani farklar dizisi ilk dizinin bir 6teleni-

Fibonacci dizisini

si oldu. Teorik olarak da kanitlayabiliriz bunu:

Dfnzfn+1_fn=(fn+fn—1)_fn=fn—l‘

M. Farkin Farki. Farklar dizisinin de farklar
dizisini alabiliriz ve bunu boyle diledigimiz kadar
strdiirebiliriz, yani D ile gosterdigimiz islemi ar-
darda uygulayip tiimevarimla

Dk = DoDk-1 = D(Dk‘l)
olarak k’inci farklar dizisini tamimlayabiliriz. Ayri-
ca DOc,, gene ¢,’ye esit olsun, yani yeni hicbir sey
vermesin.

Ornegin, ¢, = n(n + 1) ise,

DOc, = ¢, = n(n + 1),
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D2¢,=Dc,=c¢ -c,=2(n+1),

n+1
D2¢,=Dc,,q - D¢, = 2(n+2)-2(n+1)=2,
D3¢, =D%c,, 4 -D%¢,=2-2=0
olur.

Dikkat ederseniz, yukardaki ornekte farklar

dizisi gittikge basitlesiyor, genel terimler,
n(n + 1), 2(n + 1), 2, 0

olarak degisiyor; bir anlamda, diziye fark iglemi
uygulandikca elde edilen dizinin genel teriminin
“derecesi” azahyor.

€pe1 = €, + Dc,, formiilini ilerde sik sik kulla-
nacagiz. Bu formill sayesinde farklar dizisi ve ¢ bi-
lindiginde dizinin kendisini de bulabilecegiz.

Fibonacci dizimize fark igslemini pesi sira uygu-

layalim.
DOf: 1, 1, 2, 3, 5, 8,13,21, 34,55, ..
Dlf:. 0, 1, 1, 2, 3, S, 8,13,21,34, ..
D2f: 1,0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,13,21,
D3f:-1,1,0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,13, ...
D4f: 2,-1, 1,0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..
DSf: -3, 2,-1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, ...
Déf: 5,-3, 2,-1, 1, 0, 1, 1, 2, 3,

Her adimda Fibonacci dizimizi bir terim saga
kaydiriyoruz ve solda beliren bosluklara da sirasty-
la0,1,-1,2, -3, 5,
yuyoruz.

..., yani 0 ve °f,, sayilarini ko-

Eger dizimizin farklari
0
),, dizisine aritmetik dizi diyelim. Bu durum-

Dcy=Dcy=...=Dc,=a .
ise, (¢,
da ¢,,1 = Dc,, + ¢,, formulinden kolaylikla (tiime-
varimla) ¢, = ¢y + na elde ederiz. Her aritmetik di-

zi (¢o + na), olarak yazilir. Burada a , 0 ve ¢ sa-

yilarini belirlememiz gerekir. a = 2 ve ¢g = 1 ise 1,
3,5, 7, ... teksayilar dizisini ve a = 3 ve ¢y = 2 ise

2,5,8,11, 14, ...
metik diziyse, mutlaka D2c,, = 0°dir.

dizisini elde ederiz. (c,,),, bir arit-

Buraya kadar yaptiklarimiz 1sinma hareketle-
riydi. Artik kollari sivayip daha ciddi islere basla-
yalim.

IV. Terimleri Farklar Cinsinden Yazmak. DO,
= ¢,, tammuni hatirlatirim. Yani DO, dizileri degistir-
meyen Ozdeslik fonksiyonu. Bu fonksiyon genelde
Id olarak yazilir. Ama pratikliginden ve psikolojik
yararindan dolay1 bazen 1 olarak yazildigi da olur.
Biz de bundan boyle bu fonksiyonu 1 olarak yaza-
lim:

DO=Id=1
ve
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1c, = D%, = ¢,
Buradaki 1’in say1 olmadigi, bir fonksiyon oldugu
unutulmamali ve say1 olan 1’le karigtirilmamalidir.
Zaten uygulamalarimizda say1 1’le fonksiyon 1’in
karigma riski olan durumlara hi¢ rastlamayacagiz.
€1 = € + De,, = (1 + D)c,, oldugunu biliyoruz;
demek ki 1 + D iglemi dizinin ilk terimi kaybedip
diziyi sola kaydiriyor: Eger ¢ dizisi
€05 C1s €25 €35 Cs +en
ise, (1 + D)c dizisi
Cls €2y €35 C4y oo
dir.
1 + D iglemini ilk terimimize iki kez uygularsak
(1 +D)2cg = (1 +D)cy = ¢
elde ederiz; Ug kez uygularsak,
(1+D)3¢y = (1 +D)2¢; = (1 + D)y = ¢
elde ederiz. Daha genel olarak,
(1 +D)*cy=c,
buluruz. Bu sekilde dizimizin genel terimini ilk te-
rim ve 1 + D iglemi cinsinden ifade etmis olduk:
co = (1 + D)0cy,
1 = (1 + D)lCO,
(1 + D)2co,
¢3 = (1 + D3¢y,

=

(1 + D)7,

n

En sondaki ¢, = (1 + D)"¢( formiiliinde ¢ yerine
¢, koyarak (bunu yapamamamiz i¢in higbir neden
yok: dizinin ilk #7 terimini atarsak ¢ yerine c,,,’den
baslayan bir dizi elde ederiz), daha genel olarak,

(1+D)rc,=c (1)
sonucuna ulagiriz.

n+m

Simdi (1 + D)” iglemine binom ac¢ilimini uygu-
layalim.
(1+ Dy =S} _ Cln, k)Dk
elde ederiz. Burada, C(n, k), binom katsayisi olan
_dnb_
TRk (- ).
anlamina gelmektedir, tipografik nedenlerden do-

C(n, k)

lay1 binom katsayisi yerine C(n, k) yazilimini kul-
lanacagiz. Binom agilimini ve katsayilari igin refe-
ransimiz [MD-2005-1, sayfa 25-26]. Binom acili-
muni kullanabilmek icin aslinda
Di(Di) = Di(Di) = Di +/

esitliklerini ispat etmemiz gerekirdi ama bu da ol-
dukg¢a kolay.

Yukardaki binom ag¢ilimini bir dizinin ¢, teri-
mine uygularsak,
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(1 + D)ne,, = (St _ o C(n, k)Dk)c,,
=S} _ C(n, k)Dkc,,
buluruz. Simdi bunu yukarda buldugumuz (1) ile
birlegtirip
Cam = S = o Cln, k)Dke,,
formuliini elde edelim. Boylelikle,
(n+m)’inci terimini, dizinin farklari olan

(2)

dizinin

¢, D¢,ypy D2,y ooy D71, Dc,,
cinsinden yazabildik.

V. Farklar1 Terimler Cinsinden Yazmak. Sim-
di de farklari dizinin terimleri cinsinden yazmaya
¢alisalim. Dc,, = ¢,,,,1 - ¢,,, tanimindan dolay1 bu-
nu D¢,,, i¢in yapmayi biliyoruz, amacimiz D”c,, far-
kini dizinin terimleri cinsinden yazmak. Gene bi-
nom agilimimi kullanacagiz.

D" = ((1+D)-1)

= S} _ o (-1)kCln, )(1 + D)1=k

islem esitligini ¢, terimine uygulayalim:

Drc,, = [SE_ o (-1)kC(n, k)(1 + D) K]c,,

=St _ o (-D)kC(n, k)(1 + D)k,

elde ederiz. Gene (1)1 kullanarak,

Drc,, = St _ o (=1)RC(1, R)Cpppsrrpe
elde ederiz. Boylece D”c,, farkini dizinin c,,,

3)

> Cma+1>
wees Cyap terimleri cinsinden yazmug olduk.

VL. Dizilerin Aritmetiksel Mertebeleri. Bir ¢ =
(¢,)),, dizisinin aritmetik bir dizi olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Dc = (Dc,,),, dizisinin sabit dizi olma-
sidir. Eger Dc dizisi sabit degilse ama D2¢ dizisi sa-
bitse, 0 zaman ¢ dizisi aritmetik bir dizi degildir
ama, bir anlamda, aritmetik bir dizi olmaya cok
yatkindir.

Verilen bir (c,,),, dizisinin d-farklar1 0’dan fark-
I bir sabitse, yani

0, Ddcy=Dd¢y = ... = D¢, = ...
ise, bu diziye d-inci mertebeden aritmetik dizi de-
nir. Bu takdirde, 7 > 0 i¢in,
0=Dd+l¢, =..=Dd+mc,
olur elbette.

Bu kavrami biraz daha iyi anlayabilmek igin su

somut Ornege bakalim:

=3,

cho =4
ve her 7 i¢in

chn =7

olsun. Bu 2’nci mertebeden aritmetik bir dizidir.
Tabii 7 > 2 i¢in D¢ = 0°dir. $Simdi 7 > 2 i¢in (2)’de
m = 0 alarak
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¢, = S} _ o C(n, k)Dkcy
yazalim. k > 2 oldugunda D¢y = 0 oldugundan,
yukardaki esitlik,
¢, = C(n, 2)D2c0 + C(n, 1)Dcy + ¢
=7nn-1)2 +4n + 5
seklini alir, yani # 2 2 i¢in,
¢, = (% +7n +10)/2
esitligini elde ederiz. Bu esitlik 7 = 0, 1 icin de ge-
cerlidir:
(02 + 730 + 10)/2 =5 = ¢
(12+731+10)2=9=5+4
=cg+Dcy=cy+(c1-¢y) =cq.
olur. Boylece dizimizin genel terimini
¢, =(n*+7n+10)2,n=0,1,2, ..
olarak bulduk. Ornegimizdeki hesap yontemini ge-
nellestirerek su teoremi ispat edelim.

Teorem 1. (c,,),, d-inci mertebeden aritmetik
bir diziyse, derecesi d olan bir p polinomu icin p(n)
= ¢, esitligi ber n icin saglanr.

Kamit: d’inci mertebeden aritmetik bir (c,,),, di-
zisi alalim. Demek ki her # igin,

0, Ddcy=Ddcy = ... =Ddc,, = ...
ve her n > d i¢in D¢y = 0.

Simdi, # > d ve m = 0 i¢in, (2)’den,
¢, = St _ o Cln, k)Dke,

=S¢ _ o C(n, k)Dkc (4)
esitligi bulunur. Bunu aklimizda tutup binom kat-
sayilarina biraz daha yakindan bakalim.
_and o an-1)..(n-k+1)
TR R(-R T k!
Burada 7 yerine x degiskenini koyup, C(x, k) poli-

Cln,k)

nomunu
_x(x=1)...(x-k+1)

k!
olarak tanimlayalim. Bu, k-inci dereceden bir poli-
nomdur [bkz. MD-2005-1, sayfa 25-26] ve kokleri
0, 1, ..., k - 1 tamsayilaridir. Ornegin C(x, 0) = 1

C(x,k)

ve C(x, 1) = x. Simdi, eger (4) formiiliinden esinle-
nerek,
plx) = S§ _ o DkcyClx, k)
tanimini yaparsak, (4)’ten dolay:
Cn = p(n)
esitligini buluruz. p’nin derecesi d olan bir polinom
oldugu da agikar.

Ama kanitimiz daha bitmedi, ¢tiinkii ¢,, = p(n)
esitligini sadece # > d icin kanitladik. Ayni esitligin
0 ¢ n ¢ d icin de gegerli oldugunu kanitlamaliyiz.
Boyle bir 7 alalim. Eger 0 ¢ # ¢ & - 1 ise, C(n, k) =
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0 esitligi C(x, k)’nin tanimindan hemen ¢ikiyor; de-
mek ki,

p(n) = Sf _ g DkcyCln, k)
esitliginde sadece k = 0, 1, ..., » terimlerini almali-
yiz:

p(n) = S} _ o DkcyC(n, k)
bu da (2)’den dolay: (m = 0 alin) ¢,’ye esittir. O
Simdi d’inci mertebeden bir ¢ = (c,,),, aritmetik
dizisi alalim. Bu ¢ dizisinin Dc = (Dc,,),, farklar dizi-
si (d - 1)’inci mertebeden bir aritmetik dizidir; ¢tin-
kit D4-1(Dc,,) = D4c,, , 0. Bu basit gozlem bize su
soruyu sordurur: Bir dizinin d’inci mertebeden
aritmetik dizisi olmasi i¢in d’inci dereceden bir po-
linomla tanimli olmast yeterli ve gerekli midir? Bu
sorunun yarisini teoremimiz cevapladi. Simdi su
kaldi: &’inci dereceden bir p polinomu verildiginde
(p(n)),, dizisi d’inci mertebeden bir aritmetik dizi
olur mu?
Ik olarak 6zel bir hali ele alalim. a; , 0 ol-
mak lzere ag, 4y , ..., ag sayilariyla
q(x) = S¢ _ o a,Clx, k) (6)
olarak tanimlanan g fonksiyonun, derecesi d olan
bir polinom tarafindan verildigini géormek kolay.
Simdi g(n + 1) - g(n) sayisin1 hesaplayalim:
q(n+1) - q(n) = Sf_y a,C(n+1, k) - S{ _ g a,Cln, k)
=S¢ _ o a[Cn+1, k) - Cn, k)]
yazarsak, binom katsayilarinin sagladig
C(n, k) + C(n, k-1) = C(n+1, k)
ozdesligi kullanarak [MD-2005-1, s. 25],
Dg(n) = q(n + 1) - q(n) = S¢ _ | a,C(n, k-1)
elde ederiz. Demek ki
q(x) = S§ _ g a,Clx, k)
iken,
Dq(x) = S _ 1 axClx, k-1)
oluyor. Bu yaptigimizi1 ardarda tekrarlayarak
Dig(n) = S§ - ; ayCln, k-i)
sonucunu buluruz. Dolayisiyla
Ddq(n) = ay;
yani (6)’daki polinomun tanimladigi dizinin d-inci
mertebeden bir aritmetik dizi oldugunu ispat ettik.
Tabii (6)’da tanimladigimiz polinom 6zel bir hal
gibi goziikiiyor ama simdi derecesi d olan herhan-
gi bir polinomu, ay, a4, ..., az sayilarin segerek
(6)’daki gibi yazabilecegimizi gosterelim.

Yardimc1 Teorem. Derecesi d olan bir p poli-
nomu verildiginde 6yle ag, a4, ..., ag sayilar: bula-

biliriz ki
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p(x) =ag+aClx, 1) +
ozdesligi gecerli olur.

Kanut: p(x)

olan bir polinom olsun. Demek ki b,

w +ayC(x, d)

+ bxd, derecesi d
0.

C(x, d)’nin derecesi d olan bir polinom oldu-

=by+ byx + ...

gunu biliyoruz. Bu polinomda x@nin katsayisi ¢ ,
0 olsun. ay sayisini by/c; olarak tanimlarsak,

p(x) - a;Clx, d)
polinomunda x4 terimi yok olur; yani bu polinom
artik d - 1’inci dereceden bir polinomdur. Simdi
ag4_q sayisini,

p(x) - a;Clx, d) - ayClx, d - 1)
polinomunda x4 - 1 teriminin katsayis1 sifir olacak
sekilde secelim. Bu islemi tekrarlayarak

Agy Ag _ 15 -y A1
katsayilarini,
p(x) - ay Clx, d) - ay_1C(x, d-1) - ... - a1C(x, 1)
polinomunda x teriminin de olmadig1, yani bu po-
linomun sabit olacak bicimde segebiliriz. Bu sabiti
ay ile gosterelim. O zaman p(x)’i

a,Clx, d) - ayClx, d-1) - ... - a;Clx, 1) +ag

olarak segebiliriz. O

Daha 6nce yaptigimizi yardimci teoremle bir-
lestirip su sonuca variriz.

Teorem 2. Derecesi d olan bir p polinomu ta-
rafmdan tammlanan (p(n)),, dizisi d’inci mertebe-
den bir aritmetik dizidir.

Genel olarak, herhangi iki f, f pozitif sayisi
verildiginde f,,
(f,), dizisine Fibonacci dizisi diyelim. Bu tanim-

= f-1 + fn-ps 122, ile tanimlanan

dan her # i¢in f,, > 0 oldugunu kolayca ispat ede-
biliriz. Demek ki f,, = f,,.1 + f,-2 > f,_1- Dolay1-

styla (f,,),, artan bir dizidir.

Sonug. Fibonacci dizisini veren bir polinom
yoktur.
Kanit: Fibonacci dizisinin farklar dizisine ba-
kalim:
Dfn = fn +1
ve genelde 7 2 d icin
Ddfn = fn—d
oldugunu gosterebiliriz. Dolayisiyla higbir d icin
icin p
n1 verir. Yam Fibonacci dizisini veren bir polinom
i

_fn=fn—1

sabit bir dizi olamaz. Teorem 2 bize her n
= f, olacak sekilde bir polinom olmadig-

yoktur!
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VIL. Aritmetik Dizilerin Sonlu Toplamlari.
Simdi d’inci mertebeden bir aritmetik dizinin son-
lu toplamlarini ele alalim, yani (c,,),,, d-inci merte-
beden bir aritmetik diziyse, genel terimi

(co+c1+cy+ . +¢,),
olan
€» €O + €1y € + €1 + €2y € + C + € + €35 wny
dizisini bulalim.

(4) formuline gore, (c,,),, dizisinin genel terimi-

ni,
¢, = Sf_ o Cln, k)Dkc,
olarak ¢ ve farklari cinsinden yazabiliyoruz. Gene
binom katsayilarinin
Cnyk+1)+ C(n, k) =
ozdesligine donelim ve bunu

Cin k)= Cln+ 1,k +1) - Cln, k + 1)
olarak yazalim. Herhangi bir k = 0, 1, ...

Cn+1,k+1)

sayisini
sabitleyip # = 0°dan n = m’ye kadar C(n, k) binom
katsayilarini toplarsak, yukardaki formiilden dola-
y1 bircok terim sadelesir ve
S”_oCln k) =Clm+1,k+1)-
=Cm+1,k+1)
elde ederiz. Dolayisiyla d’inci mertebeden bir arit-

C(0, k + 1)

metik dizinin sonlu toplami,

S” ¢, =S"_0[S¢ .o Cln, k)Dkcy
=S¢ _,[S7_ Cln, k)Dkco)
=S¢ _[S7_, C(n, k)|Dke,
=S¢ _, Cim + 1, k + 1)Dke,

formiiluyle kolaylikla bulunabilir. Sonug:

S” _ ¢, =S¢ _oDkcgClm + 1,k +1).  (7)

Ornek olarak (%), dizisini alalim. Teorem 2

bize bunun 4’tinci mertebeden bir aritmetik dizi
oldugunu soyluyor. Farklar dizileri yazalim

(), :0,1,16, 81,256 ..
(Dn4) :1,15,65,175, ...
(D2n%),, : 14, 50, 110, ...
(D3n%),, : 36, 60, ...
(D*nt),, : 24, ...

Demek ki
¢y =0,
DCO = 1,
DZCO = 14,
D3¢y = 36

ve
D4cy = 24.

Dolayisiyla, yukardaki (7) formiiliinden dolayu, ilk
m dogal saymin karelerinin toplami olan S7 _ ( n*

sayisi asagidaki su sayiya esit:
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Clm +1,2) + 14Cm + 1, 3) + 36C(m + 1, 4) +
24C(m + 1, §5) = m(m+1)(2m+1)(3m2+3m-1)/30,
yani

S7_ 0 n* = m(m+1)2m+1)(3m2+3m-1)/30.

MD okuru bu formiilii iyi taniyor olmali [bkz.
MD-200x-xx, sayfa xx]. Isterseniz ayn1 yontemle
(n2),,, (n3),, vb. dizilerin ilk # terimlerinin toplam-
larini da hesaplarsiniz. Ama biz yazimizi genel bir
sonugla siirdirelim.

Teorem 3. Derecesi d olan bir p polinomu icin,
q(m) = at p(n)
sartimi saglayan ve derecesi d + 1 olan bir q polino-
mu vardir.

Kanit: Teorem 2 bize (p(n)),, dizisinin mertebe-
si d olan bir aritmetik dizi oldugunu soyliiyor. Bu
dizinin ilk 7 teriminin toplamini biliyoruz, bu top-
lam bize (7) formuluyle veriliyor. O formiilde ¢,
yerine p(n) yazarsak,

S”_ o p(n) =S¢ _ o Dkp(0)Clm + 1, k + 1).
buluruz. Sag taraf, m’yi degisken olarak kabul
edersek, m cinsinden d + 1’inci dereceden bir poli-
nom. Bu polinoma g adini verelim:

q(x) = S¢ _ o DEp(0)Clx + 1, k + 1).
Demek ki S _ p(n) = q(m).

Son olarak asal sayilar dizisini ele alalim. Bu di-
zi ile birinci ve ikinci farklar dizisini altalta yazalim.
2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, ...
1,2,2,4,2,4,2, 4,6, ..
1,0,2,-2,2,-2,2,2, ..
Sadece bu dizilere bakarsak, asal sayilarin farklart

70

sanki giderek daha diizgin dagiliyor sanabiliriz.
Oysa hi¢ de oyle degildir.

Asal sayilar dizisini (p,,),, ile gosterelim. Eger
bu dizi d’inci mertebeden bir aritmetik dizi olsay-
di, 0 zaman her 7 i¢in f(n) = p,, olan bir f polino-
mu bulabilecektik. Gergekten tiim asal sayilari bir
polinomla hesaplayabilmek ne kadar guzel olurdu!
Ama béyle bir polinom yok. Simdi bunu ispat ede-
lim. f(x) = agxd + ... + ayx + ag, ag , 0, bir poli-
nom olsun. Ilkin bir ilgin¢ sonuca bakalim.

Yardimar Teorem. f(n) sayisini bolen p sayist,
her k =1,2, 3, ... icin, f(n + kp) sayisins da boler.

Kamit: Polinomumuz a;x’ gibi terimlerin topla-
mi1. Binom teoreminden

ajn + kp) = a;(n' + in"Y(kp) + ... + (kp))
= aini + ...
elde ederiz. Noktalarla gosterilenlerin her birini p
sayisi boler. Ayrica i lizerinden toplarsak
f(n + kp) = f(n) + Alk, p)

sonucuna variriz. Burada A(k, p) ile noktalarla gos-
terilen terimlerin i tizerinden toplamini ifade ediyor.
Hem f(n), hem de A(k, p), p’ye boluntir. O

Sonug. Her n icin f(n)’nin asal olan bir f poli-
nomu yoktur.

Kanit: Her 7 icin f(n) degeri asal olan bir f po-
linomunun oldugunu varsayalim. Bu bizi bir ¢elis-
kiye gotiirecek. f’nin derecesi d olsun ve

f(x) = ag + agx + ... + agxd
olarak yazalim.

f(0) = p bir asal sayidir. Ayrica Yardimci Te-
orem’den dolay1 her k igin p sayisi f(kp) sayisini
boler. Ama varsayimimizdan dolay f(kp) sayisi da
asaldir. Dolayisiyla her & = 1, 2, ... i¢in f(kp) = p
esitligi dogrudur. Cebirin Temel Teoremi denen ve
f(x) = a denkleminin en ¢ok d tane ¢6ztimu oldugu-
nu veren teoremi kullanarak [MD-200x-xx, sayfa
xx], her k icin f(kp) = p esitliginin olamayacagini
sOyleyip ispatimizi burada bitirebiliriz. Ama bu te-
oremi bilmiyorsak, ziyani yok. Su ifadeye bakalim

fkp)(kp)=d = ay + ay_1(kp)~L + ... + ag(kp)=d.
k arttikca, sag taraftaki a, den sonra gelen her te-
rim giderek sifira yaklagir. Yani
) lim, _ o f(kp)(kp)? = a4
Ote yandan f(kp) = p, yani

limy, _ o f(kp)/(kp)d = limy, _ & p/(kp)9 = 0.
Ama ay ise sifir degildi. Iste ispatimizi tamamlayan
celigki. &



