Matematik Diinyasi, 2005 Giiz

Dogus Universitesi Matematik Kuliibii
Fen Liseleri Yarismasi 2005
Soru ve Yanitlar

1. 20052006 sgyspnm 11’e béliimiinden kalan
kactir?

Coziim: 2005 * 3(mod 11) oldugundan,

20052006 1 32006 = (35)40133 1 3 (sm0d 11).

2. (x + 1)P(x + 1) = (x + 2)P(x) = 0 bagmtisvu
saglayan bir P(x) polinomu icin P(2) = 6 ise bu po-
linomun sabit terimi kactir?

Coziim: Verilen bagintiy1 x = 1 i¢cin uygularsak,

2P(2) - 3P(1) = 0
elde ederiz. P(2) = 6 oldugundan, bundan
P(1) =4
cikar. Verilen bagintiy1 bu kez x = 0 degerine uy-
gulayalim: P(1) - 2P(0) = 0 buluruz. P(1) = 4 oldu-
gundan, sabit terim P(0) = 2 bulunur.

3. k ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,
nd+2n2 = 2k +1)2
esitligini saglayan en kiiciik k degeri nedir?
Coziim: #2(n + 2) = n3 + 212 = (2k + 1)2 ola-
rak yazildigindan, 7 + 2 sayisinin bir tam kare ol-
mas gerekir. (2k + 1)2 tek oldugundan bunu sag-
layan en kuguk 7 sayisi da 7 olur. Buradan da k =
10 bulunur.

Ex - \yz =42

L1y - \Nxz =6  denklem sisteminin biitiin

1 f
VXY = -30

gercel (x, v, z) ¢oziimlerini bulunuz.
Coziim: Denklemlerden x > 0,y > 0, z > 0 ol-
masi gerektigi goruliyor. Pozitif a, b ve ¢ i¢in,
x=a2,y=b2z=c2
olsun. O zaman sistem,

a? - bc=42
b2-ac=6
2 -ab=-30

olarak yazlir. Ikinci denklemi -1 ile carpip ilk
denkleme eklersek

(a-b)a+b+c)=36
elde ederiz. Ugiincii denklemi -1 ile carpip ikinciye
eklersek,
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36=(b-c)a+b+c)
elde ederiz. Demek ki
(a-b)la+b+c)=36=(b-c)a+b+c).
Sadelestirerek,
a-b=>b-c,
yani b = (a + ¢)/2 buluruz. Simdi,
6=b2-ac=(a+c)24-ac=(a-c)4
esitliginden @ - ¢ = °2V6 bulunur. Ayrica,
36=(b-c)la+b+c)=3a-c)a+c)4
esitliginden (a - ¢)(a + ¢) = 48 bulunur. Yukarda
bulunan a - ¢ = °2V6 ile birlikte a + ¢ = °4V6
bulunur. a ve ¢ negatif olamayacaklarindan,
a-c=26
ve
a+c=4e6.
Bu ikisinden a = 3V6, ¢ = V6, b = 26 bulunur.
Ardindan, x = 54, y = 24 ve z = 6 bulunur.

Solx+ V2x -1 +yx - 2x -1 =2

denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.
Coziim: Verilen ifadenin karesini alalim,

x+2x-1+x-2x-1+20x -2x+1 =4

yani x + Ix - 1 = 2. Buradan da x = 3/2 bulunur.

6.1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6, 6,
6, 6, 6, 6, ... dizisinin ilk kag terimini toplarsak
396 elde ederiz?

Coziim: Bu dizinin ilk terimlerinin toplamu,
12422432+ . +n2+K=nn+1)2n +1)/6 + K
bi¢ciminde olacaktir. # = 10 icin 385 + K elde edi-
lir. Boylece K = 11 bulunur ve terim sayisi

10(10 +1)2+ 1 = 56
bulunur.

7. x3 - y3 = z denklemini saglayan (x, v, z) asal
say iicliileri nelerdir?

Coziim: Denklemi carpanlarina ayirirsak,
g=x3 -3 = (x - y)(x2 +xy +y?)
olmalidir. z asal oldugundan x - y =1 yanix =y + 1
olmalidir. Ardigik asal sayilar yalnizca 3 ve 2 oldu-

gu icin, x = 3, y = 2 buradan da z = 19 bulunur.
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8. Bir kitabin sayfalarm numaralamak icin
toplam 2004 rakam kullamlmustir. Bu kitabin say-
fa sayisi kagtir?

SRPIE D I EAE D ¢

9 tane 90 tane k tane

Coziim: Sayfa sayilari
bi¢ciminde oldugundan,
9+ 290 + 3(k - 99) = 2004
olmalidir. Buradan da k = 704 bulunur.

9. 1080°den kiiciik ve 1080 ile aralarmda asal
olan kag pozitif tamsay: vardir?

Coziim: 1080 = 23335, 2 ile boliinen sayilarin
kiimesini A, 3 ile boliinenleri B ve § ile boliinenle-
ri Cile gosterelim. Simdi hesaplayalim:

JACBC Cl=IAl+IBl+ICl - IA £ Bl - A £ Cl
-IBECI+IAEBEC
=1080/2 + 1080/3 + 1080/5 - 1080/(2-3)
~ 1080/(2-5) - 1080/(3-5) + 1080/(2-3-5)
=792.
Demek ki yanit 1080 - 792 = 288’dir.

10. 3x2 + x - 2 = 0 polinomunun bir kskii ise
4/x2 + 9x2 kactir?
Coziim: x = 2 - 3x2 oldugundan 1 = 2/x - 3x.
Her iki tarafin karesi alindiginda
1=4/x2+9x2 - 12
buradan da 4/x2 + 9x2 = 13 bulunur.

11. 13! + 1 < p ¢ 13! + 13 kosulunu saglayan
kac p asal sayist vardir?

Coziim: p sayisi, 2 ¢ k ¢ 13 sayisi igin 13! + k
bicimindedir. k%13! olacagindan p sayist her za-
man k’ya boliiniir, yani p asal olamaz.

12. 216.000 sayisimin pozitif bolenlerinin kag
8e boliiniir fakat 9’a boliinmez?

Coziim: 216.000 = 263353 sayisimin bolenleri
273k5m bicimindedir. 8’e boliinen fakat 9’a béliin-
meyen bolenler (273857 :3 ¢ 1 ¢ 6,0¢ k¢ 1,0¢
m ¢ 3, n,m, k T )} kiimesi icindedir. Bu kiimenin
eleman sayisi da 4 3 2 3 4 = 32 dir.

13. abc ii¢ basamakli sayisimin a, b ve ¢ rakam-
larimin 49a + 7b + ¢ = 286 esitligini sagladig: bilin-
digine gore, abc sayist kactir?

Coziim: 49a + 7b + ¢ = 286 ozelliginden 286
sayisinin 7’ye bolimiinde kalanin ¢ oldugu anlagi-
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lir ve ¢ = 6 bulunur. Buna goére 7a + b = 40 esitli-
ginden @ = 5 ve b = 5 bulunur. Demek ki aranan
say1 556 dir.

14. (-4, 11) ve (16, -1) noktalarindan gecen
dogrunun koordinatlar: pozitif tamsayilar olan bii-
tiin noktalarim bulunuz.

Coziim: (-4, 11) ve (16, -1) noktalarindan ge-
¢en dogrunun denklemini 5y + 3x = 43 olarak bu-
lunur. Bu denklemi 5(y - 8) + 3(x - 1) = 0 yazalim.
Buradan k T ) icin y = 8 - 3k ve x = 1 + Sk olur.
k < 3 oldugunu gozoniine alirsak. Boylece

k=0 icin (1, 8),

k=1 icin (6, 5)
ve

k=2 icin (11, 2)
pozitif tamsay ikilileri bulunur.

15. a ve b dogal sayiarmun ortak bélenlerinin
en biiyiigii (a, b) = 9 ve ortak katlarimin en kiigiigii
la, b] = 270 olduguna gire, bu iki saymin toplami-
mn olabilecek en kiiciik degeri nedir?

Coziim: ab = (a, b)[a, b] = 9-270 = 2-35-5 esit-
liginden birbirine en yakin a ve b bolenleri 9-5 = 45
ve 9:6 = 54 olarak bulunur. Demek ki istenen top-
lam 45 + 54 = 99 olacakuir.

16. 7 ve 9 tabanmina gore yazilislar:
(abc)7 = (cba)g

esitligini saglayan (abc), sayisi nedir?

Coziim: Verilen esitlikten

a72+ b7 +c=c92+b9 +a

¢ikar. Buradan da b = 8(3a - 5¢) bulunur. Aranan
say1 7 tabanma gore oldugundan, a, b, ¢ T {0, 1, 2,
3,4,5,6}. O halde b = 0 ve 3a = 5¢ olmahdir. So-
nug olarak ¢ = 3, a = 5 ve istenilen say1 da (503)-
bulunur.

17. a, b ve c birbirinden farkl gercel sayilardir.
2a+b=3c
ve
2a3 + b3 =3¢3
olduguna gore, a + b + ¢ kactur?

Coziim: Verilen esitlikler,
2a-c)=c-bve2@d-c3)=c3-5b3
seklinde yazilabilir. Ikinci denklemi carpanlarina

ayirarak,
2a - c)a? +ac+ ) = (c - b)(c? + bec + b2)
yazip ilk denklemi kullandigimiz da, (a , ¢ oldugu

s
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icin) a2 + ac + ¢ = ¢ + bc + b? buluruz. Buradan
da
a? - b2 = bc - ac,
yani
(a-b)a+b)=cb-a)

bulunur. a , b oldugu i¢in a + b + ¢ = 0 bulunur.

18. (abc) ii¢c basamakli bir dogal say: olmak
iizere (abc) = 11(a? + ¢2) esitligini saglayan (abc)
sayiarim bulun.

Coziim: a - b + ¢ 1 0 (mod 11) olmali, o halde
yaa+c=byadaa+c=>b+11olmaldir. ilk du-
rumda

1004 +10(a + ¢)+ ¢ = (abc) = 11(a? + 2)
esitliginden ¢2 - ¢ = 10a - a2 gikar, dolayisiyla bu
durumda a cift olmal. Tkinci durumda ise

100a + 10(a + ¢ - 11) + ¢ = (abc) = 11(a? + 2)
esitliginden,
2-c=10a-a2-10
cikar ve gene a ¢ift olur. Ama a gift rakamlar tize-
rinde degistiginde 10a - a2 sayilarinin kiimesi {16,
24}, 10a - a2 - 10 sayilarin kiimesi {6, 14} olur.
Bunlardan yalnizca 6 ardisik iki saymnin ¢arpimi ol-
dugundanc? - ¢ = ¢(c - 1) teriminin alabilecegi tek
deger 6°dir. Yani tek ¢oziim,
6=clc-1)=c2-¢c=10a-a*>-10

esitliginden ¢ = 3,a=8,b=a+c- 11 = 0 olarak
bulunur. Demek ki istenenlere uyan tek sayi

803’tiir.

19. x5+ x* - x3 - x2 - 2x - 2 polinomunun
kac gercel kokii vardir?

Coziim: Polinom, ( x + 1)( x2 - 2)( x2 + 1) sek-
linde yazilacagindan 3 gercel kokii vardir.

20. Bir pozitif n tamsayist icin n? sayisimn on-
lar basamagi 7 ise birler basamagi kactir?

Coziim: # tamsayisinin son iki basamagi ab ol-
sun. O halde a, b, ¢ rakamlar olmak iizere
e+t 70+c=n2=(...ab)?2=... + 10042 + 20ab + b2
olacaktir. Onlar basamagindaki 7 sayis1 tek oldu-
gu icin 20ab cift sayisma b2 sayisinin onlar basa-
magindan gelen bir tek say1 eklenmelidir. Bu 6zel-
ligi saglayan b sayis1 4 ya da 6 olacaktir, boylece
her iki durum igin de birler basamagi ¢ = 6 olur.

21. ABCicgeninde CE aciortay, m(ADC) = 40°,
m(CEA) = 20°. (Bkz. bir sonraki siitundaki sekil.) Bu
verilere gore m(EDB) kactir?

C

D
Coziim: F noktasi asagidaki sekildeki gibi se-
cilsin. ABC tiggeninde CE agiortay ve m(ECA) =

m(BCE) = x dersek,

m(EAF) = 20 + x,

m(EBC) =20 - x
ve

m(BAD) =40 - (20 - x) =20 + x
olur. Sonug olarak AB, ADC tiggeninin disagiorta-
y1, CE ise i¢ agiortayidir. Bunlar E noktasinda ke-
sigtiklerinden ED, ADC’ nin dis aciortayi olur. Bu-
na gore a = (180 - 407)/2 = 70" bulunur.

22. ABD egkenar iicgen, m(BDC) = 90°, |AE]I
= |[EFl = |IED| = 2 cm ise ABDC dortgeninin alan
kag cm? dir?

B D

Coziim: E’den BD’ye inilen dikme ayagi H ol-
sun. m(EDB) = 60° oldugundan |IHDI = [EDI/2 = 2,
IBHI = IBDI - |[HDI| = 6 - 2 = 4, |EH| = 2V3 olur.

B

Simdi, ICDV/IEH| = IBDI/IBHI = 6/4 = 3/2 oranin-
dan ICDI = 3/2 3 |[EH| = 3/2 3 2N3 = 33 cikar.
Ama ayrica b, = 3V3. Demek ki AC // BD. |ACI =
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3 olacagindan, A(ABDC) = (6 + 3)33/2 = 27V3/2
bulunur.

23. ABDC kare, BE, EC ve EC = 4 cm ise
DCE ii¢geninin alami kactir?

A B

C D

Coziim: E’ den DC’ ye dik inelim. Dikme aya-
g1 H ise EHC ii¢geni ve CEB liggeni benzerdir. Do-

A a B
a
a a
E
4 90 -a
BN
D H C

layisiyla b = |[EHI ise, h/4 = 4/a olur ve buradan ab
=16 ve A(DCE) = 8 cm? bulunur.

24. cos 36° =?

Coziim: Tepe acis1 36 ve tabani x olan bir ABC
ikizkenar tggeni dusunursek agiortay bagintisin-

B

dan 1/x = x/(x + 1) ve dolayisiyla x2 - x - 1 = 0 ¢1-
kar. Boylece x = (1 + V5)/2 ve cos 36° = (x + 1)/2x
= x/2 = (1 +V5)/4 bulunur.

25. x2 + y2 = 1 cemberi, merkezden gecen bir
dogruyu D noktasinda kessin bu dogru iizerinde ve

o/

y=1
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IONI = ICDI olacak bicimde alinan N noktalarmun
geometrik yerinin denklemi nedir?

Coziim: N(u, v) olsun ve C’nin koordinatlari-
na (x, y) diyelim. Asagidaki resimden takip edin.

H

Ll : \IJH
AN I

Kosuldan dolayr # + y = 1. Ayrica benzer tiggen
iligkisinden u/x = v/y. Demek ki
x = yulv = u(l - v)lv.
Ayrica x2 + y2 = 1. Bu ikisinden
w(1-v)2v2+(1-v)2=1
ve
(1 -v)2=u2? +1
cikar.

Yedek Sorular

1. a, b, c pozitif tamsayilar: artan bir geomet-
rik dizi olustursun. b - a bir tamkare ve

logg a + logg b +logg c =6
isea+ b+ ckactir?

Coziim: logg a + logg b + logg ¢ = logg (abc) = 6
buradan da abc = 66 olur. b2 = ac oldugu igin, bun-
dan b3 = abc = 6° ve b = 62 = 36 bulunur. b - a sa-
yisinin bir tamkare olmast icin, a sayist 35, 32, 27,
20, 11 sayilarindan biri olmalidir.

ac = abclb = 65/62 = 64 = 24.34
oldugundan yukaridaki sayilar igerisinden sadece a
= 27 bulunur ve ¢ = 48 ¢ikar. Sonucta a + b + ¢ =
111 olur.

2. 72 tane pozitif tamsay: béleni olan en kiiciik
pozitif tamsay: kagtir?

Coziim: En kugik tamsayiyr bulmak igin 2, 3,
5,7, ... gibi en kiigiik asallarla olusturulan

om3nsk7l
sayilarini incelemeliyiz.
72 = (n+ 1)m + Dk + 1)(I + 1)

kosulu goz oniine alarak en kiiciik sayr 293257
olarak bulunur.

Yok
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3. ABC iicgen, D T [BC], m(ABC) = 30°,
m(ACB) = 15°, IBDI| = IDCI. Bu verilere gére ADB
acist kag derecedir?

B \\ . \\ 15° C
D W
Coziim: C noktasindan AB’ye inilen dikmenin

ayagt N olsun. (Bir sonraki sayfadaki gekilden

izleyin.) N ile D birlestirilerek NDC egkenar tigge-

ni elde edilir (NCB, 90-60-30 tiggeninden dolay1).
m(NAC) = 180° - m(NCA) - m(ANC) = 180° -
45° - 90° = 45° olacagindan, NAC ve dolayisiyla
NAD ikizkenar tiggen olur. O halde m(ADB) =
180° - (60° + 75°) = 45°dir.

4. a bir tam say: olmak iizere, ayritlar1 1, a ve
2a birim, yiizey alami 54 birim kare olan bir dik-
dortgenler prizmasimn hacmi nedir?

Coziim: Yiizey alan hem 2(a + 2a + 242) hem
de 54’tiir. Buradan da a = 3 bulunur. Dolayisiyla
hacim, 1 3 3 3 6 = 18 birim kiiptir.

5. ABC ii¢gen, 1AB| = IACl, m(BAC) = 100°,
m(MBC) = 30°, m(MCB) = 20°. Bu verilere gore x
kactir?

A
B A 30° 20° 7§§ C

Coziim: BM’nin uzantis1 tzerinde |AD| = |ABI
olacak bigimde alinan D noktasi igin,
A D

C

m(ADB) = m(MBA) = 10°
ve dolaysiyla m(CAD) = 60° bulunur. Demek ki
ortaya ¢ikan DAC ikizkenar tcgeni eskenardir.

Buradan a¢1 hesaplamalari ile x = 20° bulunur. ¢
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