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Kesirli say›lar kümesi Q

say›labilir sonsuzluktad›r, yani ke-

sirli say›lar› 0, 1, 2, 3, 4, ... diye do¤al say›lar›

kullanarak koyun sayar gibi hiçbirini atlamadan

teker teker sayabiliriz. Yani her kesirli say›y› do¤al

say›larla numaraland›rabiliriz.

Bunun anlam›n› biraz açal›m. Matematiksel

olarak bu dedi¤imiz, ‘do¤al say›lar kümesi N ile

kesirli say›lar kümesi Q aras›nda birebir ve örten

bir fonksiyon, yani bir eflleme vard›r’ demektir. Bu

yaz›da böyle bir efllemenin varl›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Önce negatif olmayan kesirli say›lar› do¤al sa-

y›larla (koyun sayar gibi teker teker ve hiçbirini

unutmadan) sayal›m. Okur kan›t› okumadan önce

afla¤›daki flemaya bak›p negatif olmayan kesirli sa-

y›lar›n do¤al say›larla nas›l say›labilece¤ini tahmin

etmeye çal›flmal›d›r.

Negatif olmayan bir q kesirli say›s› sadeleflme-

yen a, b do¤al say›lar› için a/b biçiminde yaz›labi-

lir ve böyle bir yaz›l›m ancak tek bir biçimde yap›-

labilir. Burada b ≠ 0 olmak zorunda elbet. Örne¤in

q = 21/49 kesirli say›s› 3/7 olarak yaz›l›r (a = 3, b

= 7.) fiimdi ƒ(q) say›s›n› a + b olarak tan›mlayal›m:

ƒ(q) = a + b.

ƒ(q), 0’dan büyük bir do¤al say›d›r. Örne¤in,

ƒ(21/49) = ƒ(3/7) = 3 + 7 = 10,

ƒ(6/5) = 6 + 5 = 11,

ƒ(1) = ƒ(1/1) = 1 + 1 = 2,

ƒ(0) = ƒ(0/1) = 0 + 1 = 2.

E¤er n > 0 do¤al sy›s› verilmiflse, ƒ(q) = n eflitli¤ini

sa¤layan kesirli say›lar,

say›lar› aras›ndad›r, dolay›s›yla en fazla n tanedir.

Örne¤in, ƒ(q) = 9 eflitli¤ini, q = 1/8, 2/7, 4/5, 5/4,

7/2 ve 8/1 olmak üzere tam 6 kesirli say› sa¤lar.

Kesirli say›lar› önce bu ƒ de¤erlerine göre s›ralaya-

l›m, sonra ayn› ƒ de¤erleri olanlar› paydaki a’lara

göre s›ralayal›m. Negatif olmayan kesirli say›lar›n

bu yöntemle s›ralamas› flöyle bafll›yor:

fiimdi negatif olmayan kesirli say›lar› bu s›ralama-

ya göre numaraland›ral›m.

0 numara 0/1, yani 0,

1 numara 1/1, yani 1,

2 numara 1/2,

3 numara 2/1, yani 2,

4 numara 1/3, 

...

Görüldü¤ü gibi, negatif olmayan her kesirli say›y›

bir do¤al say›yla numaraland›rd›k. Bu numara-

land›rman›n resmini de sayfan›n en alt›nda yapt›k.

Negatif kesirli say›lar› da benzer yöntemle s›ra-

layabiliriz:

Negatif kesirli say›lar›n numaralanmas› da

flöyle olur:

0 numara −1/1, yani −1,

1 numara −1/2,

2 numara −2/1, yani −2,

3 numara −1/3,

4 numara −3/1, yani −3,

...

fiimdi bu iki numaraland›rmay› tek bir numa-

raland›rma haline getirebiliriz. Bunun için negatif

olmayan kesirli say›lar›n numaralar›n› 2’yle çarpa-

l›m, negatif olan kesirli say›lar›n numaralar›n› ise

2’yle çarp›p 1 ekleyelim. Böylece negatif olmayan-

lar çift do¤al say›larla, negatif kesirli say›lar› da tek

do¤al say›larla numaraland›r›r›z. fiu numaraland›r-

Kesirli Say›lar› Saymak

Kapak Konusu: S›ralamalar
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may› elde ederiz:

0 numara 0, 1 numara −1,

2 numara 1, 3 numara −1,

4 numara 1/2, 5 numara −2,

6 numara 2, 7 numara −1/3

8 numara 1/3, 9 numara −3,

... ...

Bu iki numaraland›rmay› kararsak,

0 numara 0,

1 numara −1,

2 numara 1,

3 numara −1/2,

4 numara 1/2,

5 numara −2,

6 numara 2

7 numara −1/3

8 numara 1/3, 

...

kesirli say›lar› do¤al say›larla numaraland›r›lm›fl

oluruz. Demek ki kesirli say›lar say›labilir sonsuz-

luktaym›fl.

Yukardaki örnekte görüldü¤ü gibi, kesirli say›-

lar› do¤al say›larla numaraland›rmak için sadece

pozitif kesirli say›lar› do¤al say›larla numaralan-

d›rmak yeterlidir.

Farey’in Yöntemi. Çok tuhaf gelebilecek bir

baflka efllefltirme daha vard›r. ‹lkokulda s›k s›k ya-

p›lan

ifllem hatas›n› kullan›r bu yöntem. 0/1 ve 1/0 ‘sa-

y›’lar›ndan bafllayal›m (son ‘say›’y› umursamay›n

flimdilik):

Bu iki ‘say›’n›n tam ortas›na, ‘toplam’lar›

olan

say›s›n› yazal›m:

Yanyana olan iki say›n›n aras›na ‘toplam’lar›n›,

yani,

say›lar›n› yazal›m:

“Toplama”ya devam edelim:

Bunu böylece sürdürelim. Bir sonraki aflamada

0/1, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3,

3/2, 5/3, 2/1, 5/2, 3/1, 4/1, 1/0

say›lar› belirir.

Böyle devam ederek her kesirli say›y› yaln›z bir

kez ve sadeleflmifl biçimde yazar›z... Bunun bildi-

¤im kan›t› uzun ama oldukça kolayd›r. Bu yüzden

kan›t›n› vermeyece¤im burada.

fiimdi kesirli sa-

y›lar› Farey’in yukarda-

ki aç›klad›¤›m yöntem-

le, belirifl s›ras›na göre

say›n. Yaln›z 1/0’› atla-

may› unutmay›n, öyle

bir say› yoktur! ♣
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Kesirli Say›lar› Bir Baflka Sayma Yöntemi
Pozitif kesirli say›lar› numaraland›rmay› flöyle de yapabiliriz. Sol taraftaki tabloda tüm pozitif ke-

sirli say›lar var. Sadeleflmifl halleriyle yaz›lm›fllar. Birinci s›raya paydas›nda 1 olanlar, ikinci s›raya pay-

das›nda 2 olanlar ve n-inci s›raya paydas›nda n olanlar yaz›lm›fl... Böylece hem sa¤a do¤ru sonsuz gi-

den hem de afla¤›ya do¤ru sonsuz inen bir tablo elde ederiz. Ayn› tabloyu pozitif kesirli say›lar yerine,

1, 2, 3, 4, gibi pozitif do¤al say›larla da doldurabiliriz. Soldaki tabloda bunun bir yöntemi veriliyor:

Do¤al say›lar› sa¤dan sola giden ve yukardan afla¤›ya inen çaprazlar› izleyerek yerlerine koyabiliriz. Bir

kesirli do¤al say›, bulundu-

¤u yerdeki do¤al say›yla nu-

maralans›n. Örne¤in, 7/4’ün

numaras› 25 olsun, 20 do¤al

say›s› 2/5 kesirli say›s›n› nu-

maraland›rs›n.

1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1 7/1 ...
1/2 3/2 5/2 7/2 9/2 11/2 13/2 ...
1/3 2/3 4/3 5/3 7/3 8/3 10/3 ...
1/4 3/4 5/4 7/4 9/4 11/4 13/4 ...
1/5 2/5 3/5 4/5 6/5 7/5 8/5 ...
1/6 5/6 7/6 11/6 13/6 17/6 19/6 ...
1/7 ... ... ... ... ... ...

1 2 4 7 11 16 22 ...
3 5 8 12 17 23 ...
6 9 13 18 24 ...
10 14 19 25 ...
15 20 26 ...
21 27 ...
28 ...
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