Matematik Diinyasi, 2005 Kis

Kapak Konusu: Siralamalar

Kesirli Sayilari Saymak

Kesirli sayilar kiimesi Q
sayilabilir sonsuzluktadir, yani ke-

sirli sayilar1 0, 1, 2, 3, 4, ... diye dogal sayilari
kullanarak koyun sayar gibi higbirini atlamadan
teker teker sayabiliriz. Yani her kesirli say1y1 dogal
sayilarla numaralandirabiliriz.

Bunun anlamini biraz agalim. Matematiksel
olarak bu dedigimiz, ‘dogal sayilar kiimesi N ile
kesirli sayilar kiimesi Q arasinda birebir ve 6rten
bir fonksiyon, yani bir esleme vardir’ demektir. Bu
yazida boyle bir eslemenin varhgim kanitlayacagz.

Once negatif olmayan kesirli sayilar1 dogal sa-
yilarla (koyun sayar gibi teker teker ve hicbirini
unutmadan) sayalim. Okur kaniti okumadan once
asagidaki semaya bakip negatif olmayan kesirli sa-
yilarin dogal sayilarla nasil sayilabilecegini tahmin
etmeye ¢aligmalidir.

Negatif olmayan bir g kesirli sayisi sadelesme-
yen a, b dogal sayilari i¢in a/b bi¢iminde yazilabi-
lir ve boyle bir yazilim ancak tek bir bi¢cimde yapi-
labilir. Burada b # 0 olmak zorunda elbet. Ornegin
q = 21/49 kesirli sayis1 3/7 olarak yazilir (a = 3, b
=7.) Simdi f(g) sayisin1 a + b olarak tanimlayalim:

flg)=a+b. )

f(g), 0’dan buyiik bir dogal sayidir. Ornegin,
F(21/49) = £(3/7) = 3 + 7 = 10,
F(6/5)=6+5=11,
f)=f1N)=1+1=2,
£(0) = £(0/1) =0 +1=2.

Eger n > 0 dogal syisi verilmisse, f(g) = 7 esitligini

saglayan kesirli sayilar,

9 1 2 n-2 n-1
nn-1"n=-2>"2 "1

sayilar1 arasindadir, dolayisiyla en fazla # tanedir.
Ornegin, f(q) = 9 esitligini, g = 1/8, 2/7, 4/5, 5/4,
7/2 ve 8/1 olmak tzere tam 6 kesirli say1 saglar.

Kesirli sayilar1 6nce bu f degerlerine gore siralaya-
lim, sonra ayni1 f degerleri olanlar1 paydaki a’lara
gore siralayalim. Negatif olmayan kesirli sayilarin
bu yontemle siralamasi soyle baghyor:
011213123415 123435
1’1°2°1°3°1°4°3°2°1°5°1°6°5°4°3°2°
Simdi negatif olmayan kesirli sayilar1 bu siralama-
ya gore numaralandiralim.

0 numara 0/1, yani O,

1 numara 1/1, yani 1,

2 numara 1/2,

3 numara 2/1, yani 2,

4 numara 1/3,

Gortldugi gibi, negatif olmayan her kesirli sayiy1
bir dogal sayiyla numaralandirdik. Bu numara-
landirmanin resmini de sayfanin en altinda yaptik.

Negatif kesirli sayilar1 da benzer yontemle sira-
layabiliriz:

17271°371°4°37271°571°7

Negatif kesirli sayilarin numaralanmas: da
sOyle olur:
0 numara -1/1, yani -1,
1 numara —1/2,
2 numara —2/1, yani -2,
3 numara —1/3,
4 numara -3/1, yani -3,

Simdi bu iki numaralandirmay: tek bir numa-
ralandirma haline getirebiliriz. Bunun i¢in negatif
olmayan kesirli sayilarin numaralarimi 2’yle ¢arpa-
lim, negatif olan kesirli sayilarin numaralarini ise
2’yle carpip 1 ekleyelim. Boylece negatif olmayan-
lar ¢ift dogal sayilarla, negatif kesirli sayilar1 da tek
dogal sayilarla numaralandiririz. Su numaralandir-

a+b 12 3 4 S 6 7
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may1 elde ederiz:
0 numara 0, 1 numara -1,

2 numara 1, 3 numara -1,
4 numara 1/2, S numara -2,
6 numara 2, 7 numara —1/3
8 numara 1/3, 9 numara -3,
Bu iki numaralandirmayi kararsak,

0 numara 0,

1 numara -1,

2 numara 1,

3 numara —-1/2,

4 numara 1/2,

S numara -2,

6 numara 2

7 numara —1/3

8 numara 1/3,

kesirli sayilart dogal sayilarla numaralandirilmig
oluruz. Demek ki kesirli sayilar sayilabilir sonsuz-
luktaymus.

Yukardaki 6rnekte goriildigi gibi, kesirli sayi-
lart dogal sayilarla numaralandirmak igin sadece
pozitif kesirli sayilar1 dogal sayilarla numaralan-
dirmak yeterlidir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir
baska eslestirme daha vardir. Ilkokulda sik sik ya-
pilan

a ¢ a+c
b7d b+d

islem hatasini kullanir bu yontem. 0/1 ve 1/0 ‘sa-

yr’larindan baglayalim (son ‘sayr’yt umursamayin

simdilik):

1’0
Bu iki ‘say’’min tam ortasina, ‘toplam’lari
olan

0 1 1
17071
sayisini yazalim:
011
1’10
Yanyana olan iki saymnin arasina ‘toplam’larini,
yani,
o 1.1 112
1 1 2 1 0 1
sayilarini yazalim:
01 121
1°2°1°1°0

“Toplama”ya devam edelim:
011213231
173°2°3°1’2°1°1°0

Bunu boylece siirdiirelim. Bir sonraki agamada

0/1, 1/4,1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3,

3/2, 513, 2/1, 512, 3/1, 4/1, 1/0
sayilar1 belirir.

Boyle devam ederek her kesirli sayiy1 yalniz bir
kez ve sadelesmis bi¢imde yazariz... Bunun bildi-
gim kaniti uzun ama oldukga kolaydir. Bu yiizden
kanitin1 vermeyecegim burada.

Simdi kesirli sa-
yilar1 Farey’in yukarda-
ki agikladigim yontem-
le, belirig sirasina gore
sayin. Yalmz 1/0’1 atla-
mayl unutmayin, Oyle
bir say1 yoktur! #

kesirli dogal sayi, bulundu-

Kesirli Sayilar1 Bir Baska Sayma Yontemi
Pozitif kesirli sayilari numaralandirmayi soyle de yapabiliriz. Sol taraftaki tabloda tiim pozitif ke-
sirli sayilar var. Sadelesmis halleriyle yazilmiglar. Birinci siraya paydasinda 1 olanlar, ikinci siraya pay-
dasinda 2 olanlar ve #-inci siraya paydasinda 7 olanlar yazilmis... Boylece hem saga dogru sonsuz gi-
den hem de asagiya dogru sonsuz inen bir tablo elde ederiz. Ayni tabloyu pozitif kesirli sayilar yerine,
1, 2, 3, 4, gibi pozitif dogal sayilarla da doldurabiliriz. Soldaki tabloda bunun bir yontemi veriliyor:
Dogal sayilari sagdan sola giden ve yukardan asagiya inen ¢aprazlar izleyerek yerlerine koyabiliriz. Bir

gu yerdeki dogal sayiyla nu- Q N
- e |11 21 31 41 SIL 61 A . |[1_2 4 __7 11 16 22 .
maralansin. Ornegin, 7/4’6n |12 32 52 72 92 112 132 3“;558/12 17 23 ..
so1 |13 2/3 43 53 7/3 83 10/3.. ||64_ 94 13 18 24 ..
numarast 25 olsun, 20 dogal |17 353 54 74 o 114 1340 |[104 14 19 25 L.
sayist 2/5 kesirli sayisint nu- |15 2/5 3/S 4/5 6/S 75 8/5 .. |[15 20 26 ..
16 Sl6 7/6 11/6 13/6 17/6 196... ||21 27 ...
maralandirsin. U7 oo e e e 28 ..

18
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