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1. Girifl. ‹kinci dereceden bir e¤ri ya da bir ko-

nik, x ve y koordinatlar›,

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + ƒ = 0 (0)

biçiminde iki bilinmeyenli ikinci dereceden bir denk-

lemi sa¤layan (x, y) noktalar›ndan oluflur, yani

{(x, y) ∈ R2 : ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + ƒ = 0}

kümesidir.

Buradaki a, b, c, d, e, ƒ katsay›lar› gerçel say›-

lard›r. Bu katsay›lar›n de¤erlerine göre e¤rinin flek-

li de¤iflir. Elbette...

E¤er a, b ve c katsay›lar›n›n hepsi birden 0’sa

denklemimiz dx + ey + ƒ = 0 denklemine dönüfltü-

¤ünden, bu durumda “ikinci dereceden” hakedil-

mifl bir tamlama olmaz. Dolay›s›yla bundan böyle

a, b ve c katsay›lar›ndan en az birinin 0 olmad›¤›-

n› varsayaca¤›z.

E¤riye (koni¤e) C ad›n› verelim. Asl›nda C e¤-

risi a, b, c, d, e, ƒ katsay›lar›na göre de¤iflti¤inden,

C ’den de¤il Ca,b,c,d,e,ƒ e¤risinden sözetmemiz gere-

kirdi ama yaz›l›m› fazla a¤›rlaflt›rmak istemiyoruz.

Örne¤in, x2 + y2 + 1 = 0 denklemini sa¤layan

noktalar kümesi bir koniktir. Ama bu küme bofl-

tur, hiç eleman› yoktur!

x2 + y2 = 0 denklemiyle verilen konik ise sade-

ce (0, 0) noktas›ndan oluflur.

Öte yandan x2 − y2 = 0 denklemiyle verilen ko-

nik x = y ve x = −y do¤rular›n›n bileflimidir.

Konikler, yukardaki örneklerdeki gibi birkaç

istisna d›fl›nda, parabol, hiperbol ve elips denen e¤-

rilerdir. Bir sonraki yaz›da, a, b, c, d, e, ƒ katsay›la-

r›na göre bir koni¤in ne zaman parabol, hiperbol ya

da elips oldu¤unu görece¤iz, yani ikinci dereceden

e¤rileri s›n›fland›raca¤›z. Elbette parabol, hiperbol

ve elipsi o yaz›da yeri geldi¤inde tan›mlayaca¤›z.

Çemberler elipslerin özel bir halidir. Örne¤in

x2 + y2 − 1 = 0

denklemi (0, 0) merkezli 1 yar›çapl› birim çemberi

verir. Genel olarak (u, v) merkezli ve r yar›çapl›

çemberin denklemi

(x − u)2 + (y − v)2 − r2 = 0

dir ve bu da iki bilinmeyenli ikinci dereceden bir

denklemdir, yani bir koniktir.

(0) denkleminde b, d ve e yerine 2b, 2d, 2e yaz-

mak ilerde bize kolayl›k sa¤layacakt›r; öyle yapa-

l›m. Bundan böyle

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + ƒ = 0 (1)

denklemini sa¤layan (x, y) noktalar kümesine ba-

kal›m.

Bu denklemle oynayarak (x ve y de¤iflkenleri ye-

rine baflka de¤iflkenler alarak) denklemi daha basit

bir hale getirece¤iz. Olabildi¤ince fazla katsay›n›n 0

olmas›, 0 olam›yorsa da 1 olmas› iflimize gelir. Bir

sonraki yaz›da e¤rilerin geometrik analizini yapt›¤›-

m›zda bu bize kolayl›k sa¤layacak.

2. xy Terimini Kaybetmek. ‹lk olarak düzlemi

belli bir θ aç›s›yla döndürerek xy terimini kaybede-

bilece¤imizi, yani b’nin 0

oldu¤unu varsayabilece-

¤imizi gösterece¤iz. E¤ri-

yi döndürmek e¤rinin

fleklini flemalini de¤ifltir-

meyece¤inden, e¤er sade-

ce e¤rinin geometrik

özellikleriyle ilgileniyor-

sak, ki öyle, bunu yapmaya hakk›m›z var.

E¤er b katsay›s› zaten 0’sa asl›nda herhangi bir

fley yapmam›za gerek yok, ama bu özel durumu flim-

dilik önemsemeyerek, düzlemi belli bir θ aç›s›yla

döndürdü¤ümüzde düzlemin noktalar›n›n koordi-

natlar›n›n nas›l de¤iflti¤ine bakal›m.

θ, herhangi bir aç› ölçüsü olsun. x ve y eksenle-

rini θ aç›s› kadar döndürüp yukardaki flekildeki gi-

bi x′ ve y′ eksenlerini elde edelim. fiimdi düzlemin

herhangi bir P noktas›n›n koordinatlar›n› x ve y ek-

senlerine ya da x′ ve y′ eksenlerine göre yazabiliriz.

Bu koordinatlara s›ras›yla (x, y) ve (x′, y′) diyelim.

Elbette x, x′, y, y′ ve θ aras›nda bir ba¤›nt› olmal›;
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örne¤in x′, y′ ve θ biliniyorsa x ve y bulunmal›. Bu

ba¤›nt›y› bulal›m. Yukardaki flekilden takip edin:

x = x1cos θ = (x′ − x2)cos θ
= (x′ − y′tan θ)cos θ = x′cos θ − y′sin θ,

y = y2 + y1 = y′/cos θ + x1sin θ
= y′/cos θ + (x′ − x2)sin θ
= y′/cos θ + (x′ − y′tan θ)sin θ
= y′/cos θ + x′sin θ − y′sin2 θ/cos θ
= x′sin θ + y′cos θ.

Demek ki,

x = x′cos θ − y′sin θ,

y = x′sin θ + y′cos θ.

fiimdi (1) denkleminde x yerine x′cos θ − y′sin θ ve

y yerine x′sin θ + y′cos θ koyup hangi θ de¤eri için

x′y′ monomunun katsay›s›n›n s›f›rland›¤›n› bula-

l›m.

0= ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + ƒ

= a(x′cos θ − y′sin θ)2

+ 2b(x′cos θ − y′sin θ)(x′sin θ + y′cos θ)

+ c(x′sin θ + y′cos θ)2 + 2d(x′cos θ − y′sin θ)

+ 2e(x′sin θ + y′cos θ) + ƒ

= a(x′2cos2 θ − 2x′y′cos θ sin θ + y′2sin2 θ)

+ 2b(x′2cos θ sin θ + x′y′cos2 θ − x′y′sin2 θ
− y′2 sin θ cos θ)

+ c(x′2sin2 θ + 2x′y′sin θ cos θ + y′2cos2 θ)

+ 2d(x′cos θ − y′sin θ) + 2e(x′sin θ + y′cos θ)
+ ƒ

= (acos2 θ + 2bsin θ cos θ + csin2 θ)x′2

+ (−2acos θ sin θ + 2bcos2 θ − 2bsin2 θ
+ 2csin θ cos θ)x′y′

+ (asin2 θ − 2bsin θ cos θ + ccos2 θ)y′2

+ (2dcos θ + 2esin θ)x′ + (2ecos θ − 2dsin θ)y′
+ ƒ.

Demek ki e¤er,

a′ = acos2 θ + 2bcos θ sin θ + csin2 θ
b′ = (c − a)cos θ sin θ + b(cos2 θ − sin2 θ)
c′ = asin2 θ − 2bsin θ cos θ + ccos2 θ
d′ = dcos θ + esin θ
e′ = ecos θ − dsin θ
ƒ′ = ƒ

tan›mlar›n› yaparsak, (1) denklemi

a′x′2 + 2b′x′y′ + c′y′2 + 2d′x′ + 2e′y′ + ƒ′ = 0

denklemine dönüflür. fiimdi, θ aç›s›n› b′ = 0, yani

(c − a)cos θ sin θ + b(cos2 θ − sin2 θ) = 0 (2)

eflitli¤ini sa¤layacak biçimde seçersek x′y′ terimin-

den kurtulabiliriz. (2)’yi sa¤layan θ’y› bulal›m:

0 = 2b′
= 2(c −a)cos θ sin θ + 2b(cos2 θ − sin2 θ)
= (c − a)sin 2θ + 2b cos 2θ.

E¤er b = 0 ise, θ = 0 alabiliriz. E¤er b ≠ 0 ise, o za-

man, (2)’nin sa¤lanmas› için

cot 2θ = cos 2θ/sin 2θ = (a − c)/2b

olmal›, yani

olmal›. Bundan böyle, e¤er b ≠ 0 ise θ’y› (3)’ü sa¤-

layacak biçimde ve e¤er b = 0 ise θ’y› 0 seçece¤iz.

Böylece x′y′ teriminin katsay›s› olan b′ = 0 olur.

θ’y› [0, π/2) aral›¤›nda olacak biçimde seçebile-

ce¤imize dikkatinizi çekerim.

fiimdi,

olsun. Demek ki,

Ayr›ca b = 0 oldu¤unda θ = 0 almaya karar verdi-

¤imizden, (4) ve (5) formüllerinin b = 0 iken de

do¤ru oldu¤unu varsayabiliriz (o zaman K = +∞
alal›m; a = c olsa da!)

fiimdi x ve y eksenlerini θ aç›s› kadar döndü-

rürsek, yeni x′, y′ koordinatlar›nda denklemimiz,

a′x′2 + c′y′2 + 2d′x′ + 2e′y′ + ƒ′ = 0

biçiminde yaz›l›r. Burada,

a′ = acos2 θ + 2bcos θ sin θ + csin2 θ
b′ = (c − a)cos θ sin θ + b(cos2 θ − sin2 θ) = 0

c′ = asin2 θ − 2bsin θ cos θ + ccos2 θ
d′ = dcos θ + esin θ
e′ = ecos θ − dsin θ
ƒ′ = ƒ.

3. Notlar. Bu yap›lanlara bir iki not düflmek

gerekiyor:

Birinci Not. Yukarda a′, b′, ... katsay›lar›n› a,

b, ... katsay›lar› ve θ cinsinden yazd›k. E¤er for-

müllerde a′, b′, ... katsay›lar›yla a, b, ... katsay›la-

r›n›n yerlerini de¤ifltirir ve θ yerine −θ al›rsak o za-

man a, b, ... katsay›lar›n› a′, b′, ... katsay›lar› cin-

sinden yazm›fl oluruz; örne¤in,
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a = a′cos2 θ − 2b′cos θ sin θ + c′sin2 θ
b = (a′ − c′)cos θ sin θ + b′(cos2 θ − sin2 θ)
c = a′sin2 θ + 2b′sin θ cos θ + c′cos2 θ
vb.

‹kinci Not. a′ ve c′ katsay›lar›n›n her ikisi de 0

olamaz, çünkü o zaman a′ = b′ = c′ = 0 olur ve bir

üstteki formüllerden a = b = c = 0 ç›kar.

Üçüncü Not. E¤er a′ = 0 ise o zaman c′ ≠ 0 ol-

mal› ve düzlemi bir kez daha θ = π/2 aç›s›yla dön-

dürürsek, yukardaki formüllerden anlafl›laca¤›

üzere a′ ile c′ katsay›lar›n›n rolleri de¤iflir (ama b′
gene 0 kal›r.) Demek ki a′ ≠ 0 varsay›m›n› yapabi-

liriz. Birazdan a′ ≠ 0 eflitsizli¤ini varsayaca¤›z. O

zaman, θ ∈ [0, π/2) yerine θ ∈ [0, π) varsay›m›n›

yapmak zorunda kalaca¤›z.

Dördüncü Not. Yukardaki alt› formülü matris

biçiminde yazarak tek bir formüle indirgeyebiliriz:

Hatta daha da basit olarak,

fleklinde yazabiliriz.

Matrisleri bilmeyen okur rahatlas›n, bu bilgi

ilerde kullan›lmayacak.

Beflinci Not. Uzun gibi görünen ama o kadar

da uzun olmayan bir hesapla b′2 − a′c′ = b2 − ac

eflitli¤i bulunur. Matrisleri bilen okur bu eflitli¤i

yukardaki matris çarp›m›ndan da hemen ç›karabi-

lir. Yani b2 − ac de¤eri bu dönüflümün bir de¤iflme-

zidir. Bu de¤iflmezin geometrik anlam›n› ortaya

koyal›m: Denklemi bir kez daha yazal›m:

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + ƒ = 0 (1)

Bu denklem,

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dxz + 2eyz + ƒz2 = 0

denkleminde z = 1 koyularak elde edilir. E¤er bu

son denklemde z = 0 al›rsak, ax2 + 2bxy + cy2 = 0

denklemini elde ederiz, ki 4(b2 − ac) say›s› bu ikin-

ci dereceden denklemin diskriminant›d›r.

b2 − ac de¤iflmezini elde etmenin bir baflka yo-

lu da flöyle. (1) denklemini y2’ye bölelim:

ax2/y2 + 2bx/y + c + 2dx/y2 + 2e/y + ƒ/y2 = 0

elde ederiz. fiimdi x = yz yazal›m:

az2 + 2bz + c + 2dz/y + 2e/y + ƒ/y2 = 0

elde ederiz. Son olarak y’yi sonsuza götürelim. O

zaman en sondaki üç terim kaybolur ve gene

az2 + 2bz + c = 0

denklemini elde ederiz. 4(b2 − ac) say›s› bu ikinci

dereceden denklemin diskriminant›d›r.

4. θ’y› Bulmak. (Dileyen okur bu bölümü atla-

yabilir.) E¤er cos θ ve sin θ’y› a, b, c, d, e, ƒ cinsin-

den veren formülleri bulursak o zaman yukardaki

denklemleri kullanarak yeni a′, c′, d′, e′, ƒ′ katsay›-

lar›n› a, b, c, d, e, ƒ cinsinden veren formülleri bu-

labiliriz. fiimdi bunu yapal›m. cos θ ve sin θ’y› a, b,

c cinsinden yazaca¤›z. Her x için geçerli olan

eflitli¤inden ve (5)’ten

eflitli¤i ç›kar. E¤er

tan›m›n› yaparsak,

cos(2θ) = L

olur ve buradan da

ve

elde edilir. Bu formüller sayesinde yeni a′, c′, d′, e′,
ƒ′ katsay›lar› eski a, b, c, d, e, ƒ katsay›lar› cinsin-

den bulunabilir.

Al›flt›rmalar.

1. Afla¤›daki eflitlikleri kan›tlay›n.

Not: θ ∈ [0, π/2) koflulumuzu unutmay›n.

2. q = cot θ ya da q = −tan θ olsun. O zaman x

= qx′ − y ve y = x′ + qy′ dönüflümleri yap›l›rsa x′y′
teriminin kaybolaca¤›n› kan›tlay›n.

5. x ve y’yi Kaybetmek. fiimdi

a′x′2 + c′y′2 + 2d′x′ + 2e′y′ + ƒ′ = 0
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denkleminden x′ ve y′ monomlar›n› kaybetmeye

çal›flaca¤›z. Bunun için x′ ve y′ eksenlerini belli bir

vektör do¤rultusunda öteleyece¤iz ve denklemimi-

zi bu yeni koordinat sisteminde yazaca¤›z. Yukar-

da eksenleri θ aç›s›yla döndürürken yapt›¤›m›z gi-

bi, x′ = X + r ve y′ = Y + s yaz›p, e¤rinin denkle-

mindeki x′ ve y′ de¤iflkenlerini X ve Y de¤iflkenle-

rine dönüfltürebilir ve X ve Y terimlerinin katsay›-

lar›n›n 0 olmas› için gereken r ve s de¤erlerini bu-

labiliriz. Ama biz lise e¤itiminde de s›k s›k kullan›-

lan “kareye tamamlama” yöntemini ye¤leyece¤iz.

Bundan böyle a′ ≠ 0 eflitsizli¤ini varsayaca¤›z.

Yukardaki üçüncü notta bunu varsayabilece¤imizi

göstermifltik. Bu varsay›mla hesaplayal›m:

0 = a′x′2 + c′y′2 + 2d′x′ + 2e′y′ + ƒ′
= a′(x′2 + 2d′x′/a′) + c′y′2 + 2e′y′ + ƒ′
= a′(x′2 + 2d′x′/a′ + d′2/a′2)

+ c′y′2 + 2e′y′ + ƒ′ − d′2/a′
= a′(x′ + d′/a′)2 + c′y′2 + 2e′y′ + ƒ′ − d′2/a′.

Demek ki

X = x′ + d′/a′
dönüflümünü yaparsak,

a′X2 + c′y′2 + 2e′y′ + ƒ′ − d′2/a′.
denklemine var›r›z ve böylece x′ terimi kaybolur.

E¤er c′ ≠ 0 ise, yukardakine benzer bir dönü-

flümle y′ terimini de kaybederiz:

0 = a′X2 + c′y′2 + 2e′y′ + ƒ′ − d′2/a ′
= a′X2 + c′(y′2 + 2e′y′/c′) + ƒ′ − d′2/a′
= a′X2 + c′(y′2 + 2e′y′/c ′ + e′2/c ′2)

+ ƒ′ − d′2/a′ − e′2/c ′
= a′X2 + c′(y′ + e′/c ′)2 + ƒ′ − d′2/a′ − e′2/c′.

Demek ki

Y = y′ + e′/c′,
dönüflümünü ve ƒ′′ = d′2/a′ + e′2/c ′ − ƒ′ tan›m›n›

yaparsak,

a′X2 + c ′Y2 = ƒ′′
formülüne ulafl›r›z. E¤er ƒ′′ = 0 ise, denklem,

X2 + (c ′/a′)Y2 = 0

denklemine dönüflür. E¤er ƒ′′ ≠ 0 ise, A = a′/ƒ′′ ≠ 0

ve C = c′/ƒ′′ tan›mlar›n› yaparak,

AX2 + CY2 = 1

denklemini buluruz.

E¤er c ′ = 0 ise ne yapmal›y›z? E¤er c ′ = 0 ise, o

zaman denklemimiz,

a′X2 + 2e′y′ + ƒ′ − d′2/a′= 0

biçiminde yaz›l›r ve e′ = 0 fl›kk› hariç y′ terimini

kaybetmenin imkân› yoktur. E¤er e′ = 0 ise, F’yi

gerekti¤i gibi tan›mlarsak X2 = F biçiminde bir

denklem ederiz. Öte yandan e¤er e ′ ≠ 0 ise,

Y = y′ − (d′2/a′ − ƒ′)/2e ′
X = x′ + d′/a′
A = −a′/2e ′ ≠ 0

dersek,

Y = AX2

denklemini elde ederiz. Bulduklar›m›z› yazal›m.

Teorem. a, b, c, d, e, ƒ gerçel say›lar olsun,

ama a, b ve c’nin hepsi birden 0 olmas›n. x ve y ek-

senlerini belli bir θ ∈ [0, π) aç›s›yla döndürür ve

belli bir vektör do¤rultusunda ötelersek,

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + ƒ = 0

denklemi, bu yeni koordinat sisteminde, A ≠ 0, C

ve F sabitleri için,

X2 + CY2 = 0,

X2 = F,

AX2 + CY2 = 1,

ya da

Y = AX2

flekillerinden birini al›r.

Böylece içinde tam alt› tane sabit bulunan

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + ƒ = 0

denklemi düzlemin mesafeyi de¤ifltirmeyen dönü-

flümleriyle (ki bu tür dönüflümlere izometri denir)

içinde en fazla iki tane sabit bulunan oldukça basit

bir denkleme dönüflür. Bir sonraki yaz›da bu yap-

t›klar›m›z›n yararlar›n› görece¤iz.

Al›flt›rmalar

1. 4x2 + y2 − 4xy + 3x − 4y + 1 = 0 denklemi-

nin izometrilerle y + 5x2 = 0 denklemine dönüfltü-

rülebilece¤ini kan›tlay›n.

2. E¤er a = c ≠ 0 ise, ax2 + bxy + ay2 + dx + ey

+ ƒ = 0 denkleminin bir çember oldu¤unu kan›tla-

y›n. Her çemberin denkleminin böyle oldu¤unu

kan›tlay›n.

3. Teoremde verilen e¤rilerden hangileri s›n›rl›

bir alan kaplar? Teoremde verilen e¤rilerden han-

gileri do¤rulardan oluflur?

4. ‹kinci dereceden bir e¤rinin iki noktas› var-

sa sonsuz tane noktas› oldu¤unu kan›tlay›n. ♥
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