Matematik Diinyasi, 2005 Yaz

Kapak Konusu: Konikler

1. Giris. Ikinci dereceden bir egri ya da bir ko-
nik, x ve y koordinatlari,
(0)
bi¢iminde iki bilinmeyenli ikinci dereceden bir denk-

ax?2 +bxy +cy? +dx +ey+ f=0

lemi saglayan (x, y) noktalarindan olusur, yani
{(x,y) e RZ:ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0}
kiimesidir.

Buradaki a, b, ¢, d, e, f katsayilar1 gergel sayi-
lardir. Bu katsayilarin degerlerine gore egrinin sek-
li degisir. Elbette...

Eger a, b ve c katsayilarinin hepsi birden 0’sa
denklemimiz dx + ey + f = 0 denklemine donustii-
gunden, bu durumda “ikinci dereceden” hakedil-
mig bir tamlama olmaz. Dolayisiyla bundan boyle
a, b ve ¢ katsayilarindan en az birinin 0 olmadigi-
n1 varsayacagiz.

Egriye (konige) ¢ adini verelim. Aslinda ¢ eg-
risi a, b, ¢, d, e, f katsayilarina gore degistiginden,
¢’den degil £, 1, o 4, s egrisinden sozetmemiz gere-
kirdi ama yazilimi fazla agirlagtirmak istemiyoruz.

Ornegin, x2 + y2 + 1 = 0 denklemini saglayan
noktalar kiimesi bir koniktir. Ama bu kiime bos-
tur, hi¢ elemani yoktur!

x2 + y2 = 0 denklemiyle verilen konik ise sade-
ce (0, 0) noktasindan olugur.

Ote yandan x2 — y2 = 0 denklemiyle verilen ko-
nik x =y ve x = —y dogrularinin bilegimidir.

Konikler, yukardaki orneklerdeki gibi birkag
istisna disinda, parabol, hiperbol ve elips denen eg-
rilerdir. Bir sonraki yazida, 4, b, c, d, e, f katsayila-
rina gore bir konigin ne zaman parabol, hiperbol ya
da elips oldugunu gorecegiz, yani ikinci dereceden
egrileri simflandiracagiz. Elbette parabol, hiperbol
ve elipsi o yazida yeri geldiginde tanimlayacagiz.

Cemberler elipslerin 6zel bir halidir. Ornegin

x2+y2-1=0
denklemi (0, 0) merkezli 1 yarigapli birim ¢emberi
verir. Genel olarak (u, v) merkezli ve r yarigcapli
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¢emberin denklemi

(x—u2+(y-v)?2-r2=0
dir ve bu da iki bilinmeyenli ikinci dereceden bir
denklemdir, yani bir koniktir.

(0) denkleminde b, d ve e yerine 2b, 2d, 2e yaz-
mak ilerde bize kolaylik saglayacaktir; oyle yapa-
lim. Bundan boyle

ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0 (1)
denklemini saglayan (x, y) noktalar kimesine ba-
kalim.

Bu denklemle oynayarak (x ve y degiskenleri ye-
rine bagka degiskenler alarak) denklemi daha basit
bir hale getirecegiz. Olabildigince fazla katsaymn O
olmasi, 0 olamiyorsa da 1 olmasi igimize gelir. Bir
sonraki yazida egrilerin geometrik analizini yaptigi-
mizda bu bize kolaylik saglayacak.

2. xy Terimini Kaybetmek. 1lk olarak diizlemi
belli bir 0 agisiyla dondiirerek xy terimini kaybede-
bilecegimizi, yani &6’nin 0
oldugunu varsayabilece-
gimizi gosterecegiz. Egri-
yi dondirmek egrinin
seklini semalini degistir-
meyeceginden, eger sade-

'

ce

egrinin geometrik
ozellikleriyle ilgileniyor-
sak, ki 6yle, bunu yapmaya hakkimiz var.

Eger b katsayisi zaten 0’sa aslinda herhangi bir
sey yapmamiza gerek yok, ama bu 6zel durumu sim-
dilik 6nemsemeyerek, diizlemi belli bir 0 agisiyla
dondirdigimiizde diizlemin noktalarinin koordi-
bakalim.

0, herhangi bir a1 6lgiisii olsun. x ve y eksenle-

e

natlarinin nasil degistigine

rini 0 agist kadar dondiriip yukardaki sekildeki gi-
bi x' ve y' eksenlerini elde edelim. Simdi diizlemin
herhangi bir P noktasinin koordinatlarini x ve y ek-
senlerine ya da x’ ve ' eksenlerine gore yazabiliriz.
Bu koordinatlara sirasiyla (x, y) ve (x', ¥') diyelim.
Elbette x, x', y, ¥’ ve 0 arasinda bir baginti olmaly;
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ornegin x’, ¥’ ve 0 biliniyorsa x ve y bulunmali. Bu
bagintiy1 bulalim. Yukardaki sekilden takip edin:
x = x1c08 6 = (x' — x;)cos O

= (x' — y'tan 0)cos 6 = x'cos 6 — y'sin 0,
Yy =9y, +yq1=Yy/cos 0 +xsin O
=v'[cos B + (x' — x;)sin O
=9y'/cos O + (x' — y'tan O)sin O
=y'/cos O + x'sin O — y'sin? O/cos O
= x'sin 0 + y'cos 0.
Demek ki,
x = x'cos O — y'sin 0,
y = x'sin 6 + y'cos 0.
Simdi (1) denkleminde x yerine x'cos 6 — y'sin 0 ve
y yerine x'sin 0 + y'cos 0 koyup hangi 6 degeri i¢in
x'y" monomunun katsayisinin sifirlandigini bula-
lim.
0= ax2 + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f
= a(x'cos O — y'sin 0)2
+ 2b(x'cos 6 — y'sin 0)(x’sin 0 + y'cos 0)
+ c(x'sin © + y'cos 0)2 + 2d(x'cos O — y'sin 0)
+ 2e(x'sin 0 + y'cos 0) + f
= a(x'2cos? © — 2x'y'cos 0 sin 0 + y'2sin? 0)
+ 2b(x"2cos 0 sin O + x'y'cos? O — x'y'sin? O
— 92 sin 0 cos 0)
+ ¢(x'2sin2 O + 2x'y'sin O cos O + y'2cos? 0)
+ 2d(x'cos 6 — y'sin 0) + 2e(x'sin 0 + y'cos 0)
+f
= (acos? O + 2bsin 0 cos 0 + csin? 0)x'2
+ (—2acos 0 sin 0 + 2bcos? B — 2bsin? O
+ 2c¢sin 0 cos 0)x'y’
+ (asin? © — 2bsin O cos 0 + ccos? 0)y'2
+ (2dcos 0 + 2esin 0)x’ + (2ecos 6 — 2dsin )y’
+ f.
Demek ki eger,
a' = acos? @ + 2bcos 0 sin O + csin2 O
b' = (c—a)cos O sin B + b(cos2 O — sin? 0)
¢' = asin? @ — 2bsin 0 cos 0 + ccos? O
d' =dcos 0 + esin 0
e =ecos 0 —dsin 0

fr=r
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tamimlarini yaparsak, (1) denklemi
a'x'? +2b'x'y + c'y2 +2d'x" + 2e'y + f' =0
denklemine doniigiir. Simdi, 8 acisini &' = 0, yani
(c—a)cos Osin O + b(cos2 B —sin20)=0 (2)
esitligini saglayacak bigimde segersek x'y’ terimin-
den kurtulabiliriz. (2)’yi saglayan 0’y1 bulalim:
0=20
= 2(c —a)cos B sin 8 + 2b(cos? © — sin? 0)
= (c—a)sin 20 + 2b cos 20.
Eger b = 0 ise, 0 = 0 alabiliriz. Eger b # 0 ise, o za-
man, (2)’nin saglanmasi icin
cot 20 = cos 20/sin 20 = (a — ¢)/2b
olmali, yani
a—c]
2b

olmali. Bundan boyle, eger b # 0 ise 0’y1 (3)’t sag-

20 =arc cot( 3)

layacak bicimde ve eger b = 0 ise 0’y1 0 segecegiz.
Boylece x'y’ teriminin katsayisi olan b’ = 0 olur.

0’y1 [0, n/2) araliginda olacak bicimde secebile-
cegimize dikkatinizi ¢ekerim.

Simdi,
K=2°F (4)
2b
olsun. Demek ki,
g are cotK )
2

Ayrica b = 0 oldugunda 6 = 0 almaya karar verdi-
gimizden, (4) ve (5) formiillerinin b = 0 iken de
dogru oldugunu varsayabiliriz (0 zaman K = +oo
alalim; a = ¢ olsa da!)

Simdi x ve y eksenlerini 8 acisi kadar dondu-
rursek, yeni x', ' koordinatlarinda denklemimiz,

ax?+c'y?+2dx" +2e'y +f =0

bi¢iminde yazilir. Burada,

a' =acos? 0 + 2bcos 0 sin O + csin? O

b = (c—a)cosOsin O + b(cos?2 B —sin2 ) =0

¢’ = asin? B — 2bsin 0 cos O + ccos? 0

d =dcos 0 + esin 0

e =ecos 0 —dsin 0

fr=r

3. Notlar. Bu yapilanlara bir iki not diigmek
gerekiyor:

Birinci Not. Yukarda a', &', ... katsayilarin 4,
b, ... katsayilar1 ve 0 cinsinden yazdik. Eger for-
miillerde a', b, ... katsayilariyla a, b, ... katsayila-
rinin yerlerini degistirir ve 6 yerine —6 alirsak o za-
man 4, b, ... katsayilarimi ', ', ... katsayilar cin-
sinden yazmis oluruz; 6rnegin,
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a=a'cos? 0 —2b'cos 0 sin 0 + ¢'sin O
b=(a-c)cosBsinO + b'(cos? O — sin? 0)
c=a'sin2 0 + 2b'sin 0 cos 0 + c'cos? 0

vb.

Ikinci Not. a' ve ¢’ katsayilarinin her ikisi de 0
olamaz, ¢inkii 0 zaman a' = b’ = ¢’ = 0 olur ve bir
ustteki formiillerden a = b = ¢ = 0 ¢ikar.

Ucgiincii Not. Eger @’ = 0 ise o zaman ¢’ # 0 ol-
mali ve diizlemi bir kez daha 6 = /2 agisiyla don-
diiriirsek, yukardaki formiullerden anlagilacag:
ltzere a' ile ¢’ katsayilarinin rolleri degisir (ama b’
gene 0 kalir.) Demek ki a’ # 0 varsayimini yapabi-
liriz. Birazdan a’' # 0 esitsizligini varsayacagiz. O
zaman, 6 € [0, ©/2) yerine 6 € [0, ©) varsayimini
yapmak zorunda kalacagiz.

Déordiincii Not. Yukardaki alti formalt matris
bi¢iminde yazarak tek bir formile indirgeyebiliriz:

cos® 0 2sin6 cos6 sin” 0 0 0 0

a

—cosOsin® cos?0—sin*0 sin6cosd 0 0 0fb

sin 0 —2sin6 cos0® cos2 0 0 0 Ofc

0 0 0 cos® sin® 0fd

0 0 0 —sin® cos® O ¢

0 0 0 0 o 1M
Hatta daha da basit olarak,

c cos® sin® O)a b cl|cos® -sin® O

e |=|-sin® cos® O|b ¢ e|sin® cos® O

f 0 0 1)\d e f) O 0 1

cos® sin® O)a b c| cosO sin® O

=|—sin® cos® O||b ¢ el —sin® cos® O

0 0 1)d e f 0 0o 1

seklinde yazabiliriz.

Matrisleri bilmeyen okur rahatlasin, bu bilgi
ilerde kullanilmayacak.

Besinci Not. Uzun gibi goriinen ama o kadar
da uzun olmayan bir hesapla b'2 — a'c’ = b% — ac
esitligi bulunur. Matrisleri bilen okur bu esitligi
yukardaki matris ¢arpimindan da hemen ¢ikarabi-
lir. Yani b2 — ac degeri bu doniisiimiin bir degisme-
zidir. Bu degismezin geometrik anlamini ortaya
koyalim: Denklemi bir kez daha yazalim:

ax2 + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0
Bu denklem,

ax2 + 2bxy + cy? + 2dxz + 2eyz + fz2 =0

(1)

denkleminde z = 1 koyularak elde edilir. Eger bu
son denklemde z = 0 alirsak, ax? + 2bxy + ¢y? = 0
denklemini elde ederiz, ki 4(b2 — ac) sayis1 bu ikin-
ci dereceden denklemin diskriminantidir.

b2 — ac degismezini elde etmenin bir baska yo-
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lu da soyle. (1) denklemini y2’ye bolelim:
ax?y? + 2bxly + ¢ + 2dx/y? + 2ely + fly? = 0

elde ederiz. Simdi x = yz yazalim:

az? + 2bz + ¢ + 2dzly + 2ely + fly* = 0
elde ederiz. Son olarak y’yi sonsuza gotiirelim. O
zaman en sondaki ti¢ terim kaybolur ve gene

azz+2bz+c=0

denklemini elde ederiz. 4(b2 — ac) sayis1 bu ikinci
dereceden denklemin diskriminantidir.

4. 0’y1 Bulmak. (Dileyen okur bu bolumu atla-
yabilir.) Eger cos 0 ve sin 0’y1 a4, b, ¢, d, e, f cinsin-
den veren formiilleri bulursak o zaman yukardaki
denklemleri kullanarak yeni @', ¢, &, ¢, f' katsay-
larini a, b, ¢, d, e, f cinsinden veren formulleri bu-
labiliriz. Simdi bunu yapalim. cos 0 ve sin 0’y1 4, b,
¢ cinsinden yazaca@iz. Her x icin gegerli olan

x
\/1+x2

cos(arccotx) =

esitliginden ve (5)’ten

K
cos(20) = cos(arccot K) = —
V1+K?
esitligi cikar. Eger
K
L=—n
1+ K?
tanimini yaparsak,
cos(20) = L
olur ve buradan da
\/1+c0529 1+L
cos0 = =,
2 Vo2

ve

. \/1—c0526 1-L
sinf = =,
2 \

elde edilir. Bu formiiller sayesinde yeni &', ¢, d', ',

f" katsayilari eski a, b, ¢, d, e, f katsayilar cinsin-
den bulunabilir.

Ahgtirmalar.
1. Asagidaki esitlikleri kanitlayin.

cotd=V1+K* +K

tan® =1+ K2 —K
Not: 0 e [0, n/2) kosulumuzu unutmayin.
2. g =cot 0 yada g =—tan 0 olsun. O zaman x
=gx'—yvey=x'+qy donustimleri yapilirsa x'y’
teriminin kaybolacagini kanitlayn.

5. x ve y’yi Kaybetmek. Simdi
ax?+cy2+2dx +2ey +f =0
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denkleminden x’ ve y’" monomlarini kaybetmeye
¢alisacagiz. Bunun igin x' ve y' eksenlerini belli bir
vektor dogrultusunda oteleyecegiz ve denklemimi-
zi bu yeni koordinat sisteminde yazacagiz. Yukar-
da eksenleri 6 agisiyla dondurirken yaptigimiz gi-
bi, x' = X + r ve y' = Y + s yazip, egrinin denkle-
mindeki x’ ve y' degiskenlerini X ve Y degigkenle-
rine dontsturebilir ve X ve Y terimlerinin katsayi-
larinin 0 olmast icin gereken 7 ve s degerlerini bu-
labiliriz. Ama biz lise egitiminde de sik sik kullani-
lan “kareye tamamlama” yontemini yegleyecegiz.
Bundan boyle a’ # 0 esitsizligini varsayacagiz.
Yukardaki tG¢tincti notta bunu varsayabilecegimizi
gostermistik. Bu varsayimla hesaplayalim:
O=a'x'2+cy2+2dx +2y + [
=a'(x'? + 2d'x'la’) + c'y'2 + 2y + f'
=a'(x'2 + 2d'x'la’ + d'%la'?)
+cy'2 42"y + f' —d?%a
=ad(x' +dla) +cy?+ 2y + f—d?a.
Demek ki
X=x"+dlad
dontsiimiinii yaparsak,
aX2+cy2+2e'y + f—d?a.
denklemine variriz ve boylece x’ terimi kaybolur.
Eger ¢’ # 0 ise, yukardakine benzer bir donu-
sumle y’ terimini de kaybederiz:
O=a'X2+c'y2+2ey +f —d?a’
=a' X2+ c(y2 +2eylc) + 1 —d?a’
=a'X2+ (Y2 +2eylc + e?c'?)
+ ' —d?a —e?/c
=aX2+ (Y +elc2+ f—d?%a —e?c.
Demek ki
Y=y +¢lc,
doniisiimiinii ve " = d'?/a’ + e'?/c' — f' tanimim
yaparsak,
X2 4 Y2 =
formiiliine ulasiriz. Eger f'' = 0 ise, denklem,
X2 4 (c'la)Y2 =0
denklemine donstir. Eger "' = 0 ise, A = a'/f" # 0
ve C = ¢'/f" tanimlarini yaparak,
AX2 4+ CY2=1
denklemini buluruz.
Eger ¢’ = 0 ise ne yapmaliyiz? Eger ¢’ = 0 ise, o
zaman denklemimiz,
a'X?+2e'y' + f'—d?%a=0
bi¢iminde yazilir ve ¢ = 0 gikki hari¢ y' terimini
kaybetmenin imkani yoktur. Eger e’ = 0 ise, Fyi

gerektigi gibi tanimlarsak X2 = F biciminde bir

denklem ederiz. Ote yandan eger e’ # 0 ise,
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Y=y —(da - f)2e

X=x'+dla
A=-al2e'#0
dersek,
Y= AX2

denklemini elde ederiz. Bulduklarimizi yazalim.

Teorem. a, b, ¢, d, e, f gercel sayilar olsun,
ama a, b ve c’nin hepsi birden 0 olmasin. x ve y ek-
senlerini belli bir 6 € [0, ©) acisiyla dondiiriir ve
belli bir vektor dogrultusunda otelersek,

ax?2 +bxy + cy? +dx+ey+ f=0

denklemi, bu yeni koordinat sisteminde, A # 0, C
ve F sabitleri icin,

X2+ CY2 =0,

X2 =F,

AX2 4+ CY2 =1,
ya da

Y = AX2
sekillerinden birini alir.

Boylece icinde tam alt1 tane sabit bulunan
ax?2 +bxy +cy? +dx+ey+ f=0
denklemi diizlemin mesafeyi degistirmeyen doni-
sumleriyle (ki bu tiir dontigiimlere izometri denir)
icinde en fazla iki tane sabit bulunan oldukga basit
bir denkleme doniigiir. Bir sonraki yazida bu yap-

tiklarimizin yararlarini gorecegiz.

Ahgtirmalar

1. 4x2 + y2 — 4xy + 3x — 4y + 1 = 0 denklemi-
nin izometrilerle y + 5x2 = 0 denklemine doniistii-
rulebilecegini kanitlayin.

2. Eger a = ¢ # 0 ise, ax? + bxy + ay? + dx + ey
+ f = 0 denkleminin bir ¢cember oldugunu kanitla-
yin. Her ¢emberin denkleminin boyle oldugunu
kanitlayin.

3. Teoremde verilen egrilerden hangileri sinirl
bir alan kaplar? Teoremde verilen egrilerden han-
gileri dogrulardan olugur?

4. Ikinci dereceden bir egrinin iki noktasi var-

sa sonsuz tane noktast oldugunu kanitlayin. v




