Matematik Diinyasi, 2005 Kis

Siralama

\ Ilk yazida her seyin siralan-
mayacagini gordik. Ama bu, higbir sey
siralanmaz anlamina gelmez tabii ki. Bazi seyler bal
gibi siralanir. Ornegin OSS smav sonuglarina gore
genclerimiz siralanabilirler, siralaniyorlar da...
Bu yazida siralamanin matematiksel anlamini
ve bir stirii ornek gorecegiz. Matematiksel tanimi
daha sonraya saklayarak orneklerle baglayalim.

Ornek 1. Ik 6rnegimiz dogal sayilar kiimesi
olsun. En kigik dogal say1 0°dir, sonra 1
V" gelir, sonra 2, vs. Herhangi iki dogal sayiy1
biiyiikliiklerine gore karsilastirabiliriz. Or-
negin 3 < 5. Ayrica 5 < 8. Dolayisiyla 3 < 8
vs. Dogal sayilar, herkesin bildigi tizere
0<1<2<3<4<5«<...
diye siralanmuglardir. Bu siralamanin en kii-
ciik elemani vardir (o da 0°dir). Ama en bii-
viik elemant yoktur, her dogal sayidan daha
biiyiik dogal say1 vardir ¢linkii. Bu sirala-
manain bir bagka 6zelligi de her elemanin
hemen bir biiytigiiniin olmasi, 25’in bir bi-
yugu 26°dir 6rnegin. Ayrica, bu siralamada,
0 disinda her elemanin bir oncesi de vardir.
Dogal sayilarin bu siralamasina dogal
stralama adini verecegiz ve bu siralamayi (N, <)
olarak gosterecegiz. Dogal sayilarin dogal sirala-
masini solda resmettik. Kiicitk elemanlari agagiya,
buiyiik elemanlar1 yukariya yazdik. Gorsel olarak
hep boyle yapacagiz, kiigikleri agagiya, buyiikleri
yukariya yazacagiz.

ABCCDEFGGHIIJKLMNOOPRSSTUUVYZ
Bir alfabe sadece harflerden olugsmaz. Bir al-
fabede harfler ayrica siraya dizilmiglerdir. Tiirk-
cenin 29 harfi 29! degisik bigimde siraya dizile-
bilir, yani Tirkgenin harflerinden 29! degisik al-
fabe olusturulabilir.

Ornek 2. Ikinci 6rnegimizde dogal sayilarda
aligik oldugumuz siralamayi ters cevirelim: Bu se-
fer en kiigiik say1 (yani 0) bu yeni siralamaya gore
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en ‘buyiik’ eleman olacak. Sayilar: bir sinavda ya-
pilan yanlis sayisi olarak yorumlarsak boyle bir si-
ralamanin neden gerekli olabilecegini anlariz. Bu
kez 0 puan alan (yani O yanlig yapan) en iyisidir,
ondan daha iyisi yoktur. 1 puan alan da fena degil-
dir ama 0 puan kadar iyi degildir. Bu siralamay p
isaretiyle gosterelim:
..pSp4p3p2plpO.

Bu yeni siralamanin en biiyiik elemani var,

0
0. Ama en kugiik elemani yok, her elema- "
nin hemen bir kiiciigii var, 6rnegin 5’in bir
kiigugti bu siralamaya gore 6. Ayrica 0 di- 2
sinda her sayinin hemen bir biiyiigii var. ® 3
Bu siralamaya gore 5’in hemen bir buyugi ¢ 4
4’tiir. Yandaki sekilde bu yeni siralamay:
resmettik. En biiytik elemani en tepede
gosterdik, elemanlar kiictildiikge asagilan- 6
dilar. Asagi dogru istedigimiz kadar gide- ¢ 7
biliriz. 8

Dogal sayilarin dogal siralamasiyla ¢ |
karigmasin diye bu yeni siralamayi p sim-

gesiyle gosterdik. Dogal sayilar istiindeki bu yeni
siralamaya gelecekte (N, p) olarak gonderme ya-

pacagiz.

Ornek 3. Ugiincii 6rnegimizi goniil islerinden
secelim, daha heyecanli oluyor. Diyelim Gul’iin
bes talibi var: Ayhan, Burak, Can, Dogan ve Er-
dem. Giil, bu bes talipten birini se¢gmek icin deli-
kanlilar1 sinavdan gegiriyor. En oncelikli kistast
zekd oldugundan once

C D E

taliplerine satrang oy-

natiyor. Ayhan herkese

yeniliyor, Burak hem

Can’a hem de Dogan’a

. A

yeniliyor. Zaman kal-

madigindan baska da mac¢ yapilmiyor. Bu agsama-

da Gul’tin siralamasini soyle gosterebiliriz:
A<B<C,A<B<DveAc<E.

Burada A Ayhan’i, B Burak’i vs temsil ediyor elbet-

te. Siralamay1 yukarda seklettik. En dusik puan

alan Ayhan’i en alt siraya yerlestirdik.
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Bu asamada Giil Erdem’le Burak arasinda bir
kiyaslama yapamiyor heniiz ama bu kiyaslayama-
ma yukardakinin bir siralama ya da yarisiralama
olmasina engel olmayacak. (Matematiksel tanim
biraz sonra...)

Gul, Erdem’le Can ve Dogan’1 da kiyaslayami-
yor. Ama Can’1 ve Dogan’t Burak’a tercih ediyor.

Ornek 4. Dérdiincii 6rnegimizde bir kiimenin
altkiimelerini ‘kugikten buyuge’ siralayacagiz. E
bir kiime olsun (Evren’in E’si.) E’nin altkiimeleri
kiimesine X diyelim. Ornegin E = {0, 1, 2} olabilir.
O zaman X’in su 8 elemani vardir:

%]

{0, {1}, {2},

{0, 1}, {1, 2}, {0, 2}
{0,1,2) = E.

Eger A, B € X ise, yani A ve B, E’nin altkiime-
leriyse, ‘A, B’den kiiciiktiir’ iligkisini A < B olarak
tanimlayalim. Yani A, B’nin ozaltkiimesiyse (A <
B ve A # B ise), o zaman A’nin B’den kiiciik oldu-
gunu soyleyelim. Bu, birazdan tamimlayacagimiz
anlamda bir siralamadir.

Bu siralamada, Gglincti siralamadaki gibi karsi-
lastirilamayan elemanlar vardir. Ornegin X’in {0}
ve {1} elemanlari (yani E’nin {0} ve {1} altkiimele-
ri) karsilastirllamazlar; birbirlerine esit olmadikla-
r1 gibi ne biri digerinin ne de beriki oburiiniin

ozaltktimesidir.
(0.1,2)=E Bu siralamay1 E =
{0, 1, 2} durumunda
0, 1) (1,2) ‘asagidan yukar dogru’
yandaki gibi resmede-
biliriz.
{0} {2)

Gelecekte bu sira-
lamaya (g (E), <) sira-
li ¢ifti olarak gonder-
me yapacagiz. Burada, @ (E), E’nin altkumeler ku-
mesi, yani X anlamina geliyor.

Ornek 5. Gene dogal sayilar1 ele alalim. Eger
x, ¥’yi (dogal sayilarda) boluyorsa, yani xz = y esit-
ligini saglayan bir z dogal sayis1 varsa, ama x # y
ise, x, y’den (su anda tamimlamak tzere oldugu-
muz siralamaya gore) ‘kiiciik’ olsun. Yani bolen
sayilar kiiciik, boliinen sayilar buyik...

0, kendisi disinda hicbir sayiytr bolmediginden
(ctinkli z ne olursa olsun 0z = 0 # y), 0’dan buyuk
say1 yoktur. Ote yandan her say1 0’1 boldiigiinden
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(ciinkii x0 = 0) her say1 0°dan kiigiiktiir. Dolayisiy-
la dogal siralamanin en kiguk elemani olan 0 bu
siralamanin en buyuk elemanidir.

1 her sayiy1 boldugiinden, 1 bu siralamanin en
kiiciik elemanidir.

Asal sayilar 1’den bir buiyiik elemanlardir el-
bette. Ayrica 1’le bir asal say1 arasinda (bu sirala-
maya gore) bir bagka eleman yoktur.

Bu siralamaya gore, bir p asalindan bir buyiik
elemanlar p2 ve bir g asali icin pg biciminde yazi-
lan elemanlardir. Iste bu siralamanin kiigiik bir
parcasinin bir resmi:

16 24 36 100 81

60

90 150 225

Bolen sayilari asagiya, bolunen sayilari yukari
yazdik, ayrica bu iki sayiy1 bir dogruyla birlegtir-
dik. Ancak sekil karigsmasin diye, 6rnegin, 2 ile 36
arasina bir dogru c¢izmedik (bu yontemle ¢izilen
sekle bazen Hasse diyagrami denir.) 2’den 36’ya
giden en az bir yiikselen yol oldugundan 2’nin (bu
siralamaya gore) 36’dan kigik oldugu sekle ba-
kinca anlagiliyor.

Bu son siralama ¢ok ilgimi ¢eker benim. Tani-
mi son derece basit ama kendisi de bir o kadar kar-
masik. Yukardaki semaya bir de 7’yi eklerseniz bu
siralamanin ne kadar karmagik bir siralama oldu-
gunu daha iyi anlarsiniz, hatta sadece dordiincii
kati tamamlamaya caligin...

Bir sayiy1 asallara ayirarak saymin 1’den yuk-
sekligini de hesaplayabiliriz. Ornegin,

60 =22 x 31 x 51
oldugundan, 60’in yuksekligi 2 + 1 + 1 = 4’tuir, yani
1’den baglayarak tam dort adimda 60’a ulasabiliriz,
ornegin 1 — 2 — 6 — 30 - 60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu siralamaya (N, |) olarak gonder-
me yapacagiz.

Ornek 6. Sonlu Kiimeler Uzerine Siralama.
Her ne kadar matematiksel degeri olmasa da, pe-
dagojik 6nemi oldugundan az sayida elemani olan
kiimeler tizerine siralamalari bulalim.

Eger X boskiimeyse ya da X’in tek bir elemani
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varsa, X'te kiyaslayabilecegimiz iki degisik eleman
olamayacagindan bu durumlarda yapacak bir sey
yok, bu kiimeler tizerine sadece tek bir siralama
vardir: bogstralama denilen ve higbir elemanin hig-
bir elemanla kiyaslanmadig tek bir siralama.

{a, b}

ise, 0 zaman X Uzerine agsagida goriilen ti¢ degisik

Eger X’in iki elemani varsa, diyelim X =

siralama vardir. Bunlardan son ikisi birbirlerine
cok benzerler, birbirlerinden ‘gercekten farkl’’ ol-

a ve b kiyaslanamaz,
bogsiralama

duklarini séylemek zor... llerde, ‘esyapisalligr’ ta-
nimladigimizda, son iki siralamanin egyapsal ol-
duklarini soyleyecegiz.

Simdi X’in ti¢ elemani oldugunu varsayalim. O
zaman, X lUzerine 19 tane degisik ama sadece 5 ta-
ne ‘gercekten degisik’ yani ‘esyapisal olmayan’ si-
ralama vardir.

SIS

bogsiralama, bunlardan bunlardan bunlardan  bunlardan
bunlardan 6 tane var da 6 tane 3 tane var 3 tane var
1 tane var var

Eleman sayis1 dorde ¢ikarsa siralama sayisi ¢ok
artar. Bunlarin sayisini bulmay1 okura birakiyoruz.

Sonlu siralama 6rneklerini saymazsak, yukar-
da bes siralama 6rnegi verdik. 1lk ikisi ve sonuncu-
sunda dogal sayilar1 ti¢ degisik bi¢cimde siraladik:
(N, <), (N, <), (N, I). Birincisinde dogal siralamay1
aldik. Ikincisinde dogal siralamayi ters gevirdik.
Sonuncusunda ise siralamay:1 bolinebilirlikle ta-
nimladik. Gortldigu gibi ayni kiime degisik bi¢im-
lerde siralanabiliyor.

Son dort 6rnekte de goriilebilecegi gibi illa iki
farkli elmandan birinin digerinden kiiciik olmasi ge-
rekmiyor. Bu durum ilk iki 6rnekte zuhur etmiyor;
bu siralamalarda birbirinden farkli herhangi iki ele-
mani kargilagtirabiliyoruz.

Matematiksel Tanim. Artik siralamayi mate-
matiksel olarak tanimlama zamani geldi, yoksa bu
yazi bitmeyecek. Ustiinde bir siralama tanimlaya-
cagimiz kimeye X diyelim. X’in elemanlarini bir
bigimde siralamak istiyoruz. 1lla birinci, ikinci diye
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degil, ¢inktu X’te birinci ya da ikinci olmayabilir.

Siralama dedigimiz sey, X’in bazi elemanlari-
nin X’in bazi elemanlarindan daha kigiik (ya da
daha biiyiik) olduklarini buyurmaktir. Oylesine bir
buyruk degil ama... Bu buyrugun su iki ozelligi
saglamasi gerekir:

S1. Hicbir eleman kendinden kiigiik olamaz.

S2. Eger x, y’den kiiciikse ve y de 2’den kiiciik-
se, o0 zaman x, 2’ den kiiciik olmalidir.

Bu iki 6zelligi saglayan ikili bir iliskiye sirala-
ma denir. “Ikili iliski” dedigimiz iki eleman arasin-
da bir “iligki”dir; yani X’in iki elemanini kargilas-
tirlyoruz.

Eger “x, y’den kiiciiktiir” ifadesini x < y olarak
kisaltirsak, o zaman yukardaki S1 ve S2 kosullar
su bicimde yazilirlar:

S1. Hicbir x € X i¢in x < x.

S2. Her x, v, z € X igin, efer x <y ve y < 2 ise,
x < 2dirl.

Dikkat ederseniz herhangi iki elemanin karsi-
lagtirilabilecegini soylemiyor siralama kosullari,
yani x’in y’den kiiciik olmadigi, y’nin de x’ten kii-
¢iik olmadig1 x # y elemanlar: olabilir. Bu yiizden
bu kosullar1 saglayan bir siralamaya kimi zaman
yari-stralama dendigi de olur.

Herhangi iki elemanin kargilagtirilabildigi bir
siralamaya, yani S1 ve S2 diginda,

S.Herx,y e Xicin,yax<yyay<xyadax=y

kosulunu saglayan bir siralamaya tamswalama de-
nir. Yazinin baginda verdigimiz ilk iki ornek birer
tamsiralamadir, son ii¢ ornek ise tamsiralama olma-
yan yari-siralamalardir ¢uinkii son {i¢ 6rnekte kargi-
lagtirllamayan (ve egit olmayan) elemanlar vardir.

Tam siralamalar1 daha sonraki yazilarda daha
ayrintili olarak konu edecegiz.

Bir siralamada < yerine kimi zaman < (dor-
diincti 6rnekte oldugu gibi), <, C, < gibi bagka im-
gelerin kullanildig1 da olur. Ornegin dogal sayilar
tersten siraladigimiz ikinci 6rnegimizde “dogal si-
ralama”yla karismasin diye < yerine < imgesini
kullanmigtik. Gene dogal sayilart siraladigimiz be-
sinci ornegimizde siralama boltinebilirlige gore ta-
nimlandigindan, < yerine | imgesini kullanmak ye-
rinde bir karardi.

1 S1 ozelligine sahip bir ikili iligkiye antirefleksif ya da
yanstmayan iligki denir. S2 6zelligine sahip bir ikili iliskiye
ise tranzitif ya da gegisli iliski denir.
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Eger bir siralamada x < y ise, y’nin (bu sirala-
ma i¢in) x’ten daba biiyiik oldugunu soyleriz.

Bir siralamada hem x, y’den hem de y, x’ten
kuigiik olamaz, ¢uinkii 0 zaman S2’de z = x alarak,
x < x buluruz ki bu da S1’le celigir.

Eger < diye adlandirilan bir siralama verilmigse,
elemanlar arasinda esitligi de iceren ve genellikle <
imiyle simgelenen ikili bir iligki soyle tanimlanir:

(1)

x<yox<yyadax=y.

T1. Her x € X igin x < x.

T2. Her x,y, z € X igin, efer x <y vey < 2 ise,
x < 2dir.

T3. Her x, y € X icin, efer x <y ve y < x ise,
x =y esitligi dogrudur.

T1 ve T2’nin dogruluklar ¢ok bariz. T3’ ka-
nitlayalim. x < y ve y < x olsun. Eger x # y ise, <
iligkisinin tanimina gore x < y ve y < x. Bundan ve
S2’den x < x cikar, ki bu da ST’le celisir.

Eger bir X kiimesi tizerine yukardaki T1, T2,

(2)
olarak tamimlarsak, o zaman < iligkisi S1 ve S2

X<yoSxs<yvex#y

ozelliklerini saglar, dolayisiyla bir siralama olur.
Bunun kanit1 ¢cok basittir ve okura birakilmigtir.

Kolayca goriilecegi tizere S1 ve S2 6zelligini sag-
layan bir siralamayla, T1, T2 ve T3 6zelligini sagla-
digeri aciklanan yontemlerle elde edilir. Ve agikla-
nan yontemler iki kez uygulandiginda baslanan iki-
li iligki bulunur. Yani S1 ve S2 6zelliklerini saglayan
bir < siralamasindan baglarsak ve bu siralamaya 6n-
ce (1), sonra da (2) yontemini uygularsak basladigi-
miz < siralamasini buluruz. Ayrica eger T1, T2 ve
T3 6zelliklerini saglayan bir < iligkisinden baglarsak
ve bu iligkiye once (1), sonra da (2) yontemini uygu-
larsak bagladigimiz < iliskisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 ozelliklerini saglayan bir si-
ralamayla T1, T2 ve T3 6zelliklerini saglayan bir

<, <, c, T, < gibi bir simgeyle tanimlarsak sirala-
manin S1 ve S2 ozelliklerini sagladigini, eger <, =,
<

<, S, &, < gibi bir simgeyle tanimlarsak T1, T2,
T3 ozelliklerini sagladigini varsayacagiz.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < sirala-
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Daha Matematiksel Bir Deyisle...
Siralamanin asil matematiksel tanimi soyle-
dir. X bir kiime olsun. A ¢ X x X,

S1. Her x € X icin (x, x) ¢ A,
S2. Her x, y, ¢ € X icin, eger (x,y) € A ve
(y, 2) € A ise o0 zaman (x, z) € A’dir

ozelliklerini saglayan bir altkiime olsun. O za-
man A’ya X tizerine bir szralama denir ve bu si-
ralama (X, A) olarak yazlir.
altkiimesidir. Demek ki bir siralama S1 ve S2
ozelliklerini saglayan bir ikili iligkidir.

Eger (X, A) bir siralamaysa, sik sik (x, y) €
A yerine x < y gibi sezgilerimize daha fazla hitap
eden ve daha fazla anlam ima eden bir yazilim
kullanilir. O zaman siralama (X, A) yerine (X, <)
olarak yazilir.

Bu tanmimdan da anlagilacag tizere, eger A =
& ise S1 ve S2 ozellikleri dogru olur ve boylece
hi¢bir elemanin hicbir elemanla kargilastirilmadi-
g1 bosstralama adi verilen (X, &) siralamasini el-
de ederiz. Bossiralamaya kararsiz siralama adini
da verebiliriz. Zaten tek bir elemani olan bir kii-
me lizerine sadece bossiralama olabilir. Hayatta
bogsiralamadan daha ilging siralamalar vardir.

Bir X kiimesi tizerine bir tamsiralama, A’nin

en buyiik oldugu (X, A) siralamasidir.

masinin bir tamsiralama olmas: icin,

T.Herx,y e Xicin,yax<yyaday<x
ozelliginin saglanmas: gerekir elbette.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < sirala-
masinda eger x <y ise, “x, y’den kiigiikesittir” ya
da “y, x’ten biiyiikesiitir” diyecegiz.

Eger bir siralama verilmisse, >, >, «, *, %, #,
<, % gibi anlami bariz olan ve aligik oldugumuz
simgeleri hi¢ cekinmeden kullanacagiz. Ornegin:

X>yE&y<x
X2y y<x
x #y < x>y dogru degilse
x Ly < x < ydogru degilse

Dikkat! Eger (X, <) bir tamsiralama degilse,
x « vy illa x >y anlamma gelmeyebilir, ¢iinkii x ve
y kargilagtirilamaz da olabilirler.

Dort sayfayi asan bir 6rnek ve tanim faslindan
sonra yazinin kalan kisminda siralamalarin bazi
ozelliklerini ve bazi siralama 6rnekleri gosterecegiz.
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Eskilerden Yeni Siralamalar Tiiretmek
Bir Siralamay1 Ters Cevirmek. Ikinci 6rnegi-
miz olan (N, p) siralamasinda birinci 6rnegimiz
olan (N, <) siralamasini ters ¢evirmistik, birinci or-
nekte biiytik olan elemanlar ikinci ornekte kiiciik
olmuslardi. Genel olarak, herhangi bir siralamay1

Py

Bir siralama ve onun ters ¢evrilmis hali

ters gevirerek yeni bir siralama elde edebiliriz: Eger
<, X kiimesi tizerine bir siralamaysa, x < y iligkisi-
ni y < x olarak tanimlayalim; o0 zaman < de X tze-
rine bir siralamadir. Bu iki siralama arasinda kay-
dadeger bir fark yoktur.

Sirali Bir Kiimenin Bir Altkiimesini Siralamak.
Sirali bir X kiimesinin bir Y altkiimesi verilmigse,
X’in siralamasini Y’ye kisitlayarak Y’yi de siralaya-
biliriz, yani Y kiimesi X tstkiimesinin siralamasiyla
siralanir. X’in siralamasini sadece Y’nin elemanlari-

X
Y
| “
Bir siralama ve bir altkiimesi

na kisitlamak yeterlidir bunun i¢in. Bu durumda
Y’nin siralamasinin X’in siralamasindan miras kal-
dig1 ya da X’in siralamasinin kalintist oldugu soy-
lenir. Ornegin Z’nin dogal siralamasi hem Q’niin
hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir.
N’nin dogal siralamasi da hem Z’nin hem Q’nun
hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir.
Y’nin bu siralamasina X’in altsiralamas: denir.

Yeni Bir Eleman Eklemek. Eger bir (X
lamasi verilmigse ve a, X’te olmayan bir elemansa,

<) sira-

X U {a} kiimesini X’in siralamasin1 bozmayacak se-
kilde cesitli bigimlerde siralayabiliriz. En kolay1 ve

23

Siralannug bir X kiimesinin tepesine bir eleman eklemek

en ¢ok kullanim alani bulani a’y1 en tepeye koymak-
tir, yani @’y1 en biuyiik eleman yapmaktr. X U {a}
kiimesinin bu siralamasinda, X’in eski diizeni ay-
nen korunur, bir de ayrica @’nin X’in tim eleman-
larindan daha biyiik olacagi buyrulur. Yani her
x,y € X U {a} i¢cin, x < y ancak ve ancak

x,y € Xve (X, <)de x <yise
ya da

x € Xvey=aise.

a eleman1 yukardaki gibi X’in tepesine eklendi-
ginde a yerine o yazmak nerdeyse bir gelenek hali-
ni almistir.

@’y1 X’in tepesi yerine bagka bir yerine de ekle-
yebiliriz. Ornegin X’in icinde su ozellikleri sagla-
yan U ve V kiimeleri oldugunu varsayalim: Uu V
= X ve U’nun her elemani V’nin her elemanindan

Qmm
'&m\\“ ¢ Xula)
\V/ :

A

a@’y1 U ile V arasina koymak

kugiik. Simdi a@’y1 U ile V arasina koyalim, yani
@’yi Unun her elemanindan biiyikk ve V’nin her
elemanindan kiiciik yapalim. X U {a} kiimesi us-
tiinde yeni bir siralama elde ederiz.

Aslinda a’y1 en sona koymak bunun ozel bir
halidir: Eger yukardaki ingsada U = X ve V=@ alir-
sak, a’y1 en tepeye koymus oluruz.
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Bunun bir bagka varyasyonu soyledir: x € X ve
V=a{yeX:x<ylveU={ye X:y2x}
olsun. Simdi @’nin V’nin elemanlarindan kiigiik ve
Unun elemanlarindan buyiik oldugunu buyuralim.
Boylece a’y1 x’ten hemen sonra koymus oluruz. Bu-

nun resmi de asagida.

X U {a)

a@’y1 x’ten hemen sonra koymak

(V, <) iki
siralama olsun. U ile V’nin ayrik olduklarini, yani

Iki Siralamayr Toplamak. (U, <) ve

kesisimlerinin bos oldugunu varsayalim. Simdi, U
ve V’de varolan siralama diginda yeni herhangi bir
siralama eklemeden U U V kiimesini sirali bir kii-
me olarak algilayabiliriz. (U LIV, <) olarak simge-
leyecegimiz bu siralamada U’nun elemanlariyla
V’nin elemanlari birbirleriyle kiyaslanamazlar.
Eger U ve V kiimeleri ayrik degillerse ve illa U
ve V ile yukardaki ingay1 yapmak ister-

sek, once bu iki kiimeyi bir bigimde ‘ay- 1
riklagtirmak’ gerekir. Bunun standart 59
yolu U yerine U x {0}, V yerine V x {1} ¢4 o4
yazmaktir. Ayrica U ve V’nin siralama- 3 4y
larim1 bozmadan U x {0} ve V x {1} kii-

melerine taginir, Eger bu ok mesakkat- ¢2 62
li geliyorsa, V’nin elemanlarmma (U'nun- §{ ¢ 1
kilere degil!) v yerine ¢’ adim verilir.

Yandaki sekilde U = V = N durumunda Nou N o

bunun resmini yanda yaptik.

U u V birlesimini (kiimeler hila ayrik) soyle
de siralayabiliriz. U ve V’nin varolan siralamasini
kabullenip ayrica U’nun her elemanini V’nin her
elemanindan kiiciik addedebiliriz. U U V kiimesi
uzerindeki bu siralamaya U + V olarak gosterilir.
Resmi yan siitunda.

N + N siralamasi 6nemlidir. Asagida bu sirala-
may1 gosterdik, ancak yerden kazanmak icin N +
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o | Y

A

U+V

U ve V siralamalar

N siralamasini ‘asagidan yukariya degil, soldan sa-
ga yazdik. Zaten ilerde de elemanlar: kiigitkten bii-
yuge yazarken soldan saga yazacagiz.

0 1 2 3 0’ o2 3.
o o o ¢ — o e o o
NUN

Fonksiyonla Siralama. (Y, <) bir siralama, X
bir kiime ve f : X — Y herhangi bir fonksiyon ol-
xy € X igin,
X1 < xy & flxq) < flxy)
olsun. Bu, kolayca kanitlanabilecegi tizere X tizeri-
ne bir siralama tanimlar.
Dikkat: Tanimi
x1 S xp & flxqg) < flxy)
olarak yapsaydik, eger f birebir degilse, bu tanim
bir siralama tanimlamaz; ¢iinkii x¢ # x5, icin f(xq)
= f(x,) olursa, o zaman, x; < x, ve x, < xq olur
ama xq = x, olmaz.

Ornek: E bir kiime olsun. X, E’nin sonlu alt-

kiimeleri kiimesi olsun. x{, x, € X i¢in,
x1 < x) < gl < lxyl

iligkisi (lxl, x altkiimesinin eleman sayisidir) X tize-
rine bir siralama tanimlar. Bu siralama (X, <) sira-
lamasindan daha “ince” bir siralamadir cunki
eger xq C x; ise xq < x,’dir. Eger E = {1, 2, 3} ise
her iki siralamanin resmi asagida.

{0,1,2) = E
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Ornek: X = Z olsun. xq, x, € Z igin,
x1 C xy < gl < Ixyl
iligkisi (lxl, x sayisinin mutlak degeridir) Z {izerine
bir siralama tanimlar. Resmi asagida olan ve bii-
yukligiin mutlak degere gore olciildigii bu sirala-

Z —» N
-6 6 6
-5 N 5
—4 4 4
-3 3 3
-2 2 2
-1 1 1

0 0

maya gore, Ornegin, —3, 2’den daha buytuktur, ya-
ni 2 C —3’tir. Ama bu siralamada, mutlak deger-
leri ayni olan sayilar kargilagtirilmaz.

Alfabetik Siralama. En ¢ok kullanilan ve en ya-
rarli siralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer si-
ralama olsun. X x Y kartezyen ¢arpimi tizerine su
siralamay koyalim: xq, x, € X, yy, y, € Y icin,

(215 ¥1) < (x2, ¥2)
ancak ve ancak
xy<xyyadax)=x,vey; <y
ise. Bunun S1 ve S2 kosullarini saglayan bir sirala-
ma oldugunun kanitin1 okura birakiyoruz. (Mutla-
ka yapilmali!)

Birkag o6rnek vermekte yarar var. Bu siralamaya
gore (5, 0) > (4, 100) > (4, 5) > (4, 0) > (3, 1000) >
2,1)>(2,0) > (1, 5) > (0, 600) > (0, 1) > (0, 0).

Bu siralamada bir (x, y) ciftinin yerini saptamak
icin once x’e bakilir. x ne kadar kugiikse (x, y) de o
kadar kugiiktur. Eger birinci koordinatlar esitse, o
zaman ikinci koordinatlara bakilir.

Ornek olarak N x N’nin alfabetik siralamasina
bakalim. (0, 0) bu siralamanin en kiciik elemani-
dir. Bu elemandan bir sonra gelen eleman (0, 1)’dir.
Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir. Tum (0, 7)’ler bittikten
sonra (!) ilk gelen eleman (1, 0)’dir. Bunun ardin-
dan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n) turiinden ele-
manlar bittikten sonra (2, 0) elemani gelir ve sira-
lama boylecene surer gider.
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N x N 1zgarasinin elemanlari saga ve yukari gittikge buyiirler.
Ikinci siitunun tiim elemanlari birinci siitunun tiim elemanlari
daha buytktiir. Ugiincii siitunun tiim elemanlari ikinci siitunu
tim elemanlarindan daha buyiuktir.

N x N orneginde her elemandan hemen sonra
gelen bir eleman vardir: (, ) elemanindan hemen
sonra (1, m + 1) eleman gelir. Ayrica (#, 0) tiriin-
den elemanlar disinda her elemanin hemen bir 6n-
cesi vardir: Eger m = 0 ise, (n, m)’den hemen once
gelen eleman (n, m — 1) elemanidir.

Algtirmalar. X

1. Eger X ve Y yandaki
gibiyse X x Y alfabetik sira-
lamasini bulun.

Asagidaki aligtirmalar matematiksel ifade edil-
memisseler de okur siralamalar1 kavramaya ¢aliga-
rak ne sorulmak istendigini anlayabilir.

2. X herhangi sirali bir kiime olsun. {0, 1} ku-
mesini 0 < 1 olarak siralayalim. X x {0, 1} alfabe-
tik siralamasiyla X + X siralamasinin bir anlamda
‘aynt’ siralama olduklarini gosterin.

3. {0, 1} kuimesini yukardaki gibi, N’yi de do-
gal siralayalim. N x {0, 1} siralamasiyla N sirala-
masi arasinda ‘pek fark olmadigini’ gosterin.

4. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, {a, b} kiime-
si de bosgsiralansin. {0, 1} x {a, b} alfabetik sirala-
masiyla {a, b} x {0, 1} siralamasinin ayr1 siralama-
lar olduklarini gosterin.

Siralamalarin Ozel Elemanlar:

En Kiigiik ve En Biiyiik Elemanlar. Bir sirala-
mada en kigiik ya da en buyiik eleman olabilece-
gini de olmayabilecegini de gordiik. N’nin dogal si-
ralamasinin en kiigiik eleman:i vardir ama en bu-
yuk elemani yoktur. Bunun ters yuz edilmisi olan
(N, p) siralamasinin en buyiik elemani vardir
(0°dir) ama en kiigiik elemani yoktur. Z’nin dogal
siralamasinin ne en kiiciik ne de en biiyuk elemani
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vardir. Ote yandan (g (E), <) siralamasinin hem
en kiiciik () hem de en buyuk (E) elemani vardir.

X, E’nin sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. X’i
iligkisine gore siralayalim, yani (X, <) siralamasina
bakalim. Eger E sonsuz bir kiimeyse, bu siralamanin
en biiyiik elemani yoktur, ¢linkii herhangi bir sonlu
A kiimesine E’den A’da olmayan bir eleman ekler-
sek, A’dan daha biyiik bir kiime elde etmis oluruz.

(Z, |y siralamasinda 0 en buyiik elemandir ama
(Z\ {0}, I) siralamasinin en buiyiik eleman: yoktur.

Matematiksel tanim soyle: Bir (X, <) siralama-
sinin en biiyiik elemam “her x € X i¢in x < a”
ozelligini saglayan bir a € X elemanidir. En kiiciik
eleman benzer bicimde tamimlanir. Eger A ¢ X ise
A’nin en buyiik elemani “her x € A i¢in x < a”
ozelligini saglayan bir a € A elemanidir. Burada
a'nin A’da olmasi énemlidir. Ornegin X = R (do-
gal siralamayla) ve A = (0, 1) aralig1 ise, A’nin en
biiytik elemani yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’nin en
buyiik elemani vardir. A’nin en kigik elemani
benzer bicimde tamimlanur.

A’nin en buyiik elemani (eger varsa) bir tane-
dir, ciinkii @ ve b, A’nin en biiytik elemanlariysa
hem a < b hem de b < g esitsizlikleri gecerli oldu-
gundan a = b olur.

Maksimum ve Minimum Elemanlar. A’nin
maksimum elemanlari her x € A i¢in x * a ozelli-
gini saglayan a € A elemanlaridir. Burada, @’nin
A’da olmasi gerektigine dikkatinizi ¢ekerim.

En biiyiik eleman, eger varsa, tek maksimum
elemandir. Ama asagidaki sekildeki 6rnekte de go-
rulecegi tizere maksimum elemanlardan birkag ta-
ne olabilir.

Bir tamsiralamada en buyik elemanla maxi-
mum eleman arasinda fark yoktur ve bu durumda
en buyuk eleman max A olarak gosterilir.

A’nin minimum elemanlar1 benzer sekilde ta-
mimlanirlar.

Sonlu bir sirali kiimede mutlaka minimum ve
maksimum elemanlar olmak zorundadir.

maksimum elemanlar:

a’ b’ C’ dJ e’f

en buyiik eleman: a
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(Z\ {1},

tur. Ama bu siralamada asal sayilardan daha ki-

) siralamasinin en kiiciik elemani yok-

citk eleman olmadigindan, asal sayilar bu sirala-
manin minimum elemanlaridir.

Alistirmalar

1. X ve Y siralamalarinin en buyiik elemanlar
varsa, X x Y alfabetik siralamasinin da en buyiik
elemani oldugunu gosterin.

2. X x Y alfabetik siralamasinin en buiyiik ele-
mani varsa, X ve Y siralamalarinin da en buyik
elemanlar1 oldugunu gosterin.

Hemen Sonraki ve Hemen Onceki Elemanlar.
(X, <) bir siralama ve x € X olsun. Verdigimiz tim
orneklerde, belki son eleman diginda, her eleman-
dan hemen sonra gelen en az bir eleman vardi. Or-
negin bolinmeyle tanimlanmig beginci 6rnegimiz-
de, hem 4, hem 6, hem 10, 2’den hemen sonra ge-
len elemanlar. Ama (Q, <) ya da (R, <) siralamala-
rinda hicbir elemandan hemen sonra gelen bir ele-
man yoktur, ¢iinki her a < b igin, ornegin,

a<(a+b)2<b

esitsizlikleri saglanir. (¢ (E), <) siralamasinda E
disinda her elemandan hemen sonra gelen bir ele-
man vardir.

@’dan hemen sonra gelen elemanlar:
b,c,d
Eger x € X ise, (x, o) kiimesini
(x,0)={y e X:x <y}
olarak tanimlayalim. (Burada, o, yepyeni bir sim-
gedir; X’te oo diye bir elemanin olmadigini varsayi-
yoruz.) O zaman x’ten hemen sonra gelen eleman-
lar (x, ) kiimesinin en kii¢iik elemanlaridir. Yani
bir y € X elemani eger x < y esitsizligini sagliyorsa
ve hi¢bir z € X igin x < z < y esitsizlikleri saglan-
miyorsa, 0 zaman Y, x’ten hemen sonra gelen ele-
manlardan biridir.
Eger x’ten hemen sonra gelen eleman bir ta-
neyse, bu eleman x* olarak yazilir.
x’ten hemen once gelen elemanlar benzer bi-
¢imde tanimlanirlar.



Matematik Diinyasi, 2005 Kis

Her elemandan hemen sonra gelen bir eleman
olmayabilir. Ornegin (Q, <) siralamasinda, 0’dan
(vya da herhangi bir bagska elemandan) hemen sonra
gelen eleman yoktur.

Eger bir siralamada her a < b i¢in, a < ¢ < b esit-
sizliklerini saglayan bir ¢ elemani varsa o zaman bu
siralamaya yogun stralama denir. Q ve R’nin dogal
siralamalari yogun siralamalardir ama N ve Z’nin
dogal siralamalari yogun siralamalar degillerdir.
(¢ (E), <) siralamasi da yogun bir siralama degil-
dir, 6rnegin, eger a € E ise, & ile {a} arasinda bir
bagka eleman yoktur.

Yogun siralamalarda higbir zaman bir eleman-
dan hemen sonraki ya da bir elemandan hemen 6n-
ceki elemanlar olmaz. Ama yogun bir siralamada
en kuguk ya da en biiyiik elemanlar olabilir; 6rne-
gin [0, 1] kapali aralig1 (dogal siralamayla) boyle
bir siralamadir.

Ustsinir ve Altsinir. (X, <) bir siralama olsun.
A’nin X bir altkiimesi olsun. A’nin tiim elemanla-
rindan biiylkesit olan X’in bir elemanina A’nin
tiststmry adi verilir. Demek ki b’nin A’nin bir tst-
sinir1 olabilmesi icin her a € A igin a < b esitsizligi
saglanmalidir. Altsinir benzer bicimde tanimlanir.

Birkag ornek verelim. X = R (dogal siralamayla)
olsun. 1 ve 1’den biiyiik her gergel say1 hem [0, 1]
hem de (0, 1) araliklarinin ustsiniridir. Ama R’de,
ornegin, Z’nin ustsiniri yoktur.

(Z, 1) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse,
A’daki sayilarin en kiiciik ortak ¢carpimina boliinen
her say1 A’nin bir Gstsiniridir; en kiiguk ortak car-
pim da en kugiik Gstsinirdir. Bu siralamada sonsuz
kumelerin tstsinir1 0°dir. Ancak (Z \ {0}, |) sirala-
masinda, sonsuz altkiimelerin tstsinir1 yoktur.

Simdi ornek olarak (@ (E), <) siralamasini ele
alalim. A, B ¢ E olsun, yani A, B € @(E) olsun. O
zaman {A, B}, @(E)nin bir altkiimesidir. E’nin,
hem A’y1 hem de B’yi (altkiime olarak) igeren bir
altkiimesi, yani E’nin A U B’yi iceren bir altkimesi
{A, B}’nin bir ustsiniridir. A U B de {A, B} altkiime-
sinin bir Gstsiniridir ve Ustsinirlarin en kigugudur.

U B’yi igeren altkiimeler
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(¢ (E), c) siralamasinda ¢ (E)’nin her altkii-
mesinin bir Gstsinir1 vardir. E bunlardan biridir el-
bette. (Bir siralamanin en biiytik elemani her altkii-
menin ustsiniridir elbette!) Eger #, ¢ (E)’nin bir alt-
kumesiyse, yani E’nin bazi altkiimelerinden olusan
bir kiimeyse, o zaman E’nin Uy 4 A altkiimesi ve
bu altkiimenin her tstkiimesi # nin bir tstsiniridir
ve ustelik #nin Gstsinirlarinin en kigugudiir.

Upes A kumesn%l
altkiime olarak igeren
E’nin B altkiimeleri,
yani #’nin tistsinirlar

En Kiiciik Ustsinir. (X, <) bir siralama olsun.
A, X’in bir altkiimesi olsun. A=, A’nin ustsinirlar:
kiimesini temsil etsin:
AZ={x e X :hera e A igin a < x}.

A ve A’nin iistsinirlar: kiimesi A=

Eger x in X igin, [x, o) kiimesini
[x,0)={y e X:x <y}
olarak tanimlarsak,
AZ:ﬁaeA[a,oo)
olur.

A= kiimesinin en kiicitk elemanina (eger varsa)
A’nin en kiictik tiststmrt adi verilir. Demek ki
A’nin en kiigiik iistsiniri, her seyden 6nce A’nin bir
ustsiniridir ve ayrica A’nin tum ustsinirlarindan
kuciikesittir.

A’nin en kiigiik distsimiri, eger varsa, bir tane-
dir, ¢inkii hem @ hem de b, A’nin en kiiciik tistsi-
nirlariysa, o zaman hem a < b hem de b < g olur,
yani a = b olur.

A’nin en kugik tstsinirt sup A olarak gosterilir.
En buyiik altsinir benzer bicimde tanimlanir ve inf A
olarak gosterilir.

A’nin en bityuk elemani varsa o zaman bu ele-
man A’nin en kiiciik tstsiniridir. Ayrica eger A’nin
en kiiciik uistsiniri varsa ve A’daysa, o zaman bu
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eleman A’nin en buyiik elemani olmak zorundadir.

(N, <) ve (Z, <) siralamalarinda, iistsinir1 olan
ve bog olmayan her altkiimenin en kiiciik tstsiniri
vardir, ancak aym sey (Q, <) siralamasi igin dogru
degildir. Ornegin,

A={xeQ:x<V2}cQ
ise A’nin ustsinirlari vardir (6rnegin 5) ama en kii-
ciik tistsinir1 yoktur, ¢iinkii V2 kesirli bir say1 degil-
dir. Ote yandan,

A={xeQ:x<5cQ
kiimesinin Q’deki en kiiciik tistsinirt 5’tir.

(R, <) siralamasinda ustsinir1 olan ve bos ol-
mayan her altkiimenin bir en kiiciik tGstsinir1 var-
dir. Bu ¢ok onemli olguyu kanitlamak icin MD
okurlart su anda yeterli bilgiye sahip degiller, ¢in-
kit MD’de heniiz gercel sayilar kiimesini tanimlan-
madi. Birkag say1 sonra tanimlandiginda bu olgu-
yu da kanitlayacagiz.

(Z, ) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse,
A’daki sayilarin en kiiguk ortak ¢arpimina (ekok)
boliinen her say1 A’nin bir tistsiniridir ve en kiiciik
ortak ¢arpim bu sonlu kiimenin en kiigtik ustsiniri-
dir. 0 her altkiimenin tstsiniridir. Sonsuz kiimelerin
iistsinir1 0°dir. Ote yandan (Z \ {0}, |) siralamasinda
sonsuz kiimelerin en kii¢lik tstsinir1 yoktur ¢tinkii
bu siralamada sonsuz kiimelerin tstsinirlari yoktur.

Siralamalarin Esyap1 Fonksiyonlari

(X, <) ve (Y, <) iki siralama olsun. Eger X’ten

Y’ye giden bir f fonksiyonu her xq, x, € X i¢in,

x1 < xp & flxq) < flx) (1)
kosulunu sagliyorsa, yani siralamaya saygi duyu-
yorsa, o zaman [’ye esyapt fonksiyonu adi verilir.
Bu fonksiyonlara artan fonksiyonlar da denir.

Bir esyapt gondermesi birebir olmak zorunda
degildir. Ornegin X = {a, b} bossiralamayla siralan-
mugsa ve Y = {c} ise, X’ten Y’ye giden sabit ¢ fonk-
siyonu yukardaki kogsulu saglar ama birebir degil-
dir elbet. Asagida birebir olmayan bir bagka egya-
p1 fonksiyonu Ornegi var. Bu ornekte f(a) = x <y

= f(b) = f(c).

Yukardaki orneklerden de goriilecegi tizere,
bir f esyap1 fonksiyonu, her x{, x, € X i¢in,
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x1 S xp & flxg) < flx) (2)
kosulunu saglamayabilir.

Ote yandan (2) kosulunu saglayan bir f fonk-
siyonu, ki bunlara azalmayan fonksiyonlar diyebi-
liriz, birebir olmalidir. Nitekim, eger f(xq) = f(x,)
ise, hem f(xq) < f(x,) hem de f(x,) < f(x{) oldu-
gundan, hem x; < x, hem de x, < x; kosullar1 sag-
lanir; dolayisiyla x¢ = x, olmak zorundadir.

Dolayisiyla eger f fonksiyonu (2) kosulunu
sagliyorsa (1) kosulunu da saglar.

Bu asamada fikir degistirip bir egyap: fonksi-
yonundan (1) yerine daha giiglii olan (2) kosulunu
saglamasini isteyebiliriz. Soyle de yapabiliriz: (1)
kogulunu saglayanlara <-esyap: fonksiyonu, (2)
kogulunu saglayanlara <-esyap: fonksiyonu diyebi-
liriz. Herhangi biri sozkonusu oldugunda da kisa-
ca esyapt fonksiyonu diyecegiz. Ornegin:

a. Iki esyap1 fonksiyonunun bileskesi bir esya-
pi fonksiyonudur.

b. Ozdeslik fonksiyonu Idy, X’ten X’e giden
bir esyap1 fonksiyonudur.

c. Eger f bir esyapi eslemesiyse (yani birebir ve
ortense), o zaman f~1 de bir esyap1 fonksiyonudur.
Bunlarin kolay kanitim1 okura birakiyoruz.

Eger X bir tamsiralamaysa, X’ten Y’ye giden bir
<-esyap1 fonksiyonu birebir olmak zorundadir. Ni-
tekim f(xq) = f(x,) olsun. Eger x{ < x, ise f(xq) <
f(x;) olur ve bu bir ¢eligkidir. Eger x, < x ise ben-
zer sekilde bir celiski elde edilir. Demek ki x1 = x, .

Ayrica birebir bir <-esyap1 fonksiyonu bir <-eg-
yap1 fonksiyonu olmak zorundadir. Bunun kaniti-
nm1 okura birakiyoruz. Demek ki bu durumda iki
kavram arasinda bir ayrim yok. Dolayisiyla X bir
tamsiralama oldugunda iki kavram ortiisiir.

Esyapi eslemeleri bir siralamay: aynen kendi-
sine benzeyen bir siralamaya goturler, yani eger
f: X > Y bir egyap1 eslemesiyse, X’in siralamasiy-
la Y’nin siralamasi, elemanlarinin adlar1 diginda
aynidir. Bu iki siralamanin elemanlarinin adlarin
silersek arada bir fark goremeyiz. Aralarinda esya-
p1 eslemesi olan siralamalara esyapisal siralamalar
diyecegiz. Ornegin,

a) Eger X’in bir en kiiciik elemani varsa ve bu
eleman a ise, Y’nin de en kiiciik elemani vardir ve
bu eleman f(a)’dir.

b) Eger x’in bir sonraki elemani varsa o zaman
flxt) = f(x)* esitligi saglanir.

c) Her x € X icin f(x, o) = (f(x), o) esitligi
saglanir.
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d) Eger A < X ise ve sup A varsa, sup f(A) da
vardir ve f(sup A)’ya esittir.

Eger X = Y ise esyapi eslemesi yerine 6zyap1 es-
lemesi denir. Basit bir 6rnek olarak asagidaki sira-
lamanin 6zyapi eglesmelerini bulalim.

1 ve 1’ elemanlari sabit tutarak ama 3, 6 ve
7 elemanlarini, 3 ve 4 elemanlarin, 5’, 6’ ve 7' ele-
manlarini, 3', 4’ elemanlarini kendi aralarinda dile-
digimiz gibi degistirerek 3! x 2! x 3! x 2! = 144 ta-
ne egyap: eglesmesi elde ederiz. Ayrica sagdaki ve
soldaki pargalar1 tahmin edilebilecegi bicimde (#’yi
7' elemanina ve n' elemanini #’ye yollayarak, bu
eslesmeye 1 diyelim) degis tokus edebiliriz. Boylece
toplam 144 x 2 = 288 tane egyap: eslesmesi elde
ederiz. Bagka da egyapi eslesmesi yoktur. Bunu ka-
nitlayalim. ¢, boyle bir esyap1 eslesmesi olsun. O
zaman ¢, X’in minimum elemanlarini yani 1 ve 1’
elemanlarini gene X’in minimum elemanlarina
gonderir. Eger ¢(1) = 1" ise, ¢ o t de bir egyap1 es-
lesmesidir ama bu kez bu yeni eglesme 1 ve 1’ ele-
manlarini sabitler. Gerekirse ¢ yerine ¢ o 1 esles-
mesini alarak @’nin 1 ve 1’ elemanlarim sabitledi-
gini varsayabiliriz. Bu kosullar1 saglayan bir ¢’nin
yukardaki 144 eslesmeden biri olacagi malum.

Eger (X, <) ve (Y, <) siralamalari arasinda bir
esyapi eslemesi varsa, o zaman (X, <) = (Y, <) ya da
(eger siralamalar biliniyorsa ya da ¢ok barizse) ki-
saca X ~ Y yazlir.

Simdi birkag¢ siralamanin egyap: eslesmelerini
bulalim.

Teorem. (N, <) stralamasimn bir tek o6zyapi es-
lesmesi vardir: 1dy 6zdeslik fonksiyonu.

Kanat. f bir esyapi eslesmesi olsun. f, en kiiciik
eleman olan 0’1 gene 0’a gondermelidir. Tiimeva-
rimla f’nin #’yi #’ye gittigini varsayarasak,

f(n*) = f(n)* =n*
ve boylece f’nin her elemani sabitledigi kanitlanir.
Yani f = Idy/’dir. i
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Teorem 2. (Z, <) stralamasuun bzyap: eslesme-
leri belli bir n € Z icin f,(x) = x + n egitligini sag-
layan f, fonksiyonlaridir.

Kamt: Her f, fonksiyonunun artan bir eglesme
(yani 6zyapi eslesmesi) oldugu belli. Simdi f: Z — Z
artan bir eslesme olsun. f(0) = # olsun. x tizerine
timevarimla, her x € N icin f(x) = x + 7 esitligi
sOyle kanitlanir: f(x + 1) = f(x*) = f(x)* = (x + n)*
= (x +n) + 1= (x + 1) + n. Benzer sekilde (x* yeri-
ne x~ kullanarak) her x € Z\ N i¢in f(x) = x + n
esitligi kolaylikla kanitlanir. O

(Q, <) siralamasinin 6zyapi eglesmelerini belir-
lemek pek kolay degildir. (Anlayana: Olabilecek en
yiiksek sayida, yani 2" tane vardir.)

Teorem 3. (@ (E), ©) siralamasimn Szyapt es-
lesmeleri E’nin belli bir f eslesmesi icin, her A C E
igcin

o(A) ={f(a) : a € A}
kuraliyla tammlanms bir ¢ fonksiyonu tarafindan
verilir.

Kanit: MD-2003-I1, sayfa 24-25°te (ayrica bkz.
MD-2003-1I1, sayfa 72) kanitladigimiz bu teoremi
okur aligtirma olarak kanitlayabilir. m

Teorem 4. P, N’nin asal sayilar1 kiimesi olsun.
(N, ) szralamasiun ozyap: eslesmeleri P’nin belli
bir f eslesmesi icin

0 egern=0ise
o) =11 egern=11ise
FOUR L f ) eger n=p1 .. pk ise (p; asal)
fonksiyonu tarafindan verilir.
Kanit: Yukardaki teoremin kaniti gibidir ve

okura birakilmigtir. O

Uzun bir yaz1 da olsa umariz okur bu yazida
sozii edilen kavramlari kavramugtir, &




