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‹lk yaz›da her fleyin s›ralan-

mayaca¤›n› gördük. Ama bu, hiçbir fley

s›ralanmaz anlam›na gelmez tabii ki. Baz› fleyler bal

gibi s›ralan›r. Örne¤in ÖSS s›nav sonuçlar›na göre

gençlerimiz s›ralanabilirler, s›ralan›yorlar da...

Bu yaz›da s›ralaman›n matematiksel anlam›n›

ve bir sürü örnek görece¤iz. Matematiksel tan›m›

daha sonraya saklayarak örneklerle bafllayal›m.

Örnek 1. ‹lk örne¤imiz do¤al say›lar kümesi

olsun. En küçük do¤al say› 0’d›r, sonra 1

gelir, sonra 2, vs. Herhangi iki do¤al say›y›

büyüklüklerine göre karfl›laflt›rabiliriz. Ör-

ne¤in 3 < 5. Ayr›ca 5 < 8. Dolay›s›yla 3 < 8

vs. Do¤al say›lar, herkesin bildi¤i üzere

0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < ...

diye s›ralanm›fllard›r. Bu s›ralaman›n en kü-

çük eleman› vard›r (o da 0’d›r). Ama en bü-

yük eleman› yoktur, her do¤al say›dan daha

büyük do¤al say› vard›r çünkü. Bu s›rala-

mana›n bir baflka özelli¤i de her eleman›n

hemen bir büyü¤ünün olmas›, 25’in bir bü-

yü¤ü 26’d›r örne¤in. Ayr›ca, bu s›ralamada,

0 d›fl›nda her eleman›n bir öncesi de vard›r.

Do¤al say›lar›n bu s›ralamas›na do¤al

s›ralama ad›n› verece¤iz ve bu s›ralamay› (N, <)

olarak gösterece¤iz. Do¤al say›lar›n do¤al s›rala-

mas›n› solda resmettik. Küçük elemanlar› afla¤›ya,

büyük elemanlar› yukar›ya yazd›k. Görsel olarak

hep böyle yapaca¤›z, küçükleri afla¤›ya, büyükleri

yukar›ya yazaca¤›z.

Örnek 2. ‹kinci örne¤imizde do¤al say›larda

al›fl›k oldu¤umuz s›ralamay› ters çevirelim: Bu se-

fer en küçük say› (yani 0) bu yeni s›ralamaya göre

en ‘büyük’ eleman olacak. Say›lar› bir s›navda ya-

p›lan yanl›fl say›s› olarak yorumlarsak böyle bir s›-

ralaman›n neden gerekli olabilece¤ini anlar›z. Bu

kez 0 puan alan (yani 0 yanl›fl yapan) en iyisidir,

ondan daha iyisi yoktur. 1 puan alan da fena de¤il-

dir ama 0 puan kadar iyi de¤ildir. Bu s›ralamay› p

iflaretiyle gösterelim:

... p 5 p 4 p 3 p 2 p 1 p 0.

Bu yeni s›ralaman›n en büyük eleman› var,

0. Ama en küçük eleman› yok, her elema-

n›n hemen bir küçü¤ü var, örne¤in 5’in bir

küçü¤ü bu s›ralamaya göre 6. Ayr›ca 0 d›-

fl›nda her say›n›n hemen bir büyü¤ü var.

Bu s›ralamaya göre 5’in hemen bir büyü¤ü

4’tür. Yandaki flekilde bu yeni s›ralamay›

resmettik. En büyük eleman› en tepede

gösterdik, elemanlar küçüldükçe afla¤›lan-

d›lar. Afla¤› do¤ru istedi¤imiz kadar gide-

biliriz.

Do¤al say›lar›n do¤al s›ralamas›yla

kar›flmas›n diye bu yeni s›ralamay› p sim-

gesiyle gösterdik. Do¤al say›lar üstündeki bu yeni

s›ralamaya gelecekte (N, p) olarak gönderme ya-

paca¤›z.

Örnek 3. Üçüncü örne¤imizi gönül ifllerinden

seçelim, daha heyecanl› oluyor. Diyelim Gül’ün

befl talibi var: Ayhan, Burak, Can, Do¤an ve Er-

dem. Gül, bu befl talipten birini seçmek için deli-

kanl›lar› s›navdan geçiriyor. En öncelikli k›stas›

zekâ oldu¤undan önce

taliplerine satranç oy-

nat›yor. Ayhan herkese

yeniliyor, Burak hem

Can’a hem de Do¤an’a

yeniliyor. Zaman kal-

mad›¤›ndan baflka da maç yap›lm›yor. Bu aflama-

da Gül’ün s›ralamas›n› flöyle gösterebiliriz:

A < B < C, A < B < D ve A < E.

Burada A Ayhan’›, B Burak’› vs temsil ediyor elbet-

te. S›ralamay› yukarda fleklettik. En düflük puan

alan Ayhan’› en alt s›raya yerlefltirdik.
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Bir alfabe sadece harflerden oluflmaz. Bir al-

fabede harfler ayr›ca s›raya dizilmifllerdir. Türk-

çenin 29 harfi 29! de¤iflik biçimde s›raya dizile-

bilir, yani Türkçenin harflerinden 29! de¤iflik al-

fabe oluflturulabilir.
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Bu aflamada Gül Erdem’le Burak aras›nda bir

k›yaslama yapam›yor henüz ama bu k›yaslayama-

ma yukardakinin bir s›ralama ya da yar›s›ralama

olmas›na engel olmayacak. (Matematiksel tan›m

biraz sonra...)

Gül, Erdem’le Can ve Do¤an’› da k›yaslayam›-

yor. Ama Can’› ve Do¤an’› Burak’a tercih ediyor. 

Örnek 4. Dördüncü örne¤imizde bir kümenin

altkümelerini ‘küçükten büyü¤e’ s›ralayaca¤›z. E

bir küme olsun (Evren’in E’si.) E’nin altkümeleri

kümesine X diyelim. Örne¤in E = {0, 1, 2} olabilir.

O zaman X’in flu 8 eleman› vard›r:

∅
{0}, {1}, {2},

{0, 1}, {1, 2}, {0, 2}

{0, 1, 2} = E.

E¤er A, B ∈ X ise, yani A ve B, E’nin altküme-

leriyse, ‘A, B’den küçüktür’ iliflkisini A ⊂ B olarak

tan›mlayal›m. Yani A, B’nin özaltkümesiyse (A ⊆
B ve A ≠ B ise), o zaman A’n›n B’den küçük oldu-

¤unu söyleyelim. Bu, birazdan tan›mlayaca¤›m›z

anlamda bir s›ralamad›r.

Bu s›ralamada, üçüncü s›ralamadaki gibi karfl›-

laflt›r›lamayan elemanlar vard›r. Örne¤in X’in {0}

ve {1} elemanlar› (yani E’nin {0} ve {1} altkümele-

ri) karfl›laflt›r›lamazlar; birbirlerine eflit olmad›kla-

r› gibi ne biri di¤erinin ne de beriki öbürünün

özaltkümesidir.

Bu s›ralamay› E =

{0, 1, 2} durumunda

‘afla¤›dan yukar› do¤ru’

yandaki gibi resmede-

biliriz.

Gelecekte bu s›ra-

lamaya (℘(E), ⊂) s›ra-

l› çifti olarak gönder-

me yapaca¤›z. Burada, ℘(E), E’nin altkümeler kü-

mesi, yani X anlam›na geliyor.

Örnek 5. Gene do¤al say›lar› ele alal›m. E¤er

x, y’yi (do¤al say›larda) bölüyorsa, yani xz = y eflit-

li¤ini sa¤layan bir z do¤al say›s› varsa, ama x ≠ y

ise, x, y’den (flu anda tan›mlamak üzere oldu¤u-

muz s›ralamaya göre) ‘küçük’ olsun. Yani bölen

say›lar küçük, bölünen say›lar büyük...

0, kendisi d›fl›nda hiçbir say›y› bölmedi¤inden

(çünkü z ne olursa olsun 0z = 0 ≠ y), 0’dan büyük

say› yoktur. Öte yandan her say› 0’› böldü¤ünden

(çünkü x0 = 0) her say› 0’dan küçüktür. Dolay›s›y-

la do¤al s›ralaman›n en küçük eleman› olan 0 bu

s›ralaman›n en büyük eleman›d›r.

1 her say›y› böldü¤ünden, 1 bu s›ralaman›n en

küçük eleman›d›r.

Asal say›lar 1’den bir büyük elemanlard›r el-

bette. Ayr›ca 1’le bir asal say› aras›nda (bu s›rala-

maya göre) bir baflka eleman yoktur.

Bu s›ralamaya göre, bir p asal›ndan bir büyük

elemanlar p2 ve bir q asal› için pq biçiminde yaz›-

lan elemanlard›r. ‹flte bu s›ralaman›n küçük bir

parças›n›n bir resmi:

Bölen say›lar› afla¤›ya, bölünen say›lar› yukar›

yazd›k, ayr›ca bu iki say›y› bir do¤ruyla birlefltir-

dik. Ancak flekil kar›flmas›n diye, örne¤in, 2 ile 36

aras›na bir do¤ru çizmedik (bu yöntemle çizilen

flekle bazen Hasse diyagram› denir.) 2’den 36’ya

giden en az bir yükselen yol oldu¤undan 2’nin (bu

s›ralamaya göre) 36’dan küçük oldu¤u flekle ba-

k›nca anlafl›l›yor.

Bu son s›ralama çok ilgimi çeker benim. Tan›-

m› son derece basit ama kendisi de bir o kadar kar-

mafl›k. Yukardaki flemaya bir de 7’yi eklerseniz bu

s›ralaman›n ne kadar karmafl›k bir s›ralama oldu-

¤unu daha iyi anlars›n›z, hatta sadece dördüncü

kat› tamamlamaya çal›fl›n...

Bir say›y› asallara ay›rarak say›n›n 1’den yük-

sekli¤ini de hesaplayabiliriz. Örne¤in,

60 = 22 × 31 × 51

oldu¤undan, 60’›n yüksekli¤i 2 + 1 + 1 = 4’tür, yani

1’den bafllayarak tam dört ad›mda 60’a ulaflabiliriz,

örne¤in 1 – 2 – 6 – 30 – 60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu s›ralamaya (N, |) olarak gönder-

me yapaca¤›z.

Örnek 6. Sonlu Kümeler Üzerine S›ralama.

Her ne kadar matematiksel de¤eri olmasa da, pe-

dagojik önemi oldu¤undan az say›da eleman› olan

kümeler üzerine s›ralamalar› bulal›m. 

E¤er X boflkümeyse ya da X’in tek bir eleman›
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varsa, X’te k›yaslayabilece¤imiz iki de¤iflik eleman

olamayaca¤›ndan bu durumlarda yapacak bir fley

yok, bu kümeler üzerine sadece tek bir s›ralama

vard›r: bofls›ralama denilen ve hiçbir eleman›n hiç-

bir elemanla k›yaslanmad›¤› tek bir s›ralama.

E¤er X’in iki eleman› varsa, diyelim X = {a, b}

ise, o zaman X üzerine afla¤›da görülen üç de¤iflik

s›ralama vard›r. Bunlardan son ikisi birbirlerine

çok benzerler, birbirlerinden ‘gerçekten farkl›’ ol-

duklar›n› söylemek zor... ‹lerde, ‘eflyap›sall›¤›’ ta-

n›mlad›¤›m›zda, son iki s›ralaman›n eflyap›sal ol-

duklar›n› söyleyece¤iz.

fiimdi X’in üç eleman› oldu¤unu varsayal›m. O

zaman, X üzerine 19 tane de¤iflik ama sadece 5 ta-

ne ‘gerçekten de¤iflik’ yani ‘eflyap›sal olmayan’ s›-

ralama vard›r.

Eleman say›s› dörde ç›karsa s›ralama say›s› çok

artar. Bunlar›n say›s›n› bulmay› okura b›rak›yoruz.

Sonlu s›ralama örneklerini saymazsak, yukar-

da befl s›ralama örne¤i verdik. ‹lk ikisi ve sonuncu-

sunda do¤al say›lar› üç de¤iflik biçimde s›ralad›k:

(N, <), (N, �), (N, |). Birincisinde do¤al s›ralamay›

ald›k. ‹kincisinde do¤al s›ralamay› ters çevirdik.

Sonuncusunda ise s›ralamay› bölünebilirlikle ta-

n›mlad›k. Görüldü¤ü gibi ayn› küme de¤iflik biçim-

lerde s›ralanabiliyor.

Son dört örnekte de görülebilece¤i gibi illa iki

farkl› elmandan birinin di¤erinden küçük olmas› ge-

rekmiyor. Bu durum ilk iki örnekte zuhur etmiyor;

bu s›ralamalarda birbirinden farkl› herhangi iki ele-

man› karfl›laflt›rabiliyoruz.

Matematiksel Tan›m. Art›k s›ralamay› mate-

matiksel olarak tan›mlama zaman› geldi, yoksa bu

yaz› bitmeyecek. Üstünde bir s›ralama tan›mlaya-

ca¤›m›z kümeye X diyelim. X’in elemanlar›n› bir

biçimde s›ralamak istiyoruz. ‹lla birinci, ikinci diye

de¤il, çünkü X’te birinci ya da ikinci olmayabilir.

S›ralama dedi¤imiz fley, X’in baz› elemanlar›-

n›n X’in baz› elemanlar›ndan daha küçük (ya da

daha büyük) olduklar›n› buyurmakt›r. Öylesine bir

buyruk de¤il ama... Bu buyru¤un flu iki özelli¤i

sa¤lamas› gerekir:

S1. Hiçbir eleman kendinden küçük olamaz.

S2. E¤er x, y’den küçükse ve y de z’den küçük-

se, o zaman x, z’den küçük olmal›d›r.

Bu iki özelli¤i sa¤layan ikili bir iliflkiye s›rala-

ma denir. “‹kili iliflki” dedi¤imiz iki eleman aras›n-

da bir “iliflki”dir; yani X’in iki eleman›n› karfl›lafl-

t›r›yoruz.

E¤er “x, y’den küçüktür” ifadesini x < y olarak

k›salt›rsak, o zaman yukardaki S1 ve S2 koflullar›

flu biçimde yaz›l›rlar:

S1. Hiçbir x ∈ X için x < x.

S2. Her x, y, z ∈ X için, e¤er x < y ve y < z ise,

x < z’dir1.

Dikkat ederseniz herhangi iki eleman›n karfl›-

laflt›r›labilece¤ini söylemiyor s›ralama koflullar›,

yani x’in y’den küçük olmad›¤›, y’nin de x’ten kü-

çük olmad›¤› x ≠ y elemanlar› olabilir. Bu yüzden

bu koflullar› sa¤layan bir s›ralamaya kimi zaman

yar›-s›ralama dendi¤i de olur.

Herhangi iki eleman›n karfl›laflt›r›labildi¤i bir

s›ralamaya, yani S1 ve S2 d›fl›nda,

S. Her x, y ∈ X için, ya x < y ya y < x ya da x = y

koflulunu sa¤layan bir s›ralamaya tams›ralama de-

nir. Yaz›n›n bafl›nda verdi¤imiz ilk iki örnek birer

tams›ralamad›r, son üç örnek ise tams›ralama olma-

yan yar›-s›ralamalard›r çünkü son üç örnekte karfl›-

laflt›r›lamayan (ve eflit olmayan) elemanlar vard›r.

Tam s›ralamalar› daha sonraki yaz›larda daha

ayr›nt›l› olarak konu edece¤iz.

Bir s›ralamada < yerine kimi zaman ⊂ (dör-

düncü örnekte oldu¤u gibi), ≺, ∫, Þ gibi baflka im-

gelerin kullan›ld›¤› da olur. Örne¤in do¤al say›lar›

tersten s›ralad›¤›m›z ikinci örne¤imizde “do¤al s›-

ralama”yla kar›flmas›n diye < yerine ≺ imgesini

kullanm›flt›k. Gene do¤al say›lar› s›ralad›¤›m›z be-

flinci örne¤imizde s›ralama bölünebilirli¤e göre ta-

n›mland›¤›ndan, < yerine | imgesini kullanmak ye-

rinde bir karard›.
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1 S1 özelli¤ine sahip bir ikili iliflkiye antirefleksif ya da

yans›mayan iliflki denir. S2 özelli¤ine sahip bir ikili iliflkiye

ise tranzitif ya da geçiflli iliflki denir.

a b

b

ba

a

a ve b k›yaslanamaz,
bofls›ralama

a < b b < a

bofls›ralama,
bunlardan
1 tane var

bunlardan
6 tane var

bunlardan
3 tane var

bunlardan
3 tane var

bunlardan
da 6 tane
var



E¤er bir s›ralamada x < y ise, y’nin (bu s›rala-

ma için) x’ten daha büyük oldu¤unu söyleriz.

Bir s›ralamada hem x, y’den hem de y, x’ten

küçük olamaz, çünkü o zaman S2’de z = x alarak,

x < x buluruz ki bu da S1’le çeliflir.

E¤er < diye adland›r›lan bir s›ralama verilmiflse,

elemanlar aras›nda eflitli¤i de içeren ve genellikle ≤

imiyle simgelenen ikili bir iliflki flöyle tan›mlan›r:

x ≤ y ⇔ x < y ya da x = y. (1)

≤ ikili iliflkisi flu özellikler sa¤lar:

T1. Her x ∈ X için x ≤ x.

T2. Her x, y, z ∈ X için, e¤er x ≤ y ve y ≤ z ise,

x ≤ z’dir.

T3. Her x, y ∈ X için, e¤er x ≤ y ve y ≤ x ise,

x = y eflitli¤i do¤rudur.

T1 ve T2’nin do¤ruluklar› çok bariz. T3’ü ka-

n›tlayal›m. x ≤ y ve y ≤ x olsun. E¤er x ≠ y ise, ≤

iliflkisinin tan›m›na göre x < y ve y < x. Bundan ve

S2’den x < x ç›kar, ki bu da S1’le çeliflir.

E¤er bir X kümesi üzerine yukardaki T1, T2,

T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ ikili iliflkisi verilmifl-

se ve < ikili iliflkisini,

x < y ⇔ x ≤ y ve x ≠ y (2)

olarak tan›mlarsak, o zaman < iliflkisi S1 ve S2

özelliklerini sa¤lar, dolay›s›yla bir s›ralama olur.

Bunun kan›t› çok basittir ve okura b›rak›lm›flt›r.

Kolayca görülece¤i üzere S1 ve S2 özelli¤ini sa¤-

layan bir s›ralamayla, T1, T2 ve T3 özelli¤ini sa¤la-

yan ikili iliflkiler aras›nda bir eflleme vard›r. Birinden

di¤eri aç›klanan yöntemlerle elde edilir. Ve aç›kla-

nan yöntemler iki kez uyguland›¤›nda bafllanan iki-

li iliflki bulunur. Yani S1 ve S2 özelliklerini sa¤layan

bir < s›ralamas›ndan bafllarsak ve bu s›ralamaya ön-

ce (1), sonra da (2) yöntemini uygularsak bafllad›¤›-

m›z < s›ralamas›n› buluruz. Ayr›ca e¤er T1, T2 ve

T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ iliflkisinden bafllarsak

ve bu iliflkiye önce (1), sonra da (2) yöntemini uygu-

larsak bafllad›¤›m›z ≤ iliflkisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 özelliklerini sa¤layan bir s›-

ralamayla T1, T2 ve T3 özelliklerini sa¤layan bir

ikili iliflki aras›nda pek bir fark yoktur. Bu yüzden

bundan böyle T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir

ikili iliflkiye de s›ralama diyece¤iz. E¤er s›ralamay›

<, ≺, ⊂, ∫, Þ gibi bir simgeyle tan›mlarsak s›rala-

man›n S1 ve S2 özelliklerini sa¤lad›¤›n›, e¤er ≤, ë,

ù, ±, º, ß gibi bir simgeyle tan›mlarsak T1, T2,

T3 özelliklerini sa¤lad›¤›n› varsayaca¤›z.

T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ s›rala-

mas›n›n bir tams›ralama olmas› için,

T. Her x, y ∈ X için, ya x ≤ y ya da y ≤ x

özelli¤inin sa¤lanmas› gerekir elbette.

T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ s›rala-

mas›nda e¤er x ≤ y ise, “x, y’den küçükeflittir” ya

da “y, x’ten büyükeflittir” diyece¤iz.

E¤er bir s›ralama verilmiflse, >, ≥, ô, ö, õ, ú,

´, ¨ gibi anlam› bariz olan ve al›fl›k oldu¤umuz

simgeleri hiç çekinmeden kullanaca¤›z. Örne¤in:

x > y ⇔ y < x

x ≥ y ⇔ y ≤ x

x ú y ⇔ x ≥ y do¤ru de¤ilse

x ´ y ⇔ x � y do¤ru de¤ilse

Dikkat! E¤er (X, <) bir tams›ralama de¤ilse,

x ô y illa x ≥ y anlam›na gelmeyebilir, çünkü x ve

y karfl›laflt›r›lamaz da olabilirler. 

Dört sayfay› aflan bir örnek ve tan›m fasl›ndan

sonra yaz›n›n kalan k›sm›nda s›ralamalar›n baz›

özelliklerini ve baz› s›ralama örnekleri gösterece¤iz.
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Daha Matematiksel Bir Deyiflle...

S›ralaman›n as›l matematiksel tan›m› flöyle-

dir. X bir küme olsun. A ⊆ X × X,

S1. Her x ∈ X için (x, x) ∉ A,

S2. Her x, y, z ∈ X için, e¤er (x, y) ∈ A ve

(y, z) ∈ A ise o zaman (x, z) ∈ A’dir

özelliklerini sa¤layan bir altküme olsun. O za-

man A’ya X üzerine bir s›ralama denir ve bu s›-

ralama (X, A) olarak yaz›l›r.

X üzerine bir ikili iliflki sadece X × X’in bir

altkümesidir. Demek ki bir s›ralama S1 ve S2

özelliklerini sa¤layan bir ikili iliflkidir.

E¤er (X, A) bir s›ralamaysa, s›k s›k (x, y) ∈
A yerine x < y gibi sezgilerimize daha fazla hitap

eden ve daha fazla anlam ima eden bir yaz›l›m

kullan›l›r. O zaman s›ralama (X, A) yerine (X, <)

olarak yaz›l›r.

Bu tan›mdan da anlafl›laca¤› üzere, e¤er A =

∅ ise S1 ve S2 özellikleri do¤ru olur ve böylece

hiçbir eleman›n hiçbir elemanla karfl›laflt›r›lmad›-

¤› bofls›ralama ad› verilen (X, ∅) s›ralamas›n› el-

de ederiz. Bofls›ralamaya karars›z s›ralama ad›n›

da verebiliriz. Zaten tek bir eleman› olan bir kü-

me üzerine sadece bofls›ralama olabilir. Hayatta

bofls›ralamadan daha ilginç s›ralamalar vard›r.

Bir X kümesi üzerine bir tams›ralama, A’n›n

en büyük oldu¤u (X, A) s›ralamas›d›r.



Eskilerden Yeni S›ralamalar Türetmek

Bir S›ralamay› Ters Çevirmek. ‹kinci örne¤i-

miz olan (N, p) s›ralamas›nda birinci örne¤imiz

olan (N, <) s›ralamas›n› ters çevirmifltik, birinci ör-

nekte büyük olan elemanlar ikinci örnekte küçük

olmufllard›. Genel olarak, herhangi bir s›ralamay›

ters çevirerek yeni bir s›ralama elde edebiliriz: E¤er

<, X kümesi üzerine bir s›ralamaysa, x � y iliflkisi-

ni y < x olarak tan›mlayal›m; o zaman � de X üze-

rine bir s›ralamad›r. Bu iki s›ralama aras›nda kay-

dade¤er bir fark yoktur.

S›ral› Bir Kümenin Bir Altkümesini S›ralamak.

S›ral› bir X kümesinin bir Y altkümesi verilmiflse,

X’in s›ralamas›n› Y’ye k›s›tlayarak Y’yi de s›ralaya-

biliriz, yani Y kümesi X üstkümesinin s›ralamas›yla

s›ralan›r. X’in s›ralamas›n› sadece Y’nin elemanlar›-

na k›s›tlamak yeterlidir bunun için. Bu durumda

Y’nin s›ralamas›n›n X’in s›ralamas›ndan miras kal-

d›¤› ya da X’in s›ralamas›n›n kal›nt›s› oldu¤u söy-

lenir. Örne¤in Z’nin do¤al s›ralamas› hem Q’nün

hem de R’nin do¤al s›ralamas›n›n kal›nt›s›d›r.

N’nin do¤al s›ralamas› da hem Z’nin hem Q’nün

hem de R’nin do¤al s›ralamas›n›n kal›nt›s›d›r.

Y’nin bu s›ralamas›na X’in alts›ralamas› denir.

Yeni Bir Eleman Eklemek. E¤er bir (X, <) s›ra-

lamas› verilmiflse ve a, X’te olmayan bir elemansa,

X ∪ {a} kümesini X’in s›ralamas›n› bozmayacak fle-

kilde çeflitli biçimlerde s›ralayabiliriz. En kolay› ve

en çok kullan›m alan› bulan› a’y› en tepeye koymak-

t›r, yani a’y› en büyük eleman yapmakt›r. X ∪ {a}

kümesinin bu s›ralamas›nda, X’in eski düzeni ay-

nen korunur, bir de ayr›ca a’n›n X’in tüm eleman-

lar›ndan daha büyük olaca¤› buyrulur. Yani her

x, y ∈ X ∪ {a} için, x < y ancak ve ancak

x, y ∈ X ve (X, <)’de x < y ise

ya da

x ∈ X ve y = a ise. 

a eleman› yukardaki gibi X’in tepesine eklendi-

¤inde a yerine ∞ yazmak nerdeyse bir gelenek hali-

ni alm›flt›r.

a’y› X’in tepesi yerine baflka bir yerine de ekle-

yebiliriz. Örne¤in X’in içinde flu özellikleri sa¤la-

yan U ve V kümeleri oldu¤unu varsayal›m: U ∪ V

= X ve U’nun her eleman› V’nin her eleman›ndan

küçük. fiimdi a’y› U ile V aras›na koyal›m, yani

a’y› U’nun her eleman›ndan büyük ve V’nin her

eleman›ndan küçük yapal›m. X ∪ {a} kümesi üs-

tünde yeni bir s›ralama elde ederiz. 

Asl›nda a’y› en sona koymak bunun özel bir

halidir: E¤er yukardaki inflada U = X ve V = ∅ al›r-

sak, a’y› en tepeye koymufl oluruz.
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Bunun bir baflka varyasyonu flöyledir: x ∈ X ve

V = {y ∈ X : x < y} ve U = {y ∈ X : y ≥ x}

olsun. fiimdi a’n›n V’n›n elemanlar›ndan küçük ve

U’nun elemanlar›ndan büyük oldu¤unu buyural›m.

Böylece a’y› x’ten hemen sonra koymufl oluruz. Bu-

nun resmi de afla¤›da.

‹ki S›ralamay› Toplamak. (U, <) ve (V, <) iki

s›ralama olsun. U ile V’nin ayr›k olduklar›n›, yani

kesiflimlerinin bofl oldu¤unu varsayal›m. fiimdi, U

ve V’de varolan s›ralama d›fl›nda yeni herhangi bir

s›ralama eklemeden U ∪ V kümesini s›ral› bir kü-

me olarak alg›layabiliriz. (U øV, <) olarak simge-

leyece¤imiz bu s›ralamada U’nun elemanlar›yla

V’nin elemanlar› birbirleriyle k›yaslanamazlar.

E¤er U ve V kümeleri ayr›k de¤illerse ve illa U

ve V ile yukardaki inflay› yapmak ister-

sek, önce bu iki kümeyi bir biçimde ‘ay-

r›klaflt›rmak’ gerekir. Bunun standart

yolu U yerine U × {0}, V yerine V × {1}

yazmakt›r. Ayr›ca U ve V’nin s›ralama-

lar›n› bozmadan U × {0} ve V × {1} kü-

melerine tafl›n›r. E¤er bu çok meflakkat-

li geliyorsa, V’nin elemanlar›na (U’nun-

kilere de¤il!) v yerine v′ ad›n› verilir.

Yandaki flekilde U = V = N durumunda

bunun resmini yanda yapt›k.

U ∪ V birleflimini (kümeler hâlâ ayr›k) flöyle

de s›ralayabiliriz. U ve V’nin varolan s›ralamas›n›

kabullenip ayr›ca U’nun her eleman›n› V’nin her

eleman›ndan küçük addedebiliriz. U ∪ V kümesi

üzerindeki bu s›ralamaya U + V olarak gösterilir.

Resmi yan sütunda.

N + N s›ralamas› önemlidir. Afla¤›da bu s›rala-

may› gösterdik, ancak yerden kazanmak için N +

N s›ralamas›n› ‘afla¤›dan yukar›ya de¤il, soldan sa-

¤a yazd›k. Zaten ilerde de elemanlar› küçükten bü-

yü¤e yazarken soldan sa¤a yazaca¤›z.

Fonksiyonla S›ralama. (Y, <) bir s›ralama, X

bir küme ve ƒ : X → Y herhangi bir fonksiyon ol-

sun. X üzerine flu < ikili iliflkisini tan›mlayal›m: x1,

x2 ∈ X için,

x1 < x2 ⇔ ƒ(x1) < ƒ(x2)

olsun. Bu, kolayca kan›tlanabilece¤i üzere X üzeri-

ne bir s›ralama tan›mlar.

Dikkat: Tan›m›

x1 ≤ x2 ⇔ ƒ(x1) ≤ ƒ(x2)

olarak yapsayd›k, e¤er ƒ birebir de¤ilse, bu tan›m

bir s›ralama tan›mlamaz; çünkü x1 ≠ x2, için ƒ(x1)

= ƒ(x2) olursa, o zaman, x1 ≤ x2 ve x2 ≤ x1 olur

ama x1 = x2 olmaz.

Örnek: E bir küme olsun. X, E’nin sonlu alt-

kümeleri kümesi olsun. x1, x2 ∈ X için,

x1 < x2 ⇔ |x1| < |x2|

iliflkisi (|x|, x altkümesinin eleman say›s›d›r) X üze-

rine bir s›ralama tan›mlar. Bu s›ralama (X, ⊂) s›ra-

lamas›ndan daha “ince” bir s›ralamad›r çünkü

e¤er x1 ⊂ x2 ise x1 < x2’dir. E¤er E = {1, 2, 3} ise

her iki s›ralaman›n resmi afla¤›da.
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Örnek: X = Z olsun. x1, x2 ∈ Z için,

x1 ∫ x2 ⇔ |x1| < |x2|

iliflkisi (|x|, x say›s›n›n mutlak de¤eridir) Z üzerine

bir s›ralama tan›mlar. Resmi afla¤›da olan ve bü-

yüklü¤ün mutlak de¤ere göre ölçüldü¤ü bu s›rala-

maya göre, örne¤in, −3, 2’den daha büyüktür, ya-

ni 2 ∫ −3’tür. Ama bu s›ralamada, mutlak de¤er-

leri ayn› olan say›lar karfl›laflt›r›lmaz.

Alfabetik S›ralama. En çok kullan›lan ve en ya-

rarl› s›ralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer s›-

ralama olsun. X × Y kartezyen çarp›m› üzerine flu

s›ralamay› koyal›m: x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y için,

(x1, y1) < (x2, y2) 

ancak ve ancak

x1 < x2 ya da x1 = x2 ve y1 < y2

ise. Bunun S1 ve S2 koflullar›n› sa¤layan bir s›rala-

ma oldu¤unun kan›t›n› okura b›rak›yoruz. (Mutla-

ka yap›lmal›!)

Birkaç örnek vermekte yarar var. Bu s›ralamaya

göre (5, 0) > (4, 100) > (4, 5) > (4, 0) > (3, 1000) >

(2, 1) > (2, 0) > (1, 5) > (0, 600) > (0, 1) > (0, 0).

Bu s›ralamada bir (x, y) çiftinin yerini saptamak

için önce x’e bak›l›r. x ne kadar küçükse (x, y) de o

kadar küçüktür. E¤er birinci koordinatlar eflitse, o

zaman ikinci koordinatlara bak›l›r.

Örnek olarak N × N’nin alfabetik s›ralamas›na

bakal›m. (0, 0) bu s›ralaman›n en küçük eleman›-

d›r. Bu elemandan bir sonra gelen eleman (0, 1)’d›r.

Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir. Tüm (0, n)’ler bittikten

sonra (!) ilk gelen eleman (1, 0)’d›r. Bunun ard›n-

dan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n) türünden ele-

manlar bittikten sonra (2, 0) eleman› gelir ve s›ra-

lama böylecene sürer gider.

N × N örne¤inde her elemandan hemen sonra

gelen bir eleman vard›r: (n, m) eleman›ndan hemen

sonra (n, m + 1) eleman› gelir. Ayr›ca (n, 0) türün-

den elemanlar d›fl›nda her eleman›n hemen bir ön-

cesi vard›r: E¤er m ≠ 0 ise, (n, m)’den hemen önce

gelen eleman (n, m − 1) eleman›d›r.

Al›flt›rmalar. 

1. E¤er X ve Y yandaki

gibiyse X x Y alfabetik s›ra-

lamas›n› bulun.

Afla¤›daki al›flt›rmalar matematiksel ifade edil-

memiflseler de okur s›ralamalar› kavramaya çal›fla-

rak ne sorulmak istendi¤ini anlayabilir.

2. X herhangi s›ral› bir küme olsun. {0, 1} kü-

mesini 0 < 1 olarak s›ralayal›m. X × {0, 1} alfabe-

tik s›ralamas›yla X + X s›ralamas›n›n bir anlamda

‘ayn›’ s›ralama olduklar›n› gösterin.

3. {0, 1} kümesini yukardaki gibi, N’yi de do-

¤al s›ralayal›m. N × {0, 1} s›ralamas›yla N s›rala-

mas› aras›nda ‘pek fark olmad›¤›n›’ gösterin.

4. {0, 1} kümesini yukardaki gibi, {a, b} küme-

si de bofls›ralans›n. {0, 1} × {a, b} alfabetik s›rala-

mas›yla {a, b} × {0, 1} s›ralamas›n›n ayr› s›ralama-

lar olduklar›n› gösterin.

S›ralamalar›n Özel Elemanlar›

En Küçük ve En Büyük Elemanlar. Bir s›rala-

mada en küçük ya da en büyük eleman olabilece-

¤ini de olmayabilece¤ini de gördük. N’nin do¤al s›-

ralamas›n›n en küçük eleman› vard›r ama en bü-

yük eleman› yoktur. Bunun ters yüz edilmifli olan

(N, p) s›ralamas›n›n en büyük eleman› vard›r

(0’d›r) ama en küçük eleman› yoktur. Z’nin do¤al

s›ralamas›n›n ne en küçük ne de en büyük eleman›
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vard›r. Öte yandan (℘(E), ⊂) s›ralamas›n›n hem

en küçük (∅) hem de en büyük (E) eleman› vard›r.

X, E’nin sonlu altkümeleri kümesi olsun. X’i ⊂
iliflkisine göre s›ralayal›m, yani (X, ⊂) s›ralamas›na

bakal›m. E¤er E sonsuz bir kümeyse, bu s›ralaman›n

en büyük eleman› yoktur, çünkü herhangi bir sonlu

A kümesine E’den A’da olmayan bir eleman ekler-

sek, A’dan daha büyük bir küme elde etmifl oluruz.

(Z, |) s›ralamas›nda 0 en büyük elemand›r ama

(Z \ {0}, |) s›ralamas›n›n en büyük eleman› yoktur. 

Matematiksel tan›m flöyle: Bir (X, <) s›ralama-

s›n›n en büyük eleman› “her x ∈ X için x ≤ a”

özelli¤ini sa¤layan bir a ∈ X eleman›d›r. En küçük

eleman benzer biçimde tan›mlan›r. E¤er A ⊆ X ise

A’n›n en büyük eleman› “her x ∈ A için x ≤ a”

özelli¤ini sa¤layan bir a ∈ A eleman›d›r. Burada

a’n›n A’da olmas› önemlidir. Örne¤in X = R (do-

¤al s›ralamayla) ve A = (0, 1) aral›¤› ise, A’n›n en

büyük eleman› yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’n›n en

büyük eleman› vard›r. A’n›n en küçük eleman›

benzer biçimde tan›mlan›r.

A’n›n en büyük eleman› (e¤er varsa) bir tane-

dir, çünkü a ve b, A’n›n en büyük elemanlar›ysa

hem a ≤ b hem de b ≤ a eflitsizlikleri geçerli oldu-

¤undan a = b olur.

Maksimum ve Minimum Elemanlar. A’n›n

maksimum elemanlar› her x ∈ A için x ö a özelli-

¤ini sa¤layan a ∈ A elemanlar›d›r. Burada, a’n›n

A’da olmas› gerekti¤ine dikkatinizi çekerim.

En büyük eleman, e¤er varsa, tek maksimum

elemand›r. Ama afla¤›daki flekildeki örnekte de gö-

rülece¤i üzere maksimum elemanlardan birkaç ta-

ne olabilir.

Bir tams›ralamada en büyük elemanla maxi-

mum eleman aras›nda fark yoktur ve bu durumda

en büyük eleman max A olarak gösterilir.

A’n›n minimum elemanlar› benzer flekilde ta-

n›mlan›rlar.

Sonlu bir s›ral› kümede mutlaka minimum ve

maksimum elemanlar olmak zorundad›r.

(Z \ {1}, |) s›ralamas›n›n en küçük eleman› yok-

tur. Ama bu s›ralamada asal say›lardan daha kü-

çük eleman olmad›¤›ndan, asal say›lar bu s›rala-

man›n minimum elemanlar›d›r.

Al›flt›rmalar

1. X ve Y s›ralamalar›n›n en büyük elemanlar›

varsa, X x Y alfabetik s›ralamas›n›n da en büyük

eleman› oldu¤unu gösterin.

2. X x Y alfabetik s›ralamas›n›n en büyük ele-

man› varsa, X ve Y s›ralamalar›n›n da en büyük

elemanlar› oldu¤unu gösterin.

Hemen Sonraki ve Hemen Önceki Elemanlar.

(X, <) bir s›ralama ve x ∈ X olsun. Verdi¤imiz tüm

örneklerde, belki son eleman d›fl›nda, her eleman-

dan hemen sonra gelen en az bir eleman vard›. Ör-

ne¤in bölünmeyle tan›mlanm›fl beflinci örne¤imiz-

de, hem 4, hem 6, hem 10, 2’den hemen sonra ge-

len elemanlar. Ama (Q, <) ya da (R, <) s›ralamala-

r›nda hiçbir elemandan hemen sonra gelen bir ele-

man yoktur, çünkü her a < b için, örne¤in,

a < (a + b)/2 < b

eflitsizlikleri sa¤lan›r. (℘(E), ⊂) s›ralamas›nda E

d›fl›nda her elemandan hemen sonra gelen bir ele-

man vard›r.

E¤er x ∈ X ise, (x, ∞) kümesini

(x, ∞) = {y ∈ X : x < y}

olarak tan›mlayal›m. (Burada, ∞, yepyeni bir sim-

gedir; X’te ∞ diye bir eleman›n olmad›¤›n› varsay›-

yoruz.) O zaman x’ten hemen sonra gelen eleman-

lar (x, ∞) kümesinin en küçük elemanlar›d›r. Yani

bir y ∈ X eleman› e¤er x < y eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa

ve hiçbir z ∈ X için x < z < y eflitsizlikleri sa¤lan-

m›yorsa, o zaman y, x’ten hemen sonra gelen ele-

manlardan biridir.

E¤er x’ten hemen sonra gelen eleman bir ta-

neyse, bu eleman x+ olarak yaz›l›r.

x’ten hemen önce gelen elemanlar benzer bi-

çimde tan›mlan›rlar.
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Her elemandan hemen sonra gelen bir eleman

olmayabilir. Örne¤in (Q, <) s›ralamas›nda, 0’dan

(ya da herhangi bir baflka elemandan) hemen sonra

gelen eleman yoktur.

E¤er bir s›ralamada her a < b için, a < c < b eflit-

sizliklerini sa¤layan bir c eleman› varsa o zaman bu

s›ralamaya yo¤un s›ralama denir. Q ve R’nin do¤al

s›ralamalar› yo¤un s›ralamalard›r ama N ve Z’nin

do¤al s›ralamalar› yo¤un s›ralamalar de¤illerdir.

(℘(E), ⊂) s›ralamas› da yo¤un bir s›ralama de¤il-

dir, örne¤in, e¤er a ∈ E ise, ∅ ile {a} aras›nda bir

baflka eleman yoktur.

Yo¤un s›ralamalarda hiçbir zaman bir eleman-

dan hemen sonraki ya da bir elemandan hemen ön-

ceki elemanlar olmaz. Ama yo¤un bir s›ralamada

en küçük ya da en büyük elemanlar olabilir; örne-

¤in [0, 1] kapal› aral›¤› (do¤al s›ralamayla) böyle

bir s›ralamad›r.

Üsts›n›r ve Alts›n›r. (X, <) bir s›ralama olsun.

A’n›n X bir altkümesi olsun. A’n›n tüm elemanla-

r›ndan büyükeflit olan X’in bir eleman›na A’n›n

üsts›n›r› ad› verilir. Demek ki b’nin A’n›n bir üst-

s›n›r› olabilmesi için her a ∈ A için a ≤ b eflitsizli¤i

sa¤lanmal›d›r. Alts›n›r benzer biçimde tan›mlan›r.

Birkaç örnek verelim. X = R (do¤al s›ralamayla)

olsun. 1 ve 1’den büyük her gerçel say› hem [0, 1]

hem de (0, 1) aral›klar›n›n üsts›n›r›d›r. Ama R’de,

örne¤in, Z’nin üsts›n›r› yoktur.

(Z, |) s›ralamas›nda, e¤er A sonlu bir kümeyse,

A’daki say›lar›n en küçük ortak çarp›m›na bölünen

her say› A’n›n bir üsts›n›r›d›r; en küçük ortak çar-

p›m da en küçük üsts›n›rd›r. Bu s›ralamada sonsuz

kümelerin üsts›n›r› 0’d›r. Ancak (Z \ {0}, |) s›rala-

mas›nda, sonsuz altkümelerin üsts›n›r› yoktur.

fiimdi örnek olarak (℘(E), ⊂) s›ralamas›n› ele

alal›m. A, B ⊆ E olsun, yani A, B ∈ ℘(E) olsun. O

zaman {A, B}, ℘(E)’nin bir altkümesidir. E’nin,

hem A’y› hem de B’yi (altküme olarak) içeren bir

altkümesi, yani E’nin A ∪ B’yi içeren bir altkümesi

{A, B}’nin bir üsts›n›r›d›r. A ∪ B de {A, B} altküme-

sinin bir üsts›n›r›d›r ve üsts›n›rlar›n en küçü¤üdür. 

(℘(E), ⊂) s›ralamas›nda ℘(E)’nin her altkü-

mesinin bir üsts›n›r› vard›r. E bunlardan biridir el-

bette. (Bir s›ralaman›n en büyük eleman› her altkü-

menin üsts›n›r›d›r elbette!) E¤er A, ℘(E)’nin bir alt-

kümesiyse, yani E’nin baz› altkümelerinden oluflan

bir kümeyse, o zaman E’nin ∪A∈A A altkümesi ve

bu altkümenin her üstkümesi A’n›n bir üsts›n›r›d›r

ve üstelik A’n›n üsts›n›rlar›n›n en küçü¤üdür.

En Küçük Üsts›n›r. (X, <) bir s›ralama olsun.

A, X’in bir altkümesi olsun. A≥, A’n›n üsts›n›rlar›

kümesini temsil etsin:

A≥ = {x ∈ X : her a ∈ A için a ≤ x}.

E¤er x in X için, [x, ∞) kümesini

[x, ∞) = {y ∈ X : x ≤ y} 

olarak tan›mlarsak,

A≥ = ∩a ∈ A [a, ∞)

olur.

A≥ kümesinin en küçük eleman›na (e¤er varsa)

A’n›n en küçük üsts›n›r› ad› verilir. Demek ki

A’n›n en küçük üsts›n›r›, her fleyden önce A’n›n bir

üsts›n›r›d›r ve ayr›ca A’n›n tüm üsts›n›rlar›ndan

küçükeflittir.

A’n›n en küçük üsts›n›r›, e¤er varsa, bir tane-

dir, çünkü hem a hem de b, A’n›n en küçük üsts›-

n›rlar›ysa, o zaman hem a ≤ b hem de b ≤ a olur,

yani a = b olur.

A’n›n en küçük üsts›n›r› sup A olarak gösterilir.

En büyük alts›n›r benzer biçimde tan›mlan›r ve inf A

olarak gösterilir.

A’nin en büyük eleman› varsa o zaman bu ele-

man A’n›n en küçük üsts›n›r›d›r. Ayr›ca e¤er A’n›n

en küçük üsts›n›r› varsa ve A’daysa, o zaman bu
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eleman A’n›n en büyük eleman› olmak zorundad›r. 

(N, <) ve (Z, <) s›ralamalar›nda, üsts›n›r› olan

ve bofl olmayan her altkümenin en küçük üsts›n›r›

vard›r, ancak ayn› fley (Q, <) s›ralamas› için do¤ru

de¤ildir. Örne¤in,

A = {x ∈ Q : x < √2} ⊆ Q

ise A’n›n üsts›n›rlar› vard›r (örne¤in 5) ama en kü-

çük üsts›n›r› yoktur, çünkü √2 kesirli bir say› de¤il-

dir. Öte yandan,

A = {x ∈ Q : x < 5} ⊆ Q

kümesinin Q’deki en küçük üsts›n›r› 5’tir.

(R, <) s›ralamas›nda üsts›n›r› olan ve bofl ol-

mayan her altkümenin bir en küçük üsts›n›r› var-

d›r. Bu çok önemli olguyu kan›tlamak için MD

okurlar› flu anda yeterli bilgiye sahip de¤iller, çün-

kü MD’de henüz gerçel say›lar kümesini tan›mlan-

mad›. Birkaç say› sonra tan›mland›¤›nda bu olgu-

yu da kan›tlayaca¤›z.

(Z, |) s›ralamas›nda, e¤er A sonlu bir kümeyse,

A’daki say›lar›n en küçük ortak çarp›m›na (ekok)

bölünen her say› A’n›n bir üsts›n›r›d›r ve en küçük

ortak çarp›m bu sonlu kümenin en küçük üsts›n›r›-

d›r. 0 her altkümenin üsts›n›r›d›r. Sonsuz kümelerin

üsts›n›r› 0’d›r. Öte yandan (Z \ {0}, |) s›ralamas›nda

sonsuz kümelerin en küçük üsts›n›r› yoktur çünkü

bu s›ralamada sonsuz kümelerin üsts›n›rlar› yoktur.

S›ralamalar›n Eflyap› Fonksiyonlar›

(X, <) ve (Y, �) iki s›ralama olsun. E¤er X’ten

Y’ye giden bir ƒ fonksiyonu her x1, x2 ∈ X için,

x1 < x2 ⇔ ƒ(x1) � ƒ(x2) (1)

koflulunu sa¤l›yorsa, yani s›ralamaya sayg› duyu-

yorsa, o zaman ƒ’ye eflyap› fonksiyonu ad› verilir.

Bu fonksiyonlara artan fonksiyonlar da denir.

Bir eflyap› göndermesi birebir olmak zorunda

de¤ildir. Örne¤in X = {a, b} bofls›ralamayla s›ralan-

m›flsa ve Y = {c} ise, X’ten Y’ye giden sabit c fonk-

siyonu yukardaki koflulu sa¤lar ama birebir de¤il-

dir elbet. Afla¤›da birebir olmayan bir baflka eflya-

p› fonksiyonu örne¤i var. Bu örnekte ƒ(a) = x < y

= ƒ(b) = ƒ(c).

Yukardaki örneklerden de görülece¤i üzere,

bir ƒ eflyap› fonksiyonu, her x1, x2 ∈ X için,

x1 ≤ x2 ⇔ ƒ(x1) ß ƒ(x2) (2)

koflulunu sa¤lamayabilir.

Öte yandan (2) koflulunu sa¤layan bir ƒ fonk-

siyonu, ki bunlara azalmayan fonksiyonlar diyebi-

liriz, birebir olmal›d›r. Nitekim, e¤er ƒ(x1) = ƒ(x2)

ise, hem ƒ(x1) ≤ ƒ(x2) hem de ƒ(x2) ≤ ƒ(x1) oldu-

¤undan, hem x1 ≤ x2 hem de x2 ≤ x1 koflullar› sa¤-

lan›r; dolay›s›yla x1 = x2 olmak zorundad›r.

Dolay›s›yla e¤er ƒ fonksiyonu (2) koflulunu

sa¤l›yorsa (1) koflulunu da sa¤lar.

Bu aflamada fikir de¤ifltirip bir eflyap› fonksi-

yonundan (1) yerine daha güçlü olan (2) koflulunu

sa¤lamas›n› isteyebiliriz. fiöyle de yapabiliriz: (1)

koflulunu sa¤layanlara <-eflyap› fonksiyonu, (2)

koflulunu sa¤layanlara ≤-eflyap› fonksiyonu diyebi-

liriz. Herhangi biri sözkonusu oldu¤unda da k›sa-

ca eflyap› fonksiyonu diyece¤iz. Örne¤in: 

a. ‹ki eflyap› fonksiyonunun bileflkesi bir eflya-

p› fonksiyonudur.

b. Özdefllik fonksiyonu IdX, X’ten X’e giden

bir eflyap› fonksiyonudur.

c. E¤er ƒ bir eflyap› efllemesiyse (yani birebir ve

örtense), o zaman ƒ−1 de bir eflyap› fonksiyonudur.

Bunlar›n kolay kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

E¤er X bir tams›ralamaysa, X’ten Y’ye giden bir

<-eflyap› fonksiyonu birebir olmak zorundad›r. Ni-

tekim ƒ(x1) = ƒ(x2) olsun. E¤er x1 < x2 ise ƒ(x1) <

ƒ(x2) olur ve bu bir çeliflkidir. E¤er x2 < x1 ise ben-

zer flekilde bir çeliflki elde edilir. Demek ki x1 = x2 .

Ayr›ca birebir bir <-eflyap› fonksiyonu bir ≤-efl-

yap› fonksiyonu olmak zorundad›r. Bunun kan›t›-

n› okura b›rak›yoruz. Demek ki bu durumda iki

kavram aras›nda bir ayr›m yok. Dolay›s›yla X bir

tams›ralama oldu¤unda iki kavram örtüflür.

Eflyap› efllemeleri bir s›ralamay› aynen kendi-

sine benzeyen bir s›ralamaya götürler, yani e¤er

ƒ : X → Y bir eflyap› efllemesiyse, X’in s›ralamas›y-

la Y’nin s›ralamas›, elemanlar›n›n adlar› d›fl›nda

ayn›d›r. Bu iki s›ralaman›n elemanlar›n›n adlar›n›

silersek arada bir fark göremeyiz. Aralar›nda eflya-

p› efllemesi olan s›ralamalara eflyap›sal s›ralamalar

diyece¤iz. Örne¤in,

a) E¤er X’in bir en küçük eleman› varsa ve bu

eleman a ise, Y’nin de en küçük eleman› vard›r ve

bu eleman ƒ(a)’d›r. 

b) E¤er x’in bir sonraki eleman› varsa o zaman

ƒ(x+) = ƒ(x)+ eflitli¤i sa¤lan›r.

c) Her x ∈ X için ƒ(x, ∞) = (ƒ(x), ∞) eflitli¤i

sa¤lan›r.

28

Matematik Dünyas›, 2005 K›fl

a

b c y

x

ƒ
X Y



d) E¤er A ⊆ X ise ve sup A varsa, sup ƒ(A) da

vard›r ve ƒ(sup A)’ya eflittir.

E¤er X = Y ise eflyap› efllemesi yerine özyap› efl-

lemesi denir. Basit bir örnek olarak afla¤›daki s›ra-

laman›n özyap› eflleflmelerini bulal›m.

1 ve 1′ elemanlar›n› sabit tutarak ama 5, 6 ve

7 elemanlar›n›, 3 ve 4 elemanlar›n›, 5′, 6′ ve 7′ ele-

manlar›n›, 3′, 4′ elemanlar›n› kendi aralar›nda dile-

di¤imiz gibi de¤ifltirerek 3! × 2! × 3! × 2! = 144 ta-

ne eflyap› eflleflmesi elde ederiz. Ayr›ca sa¤daki ve

soldaki parçalar› tahmin edilebilece¤i biçimde (n’yi

n′ eleman›na ve n′ eleman›n› n’ye yollayarak, bu

eflleflmeye τ diyelim) de¤ifl tokufl edebiliriz. Böylece

toplam 144 × 2 = 288 tane eflyap› eflleflmesi elde

ederiz. Baflka da eflyap› eflleflmesi yoktur. Bunu ka-

n›tlayal›m. ϕ, böyle bir eflyap› eflleflmesi olsun. O

zaman ϕ, X’in minimum elemanlar›n› yani 1 ve 1′
elemanlar›n› gene X’in minimum elemanlar›na

gönderir. E¤er ϕ(1) = 1′ ise, ϕ I τ de bir eflyap› efl-

leflmesidir ama bu kez bu yeni eflleflme 1 ve 1′ ele-

manlar›n› sabitler. Gerekirse ϕ yerine ϕ I τ efllefl-

mesini alarak ϕ’nin 1 ve 1′ elemanlar›n› sabitledi-

¤ini varsayabiliriz. Bu koflullar› sa¤layan bir ϕ’nin

yukardaki 144 eflleflmeden biri olaca¤› malum.

E¤er (X, <) ve (Y, <) s›ralamalar› aras›nda bir

eflyap› efllemesi varsa, o zaman (X, <) ≈ (Y, <) ya da

(e¤er s›ralamalar biliniyorsa ya da çok barizse) k›-

saca X ≈ Y yaz›l›r. 

fiimdi birkaç s›ralaman›n eflyap› eflleflmelerini

bulal›m.

Teorem. (N, <) s›ralamas›n›n bir tek özyap› efl-

leflmesi vard›r: IdN özdefllik fonksiyonu.

Kan›t. ƒ bir eflyap› eflleflmesi olsun. ƒ, en küçük

eleman olan 0’› gene 0’a göndermelidir. Tümeva-

r›mla ƒ’nin n’yi n’ye gitti¤ini varsayarasak, 

ƒ(n+) = ƒ(n)+ = n+

ve böylece ƒ’nin her eleman› sabitledi¤i kan›tlan›r.

Yani ƒ = IdN’dir. ■■

Teorem 2. (Z, <) s›ralamas›n›n özyap› eflleflme-

leri belli bir n ∈ Z için ƒn(x) = x + n eflitli¤ini sa¤-

layan ƒn fonksiyonlar›d›r. 

Kan›t: Her ƒn fonksiyonunun artan bir eflleflme

(yani özyap› eflleflmesi) oldu¤u belli. fiimdi ƒ : Z→ Z

artan bir eflleflme olsun. ƒ(0) = n olsun. x üzerine

tümevar›mla, her x ∈ N için ƒ(x) = x + n eflitli¤i

flöyle kan›tlan›r: ƒ(x + 1) = ƒ(x+) = ƒ(x)+ = (x + n)+

= (x + n) + 1 = (x + 1) + n. Benzer flekilde (x+ yeri-

ne x− kullanarak) her x ∈ Z \ N için ƒ(x) = x + n

eflitli¤i kolayl›kla kan›tlan›r. ■■

(Q, <) s›ralamas›n›n özyap› eflleflmelerini belir-

lemek pek kolay de¤ildir. (Anlayana: Olabilecek en

yüksek say›da, yani 2` tane vard›r.)

Teorem 3. (℘(E), ⊂) s›ralamas›n›n özyap› efl-

leflmeleri E’nin belli bir ƒ eflleflmesi için, her A ⊆ E

için

ϕ(A) = {ƒ(a) : a ∈ A} 

kural›yla tan›mlanm›fl bir ϕ fonksiyonu taraf›ndan

verilir.

Kan›t: MD-2003-II, sayfa 24-25’te (ayr›ca bkz.

MD-2003-III, sayfa 72) kan›tlad›¤›m›z bu teoremi

okur al›flt›rma olarak kan›tlayabilir. ■■

Teorem 4. P, N’nin asal say›lar› kümesi olsun.

(N, |) s›ralamas›n›n özyap› eflleflmeleri P’nin belli

bir ƒ eflleflmesi için

fonksiyonu taraf›ndan verilir.

Kan›t: Yukardaki teoremin kan›t› gibidir ve

okura b›rak›lm›flt›r. ■■

Uzun bir yaz› da olsa umar›z okur bu yaz›da

sözü edilen kavramlar› kavram›flt›r. ♣
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