3‘:\\‘: Matematik Diinyasi, 2005 Kig

Kapak Konusu: Siralamalar

Sayilabilir Yogun Siralamalar

Bu yazinin konusu kesirli sa-
yilarin bildigimiz (Q, <) siralamasidir.
Burada sozii edilen < esitsizligi ilkokuldan beri asi-
na oldugumuz egitsizliktir; 6rnegin 2/3 < 4/5.
Daha sonra matematiksel olarak ifade edecegi-
miz su olguyu kanitlayacagiz:

(Q, <) stralamaspun birazdan aciklayacagimuz
baz ozelliklerine sahip siralamalar “aynen ama ay-
nen” (Q, <) siralamasina benzeyen siralamalardir.

Bir baska ama gene edebi bir deyisle, (Q, <) si-
ralamasi birazdan siralayacagimiz birkag o6zelligi
tarafindan betimlenebilir/karakterize edilir.

Soyle (sagmasapan) bir 6rnek alalim: Bir ailenin
her ferdinin alninin tam ortasinda ugtinct bir goz
varsa ve diinyada baska kimsede boyle bir ticiincii
g0z yoksa, o liginci soyadi yerine gegebilir! Buna
benzer (!) bir kimlik arayigini (Q, <) siralamasi icin
yapacagiz.

(Q, <) siralamasmin oziinii karakterize eden bu
‘bazs ozellikleri-
> birazdan siralayacagiz. ‘Aynen ama aynen benze-
mek’i ise sayfa 28’de tanimladigimiz ‘egyapisal ol-
mak’ anlamina kullandik. Gene de egyapisalligi bu
yazida bir kez daha tanimlayacagiz.

Once (Q, <) siralamasii karakterize edecek
olan 6nemli ozelliklerini teker teker yazalim.

Her seyden 6nce (Q, <) bir szralamadir, yani,

(1) Hig bir x icin, x < x dogru degildir.

(2) Her x, v, z igin, efer x <y ve y < g ise, 0 2a-
man x < 2’dir.

(Q, <) yalmizca bir siralama degil, ayrica bir

tamswralamadir da: Herhangi iki kesirli say1 birbi-
riyle kiyaslanabilir:

(3) Her x, yicinyyax <yyax=yyaday < x.
Bunun sonucu olarak kesirli sayilar1 bir dogru

ustunde temsil edebiliriz. Matematkgiler arasinda
yapilan gizli bir anlagsma geregi, soldaki sayilar
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(Q, <) siralamasimin temsili. Mesafeler korunmamig
olabilir ama siralama korunmustur.
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sagdakilerden daha kuguktiir.

Ayrica (Q, <) yogun bir siralamadir: Herhangi
iki kesirli say1 arasinda tictincti bir kesirli say1 var-
dir, daha matematiksel bir dille,

(4) Her x < vy igin, x < g < y esitsizliklerini sag-
layan bir z vardsr.

Ornegin z = (x + y)/2 kesirli sayis1 x’le y arasin-
dadir.

En az iki elemani olan bir yogun siralama son-
suz olmak zorundadir elbette. Ote yandan (Z, <) si-
ralamasi sonsuzdur ama yogun degildir.

(Q, <) siralamasinda ne en kiiciik ne en buyuk
eleman vardir, yani her kesirli sayidan daha buyik
bir kesirli say1 ve her kesirli sayidan daha kiiciik
bir kesirli say1 vardir:

(5) Her x igin, x < vy esitsizligini saglayan bir y
vardr.

(6) Her x igin, y < x esitsizligini saglayan bir y
vardar.

(5tey=x+ 1, (6)’day = x — 1 alabiliriz.

Son iki oOzelligi saglayan siralamalara (ucu
bucagi olmayan anlaminda) u¢suz stralamalar de-
nir. Ornegin, gercel sayilar kiimesi R, pozitif kesir-
li sayilar kiimesi Q>0, (0, 1) gercel aralig1 ve [V2,
V2] N Q kiimeleri dogal siralamayla birlikte ucsuz
ve yogun siralamalardir. Ote yandan [-V2, V2] ger-
cel say1 araligi ucsuz degildir.

Q kumesinin bir 6zelligi daha vardir:

(7) Sayilabilir sonsuzluktadir.

Yani kesirli sayilar1 0, 1, 2, 3, 4, ... diye dogal
sayilar1 kullanarak koyun sayar gibi hicbirini atla-
madan teker teker sayabiliriz; her kesirli sayiy1 do-
gal sayilarla numaralandirabiliriz (bunu nasil ya-
pabilecegimizin t¢ degisik yontemini sayfa 17-
18°de gormiistiik). Ote yandan, gergel sayilar: ta-
mimlayacagimiz sayida gorecegimiz lizere, gercel
sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuzlukta degildir,
elemanlar teker teker dogal sayilarla sayilamaz.

Yukardaki (1-7) ozelliklerini saglayan (X, <) ya-
pilarina ucsuz, yogun ve sayilabilir tamsiralamalar
denir. Ornegin (Q, <) bu tiir siralamalardandir.
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Simdi bu yedi 6zelligin (Q, <) yapisini (hemen
asagida tanimlayacagimiz anlamda) karakterize et-
tigini gosterecegiz. Kanita gegmeden 6nce, “karak-
terize etmek”i hangi matematiksel anlamda kul-
landigimizi s6ylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) siralamalari verilmig olsun. De-
mek ki her iki yap1 da (1) ve (2) 6zelliklerini sagli-
yor. f: X > Y, her x4, x, € X igin,
< f(x))

ozelligini saglayan bir esleme! olsun. Boyle bir f

xq <x < flxq)

fonksiyonuna esyap: eslemesi ya da izomorfizma
adi verilir ve bu durumda X ve Y’nin esyapisal ol-
duklar1 séylenir ve (X, <) = (Y, <) ya da eger sira-
lamlar biliniyorsa kisaca X ~ Y yazlir.

Simdi artik kanitlamak istedigimiz teoremi ya-

zabiliriz.

Teorem. Ugsuz, yogun ve sayilabilir herhangi
iki tamsiralama esyapisaldir.

(Q, <) siralamasi ugsuz, yogun ve sayilabilir ol-
dugundan, teoremden, her ugsuz, yogun ve sayila-
bilir siralamanin (Q, <) siralamasiyla esyapisal ol-
dugu cikar.

Ornekler. Teoremi kanitlamadan 6nce ugsuz,
yogun ve sayilabilir siralamalara 6rnekler verelim
ve bu siralamalar arasinda esyapi eslemesi bulalim.

1) En bilineni: (Q, <).

2) Pozitif kesirli sayilar kiimesi Q>0, dogal sir-
lamayla. Bundan sonraki tiim 6rneklermizin sirala-
mas1 dogal siralama olacagindan, sadece kiimeyi
yazmakla yetinecegiz.

3) Negatif kesirli sayilar kiimesi Q<0.

4) Sifir olmayan kesirli sayilar kiimesi Q.
5) QU {n}.
6) (V2, ) Q’ yam (V2, ) N Q kiimesi.

)

)

7) (0,V2)g = (0,V2) n Q.
8) (0, 1)g = (0 1)mQ
)(V2d2 (—V2,V2) n Q.

Teoreme gore bu siralamalarin herbiri egyapi-
sal olmali, ¢uinkii herbiri ugsuz, yogun ve sayilabi-
lir sonsuzluktadir. Bu siralamalar arasinda esyap:

1 Herxq, x, € Xigin, f(xq) = f(x,) esitligi ancak x; = x, i¢in sag-
lantyorsa, yani Y’nin her elemanina X’in en fazla bir eleman: eri-
siyorsa f : X — Y fonksiyonuna birebir denir. Eger her y € Y
icin, f(x) = y esitligini saglayan bir x € X varsa f : X — Y fonk-
siyonuna érten denir. Eger her y € Yigin, f(x) = y esitligini sag-
layan bir ve bir tek x € X varsa, yani hem birebir hem de 6r-
tense [ : X — Y fonksiyonuna egleme (bijeksiyon) denir.
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eslemeleri bulalim. Orneklerimiz eglendirici ve 6g-
retici olmasaydi, hi¢ boyle bir zahmete girmezdik.

(2 = 3). Once ikinciyle iiciinciiniin esyapisal ol-
dugunu gosterelim. Su iki eglemenin bilegkesini
alalim:

Q>0 N Q>0 N Q<0

x a 1lix a -lix
Her ikisi de siralamayi |
ters cevirdiginden (yani

azalan fonksiyonlar ol-
duklarindan) bilegkele-
ri siralamayi korur. Bu
esyapt eslemesine f53
diyelim:

f23(x) =-1/x.

(3

oldugunu gosterelim. Asagidaki eslemeleri takip

~ 8). Simdi tciincliyle sekizincinin esyapisal

edelim:
(0, 1)g = (1, 0)g —>(-», -1)g > Q<0

a 1I/x a -1x a-lix+1

Birinci ve ikinci egleme sirala-

X

may1 ters cevirir, ugiinciisii 1|

korur, dolayisiyla tigtintin bi-
lesimi siralamay1 iki kez ters
cevirerek siralamayi korur.

Bu esyapi eslemesine fg3
diyelim:

fe3(x) =-1/x + 1.

Gormek isteyen igin fg3
fonksiyonunun grafigi sagda.

(1~2). Q ile Q>0 siralamalar1 arasinda bir es-
yapi eslemesi bulacagiz. Q ve Q>0 kiimelerini soy-
le uygun bi¢imde parcalayalim:

Q=Q0 8 Q0= (0, 1)g 8 1, g = Q.
(@ simgesi, U gibi birlesim anlamina gelir, ancak,
ayrica, birlesimi alinan kiimelerin ayrik oldugunu
sOyler.) Simdi bu parcalanmaya bakarak, Q ile
Q>0 siralamalari arasinda bir f1, esyap: eslemesi

bulunabilir:
eger x< 0 ise

f38(x)=

x+1

f12(x)= 1-x

eger x>0 ise
Bu esyapi eslemesinin grafigi bir sonraki sayfada.

(7 = 8). Once, herhangi iki kesirli a < b sayis1

icin, (0, 1)g = (a, b)g esyapisalligi gosterelim:
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[ =x+1

1

0

(0,1 = (0,b-a)g > (@ blg
a b-ax ab-ax+a
Boylece, (0, o ile (a, b)Q siralamalari arasinda si-

X

ralamay1 koruyan bir egleme elde etmis oluruz.
Bundan da her a < b ve ¢ < d kesirli sayilari i¢in,

(a) b)Q ~ (Ca d)Q
ve
[a) b)Q ~ [Ca d)Q
esyapisalliklar ¢ikar.
s
d
_d-c d-c
f(x)_b_ax+c b—aa
c
X
a b -
la, b] = [c, d]

Siralamayi koruyan bir eglesmeyi soyle de
gosterebiliriz:

Simdi, » € N\ {0} i¢in, a,, = 1 — 1/(n+1) olsun.
(a,), artarak 1’e yakinsayan bir kesirli sayilar dizi-
sidir. (b,,),, de artarak V2’ye yakinsayan bir kesirli
sayilar dizisi olsun. Ornegin b,,’yi V2’nin ilk 7 ba-
samagi olarak alabiliriz, o zaman,

V2 = 1,41421713562373...

oldugundan,

by=0

by=1

by = 1,4

by =141

by = 1,414

bs =1,4142
olur. Biraz yukarda gordiigiimiiz tizere, her n € N
icin,

[ans an+l) [b bn+1)
Bu egyapisallig: gerceklestiren fonksiyona f,, diye-
lim:
fn : [an’ an+l>Q - [b bn+1)

Simdi,
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[0, 1)Q = gn eN [ans an+l)Q

ve
[Os \lz)Q = gn e N [b bn+l)
esitliklerinden yola ¢ikarak f, fonk51yonmlar1n1
yapistirsak,
£:10, 1)g = [0,V2)q
esyapi eslemesini elde ederiz. f’nin blglmsel tanimi
soyle:

flx) = f,(x) eger x € [a,, dpi1)Q ise.
f fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
A
V2
by F
b, £
bl
f
0
ayay a; 1

(6 ~ 8 ~ 9). Benzer bicimde kanitlanir. Aligtir-
ma olarak okura birakilmugtir.

(1 =~ 4). Daha 6nce kanitladigimiz esyapisallik-
lar ve benzerlerinden,

Q ~(0,2) (1~8)
=(0,V2) @ (\2, 2)
~(0,1) & (1, 2) (8~7)
~Q<V g Q>0 =Q* (7=2)

cikar.

(1 = 5). Daha 6nce kanitladigimiz esyapisallik-
lar ve benzerlerinden,

Qo in~Q (1~2)
- QY5 Q0 5 (n)
~ (0, Mg @ (1) B (1, 0)g (3~ 6)
= Q.

Yazinin geri kalan kisminda teoremi kanitlaya-
cagiz. Kanitin yontemine gelgit yontemi adi verilir.
Bu yontemi daha 6nce MD-2003-2, sayfa 19-22’de
baska bir konuda bir baska teoremi kanitlamak
icin kullanmustik. Bu da yontemin 6nemini gosterir.

Teoremin Kaniti. Siralamalar (X, <) ve (Y, <)
olsun. X ve Y sayilabilir olduklarindan, X ve Y kii-
melerinin elemanlarini # € N igin, x,, ve y,, olarak
yazabiliriz. Burada, n # m i¢in x,, # x,,, ve y,, # y,,,
varsayimlarini yapiyoruz.
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X ve Y’nin elemanlarinin numaralandirilmala-
r1 birbirleriyle ilgisiz olabilirler. X’ten ilk alt1 ele-
man alalim. Y’den de rastgele alti eleman alalim.

x4 Xl .XO XS x3x2
——0 00— 00— (X,

— o0 o0 —0 —0o (V<
Y12Y6 Yo Vs Vs Y1

Bu elemanlarin dizilisi yukardaki gibi olabilir. Ge-
ne de dikkat ederseniz ilk alt1 eleman i¢in siralama-
lar birbirlerine benziyorlar (ne de olsa altigar ele-
mani olan iki tamsiralamadan s6z ediyoruz.)

Xgayp

X1 &Y

X0 & Yo

Xs &y

X3 &Yys

X ay
eslemesi bu iki sonlu siralama arasinda bir egyap:
eslemesidir. Buna kismi esyapr eslemesi denir.

Simdi bir sonraki eleman olan xg’ya ve x4’mn

X0 X1, X2, X3, X4, X5 elemanlarina gore pozisyonuna
bakalim. x4 bu alti eleman tarafindan belirlenen 7
araliktan birinde olmali. Diyelim xg’nin yeri soyle:

V/xs
X1 X Xs X3%)

X4
(X, <)

(¥, <)

Y12Y6 Yo Vs Vs Y

Y’nin,

Y12<Y6<Yo<Y¥Y8<V5<)1
elemanlarina gore pozisyonu, X’te x4’ nin

X4 <X]<X)<X5<X3<X)
elemanlarina gore pozisyonuna benzer olan bir y
elemani bulabilir miyiz? x4 eleman x5 ile x3 arasin-
da oldugundan, Y’de yjg ile ys arasinda bir eleman
bulmaliyiz. Y’de boyle bir eleman var midir? Evet

Xy Xq XO x5 x6 x3x2

(Y, <)
Y12V Yo Vg ? Vs Y1

vardir, ¢linkii Y’nin siralamasi yogun oldugundan,
herhangi iki eleman arasinda ti¢tincti bir eleman var-
dir. Dolayisiyla yg ile ys arasinda da bir eleman var-
dir. yg ile y5 arasinda olan elemanlardan numaras:
(endisi, gostergesi) en kugiik olani alalim, diyelim bu
elemanin numarast 7 olsun. Demek ki
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Y12 <Y6 <Yo<Yg<V7<Y5<D)1
Dolayisiyla xg’nin xg, x1, x5, X3, X4, X5 elemanlari-
na gore pozisyonu, aynen y-'nin yi,, ¥g, Y0 Y8 V5»
y1 elemanlarina gore pozisyonu.

Simdi yukardaki kismi esyap: eslemesini x’y1
y7'ye gidecek sekilde buyttebiliriz:
X4 AY12
X1 & Ye
X0 & Yo
Xsayg
X6 AY7
X3&aYys
X2 &y,
Simdilik resim soyle:

Xy Xp X5 Xg

Y12Y6 Yo YsY7 Vs

Bir sonraki x- elemanini da ekleyip kismi egya-
p1 eslemesini bir adim daha genisletebiliriz. Bunun
icin x-’nin xg, x1, X7, X3, X4, X5, X elemanlarma go-
re pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu pozisyona
uyan bir eleman bulmak yeterlidir.

Bunu strekli yapabiliriz ve sonugta X’ten Y'ye
giden ve siralamaya saygi duyan bir fonksiyon bula-
biliriz. Bu fonksiyon birebir olacaktir ama ne yazik
ki orten olmak zorunda degildir.

Fonksiyonu 6rten yapmak i¢in bir X’ten Y’ye
bir de (Y’de higbir eleman unutmamak igin) Y’den
X’e gitmeliyiz.

Yontem soyle. Ilk adimda X’in x( elemanimi
Y’de herhangi bir elemana yollayalim. Bu eleman y,

olsun:
X0 &Y
Ik kismi esyap1 eslemesini bulduk. Resmi asa-
gida.
Xo
I (X, <)
® (Y, <)
Yo

Bu ilk adimda X’ten Y’ye gittik. Simdi Y’den
X’e gidecegiz. Y’de simdiye kadar erigmedigimiz
ilk elemani alalim. Y’nin ilk erisilmeyen elemani
y1- y1in yg'a gore konumuna bakalim. Iki stk var

fo (X, <)
° o (V,<)
Yo Y1



Matematik Diinyasi, 2005 Kis

ya yq < yo ya da y; > ;. Ikinci sikta oldugumuzu
varsayalim.

Simdi (X, <) siralamasinda, xy’a gore konumu
y{’in yp’a gore konumuna benzeyen bir eleman
bulmaya ¢alisacagiz. y;, yy’dan daha buyik oldu-
gundan, X’te xp’dan daha buytk bir eleman bul-
maliyiz. X’te boyle bir eleman var mi? Evet vardir,
¢linkii X’in en buyiik elemani olmadigindan, her
elemandan, xy’dan da biyiik bir eleman var. Bu
eleman x{ olmayabilir belki, belki x, de olmayabi-
lir, ama mutlaka xy’dan biiyiik bir eleman olmali.
xo’dan bityiik elemanlar arasindan endisi en kiigtik
olanini secelim. Bu elemana x3 diyelim. (Demek ki
x1 ve x, elemanlar1 xy’dan daha kiigiik, ama bu-
nun gelecekte higbir onemi olmayacak.) Simdi
x3’le y1’1 eslestirip daha 6nceki

X0 &Y
kismi esyapi eslemesini genigletelim:
X0 &Y
X3 ay
Bu da ikinci kismi egleme. Resmi asagida:

B

I

L
Yo

X3
— (X, <)

(Y, <)

Y1

Ikinci adimda Y’den X’e gittik. Ugiincii adim-
da X’ten Y’ye gidecegiz. X’in daha 6nce dokunma-
digimiz elemanlarindan en kiigiik endislisini sece-
lim. X’in x ve x3 elemanlarina dokunmusuz. x,’e
daha dokunmamugiz. x’in daha once dokunulmus
olan x ve x3 elemanlarina gore konumuna baka-
lim. Oniimiizde ii¢ sik var.

Birinci sik: x1 < x¢ < x3.

Ikinci sik: x( < x1 < x3.

Ugiincii sik: x( < x3 < x7.

(Aslinda birinci gikta olmamiz gerektigini bili-
yoruz, ama daha once soyledigimiz gibi bunun hig-
bir 6nemi yok.) Birinci gikta oldugumuzu varsaya-
lim: xq < x < x3. Simdi, (Y, <) siralamasinda, y ve

X1 X X3

O—I o— (X, <)
® (Y, <)
Yo Y1

y1’e gore konumu, x¢’in x ve x3’e gore olan konu-

muna benzeyen bir eleman bulmaya ¢alisacagiz.
X1 < Xg < X3

oldugundan, Y’de
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Y<Yo<MX
esitsizliklerini, yani y < y; esitsizligini saglayan bir
y elemani bulmaliyiz. Boyle bir eleman var midir?

X X X
—I—Il - ® (X, <)
. (Y, <)

? Yo Y1

Vardir, ¢unki Y’nin ilk elemani olmadigindan, her
elemandan, yy’dan da kigiik bir eleman vardir. Bu
eleman y, olmayabilir, y3 de olmayabilir, ama
boyle bir eleman mutlaka olmali. Bu kogulu sagla-
yan ve daha once dokunulmamig elemanlardan en
kicuk endislisini alalim, diyelim y,. Simdi, daha
once buldugumuz,

X0 &Y

X3 ay
kismi egyap1 eslesmesini

X0 &Y

X1 &Y,

X3 ay
olarak genigletelim. Resmi agagida:

g

X X3

—I—I o (X, <)
I S (Y, <)
Y4+ Yo Y1

Bir sonraki adimda, ki bu ticiincii adim, Y’den
hareket edecegiz. Y’de daha 6nce bulagmadigimiz
en kiicitk endisli eleman y,. Bu y, elemaninin daha
once bulasilmis olan y, y; ve y4 elemanlarma go-
re konumuna bakalim. Dort sik olabilir.

Birinci sik: v, < y4 <y < ¥1.

Ikinci sik: y4 < y5 < y9 < 1.

Ugiincii sik: y4 < yg < y2 < y1-

Dérdiincii sik: y4 < v < y5 < ¥1-

Uciincii sikta oldugumuzu varsayalim:

Y4 <Y0<Y2<Y1-

Durum soyle:

X X X3
I—I o— (X, <)
*—© ® (Y, <)
Va Yo YVs Y1

Simdi, (X, <) siralamasinda, x, x{ ve x3’e gore
konumu, y,’nin yy, y; ve y4’e gore olan konumuna
benzeyen bir eleman bulmaya ¢alisacagiz. Yani X’te

X1 <X <X <X3.
esitsizliklerini, yani x( < x < x5 esitsizliklerini sagla-
yan bir x eleman1 bulmaliyiz. Boyle bir eleman var
mudir?



Matematik Diinyasi, 2005 Kis

X1 X ? X3
I—I o— (X, <)
*—o© I (Y, <)
V4 Yo YV Y1

Vardir, ¢unkii X’in siralamasi yogundur; her-
hangi iki eleman arasinda oldugu gibi, x ve x3 ele-
manlari arasinda da bir eleman vardir. Bu elemanlar
arasindan endisi en kiigitk olan: segelim. Diyelim xg
elemani x < xg < x3 esitsizliklerini saglayan en k-
ciik endisli eleman. Simdi, daha 6nce buldugumuz,

X0 &Y

X1 &Y,

X3 ay
kismi egyap1 eslesmesini

X0 &Y

X1 &Y,

X3 ay

xXgay
olarak genisletelim. Resmi asagida:

X1 X X X3
I—I — (X, <)
'_‘ l L (Ya <)
Yo Yo ¥ Y1

Bunu boylece surdirebiliriz. Ne X’te ne de
Y’de bir eleman unutmadigimizdan emin olmak
icin, tek sayili adimlarda X’ten, ¢ift sayili adimlar-
da Y’den baslariz.

X ve Y sayilabilir oldugundan, bu yontemi
sonsuza kadar surdiiriirsek, X ve Y’nin siralamala-
rinin esyapisal olduklarini gortiriiz. Yukardaki or-
nekte elde edilen esleme soyle olur:

X1 X X3 X3

e

o o (Y.<)
V4 Yo b0 Y1

Sayilamaz Sonsuzluktaki Yogun ve Ugsuz Sira-
lamalar. Eger kiimeler sayilabilir sonsuzlukta de-
gilse teorem yanlistir. Ornegin gergel sayilar kiime-
si R’nin sonuna kesirli sayilar kiimesi Q’yl koya-
lim, yani (R x {0}) @ (Q x {1}) kiimesini alalim ve
bu kiimeyi soyle siralayalim:

(x,0) < (y,0) < Rde x <y ise
(x, 1) < (y, 1) © Qde x < y ise
(x, 0) < (v, 1) her kosulda.

Bu siralamanin resmi soyle:

R x {0} = R Qx{1}~Q

Bu siralamaya (kiimeye de) R + Q adini vere-
lim. Bu siralamanin ugsuz ve yogun oldugu cok
acik olmali.

R + Q kiimesiyle R kiimesi arasinda bir esles-
me vardir. (Bu eglemeyi bulabilir misiniz?) Ama bu
iki siralama arasinda bir egyapi eslemesi yoktur.
Bunu kanitlayalim.

Diyelim R siralamasindan R + Q siralamasina
giden bir f egyap1 eslesmesi var. O zaman

fla)=(0,1)

f(b) = (1, 1)
esitliklerini saglayan a, b € R vardir. 0 < 1 oldu-
gundan (0, 1) < (1, 1)’dir, dolayisiyla a < b. f sira-

R a_ b

lamaya saygi duydugundan [a, b] aralig1 f altinda
(0, 1) ile (1, 1) arasindaki tiim elemanlara yani
[0, 1]g x {1}

kiimesine gitmelidir. Bu da [, b] araligi ile [0, 1]q
kesirli sayilar arasinda bir eglemeye yol acar ki, bir
gercel say1 araliginin sayilabilir sonsuzlukta olama-
yacagi bilinir. (Bunu daha sonraki sayilarimizda
kanitlayacagiz.) &
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