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Bu yaz›n›n konusu kesirli sa-

y›lar›n bildi¤imiz (Q, <) s›ralamas›d›r.

Burada sözü edilen < eflitsizli¤i ilkokuldan beri âfli-

na oldu¤umuz eflitsizliktir; örne¤in 2/3 < 4/5.

Daha sonra matematiksel olarak ifade edece¤i-

miz flu olguyu kan›tlayaca¤›z:

(Q, <) s›ralamas›n›n birazdan aç›klayaca¤›m›z

baz› özelliklerine sahip s›ralamalar “aynen ama ay-

nen” (Q, <) s›ralamas›na benzeyen s›ralamalard›r.

Bir baflka ama gene edebi bir deyiflle, (Q, <) s›-

ralamas› birazdan s›ralayaca¤›m›z birkaç özelli¤i

taraf›ndan betimlenebilir/karakterize edilir.

fiöyle (saçmasapan) bir örnek alal›m: Bir ailenin

her ferdinin aln›n›n tam ortas›nda üçüncü bir göz

varsa ve dünyada baflka kimsede böyle bir üçüncü

göz yoksa, o üçüncü soyad› yerine geçebilir! Buna

benzer (!) bir kimlik aray›fl›n› (Q, <) s›ralamas› için

yapaca¤›z.

(Q, <) s›ralamas›n›n özünü karakterize eden bu

‘baz› özellikleri-

’ birazdan s›ralayaca¤›z. ‘Aynen ama aynen benze-

mek’i ise sayfa 28’de tan›mlad›¤›m›z ‘eflyap›sal ol-

mak’ anlam›na kulland›k. Gene de eflyap›sall›¤› bu

yaz›da bir kez daha tan›mlayaca¤›z.

Önce (Q, <) s›ralamas›n› karakterize edecek

olan önemli özelliklerini teker teker yazal›m.

Her fleyden önce (Q, <) bir s›ralamad›r, yani,

(1) Hiç bir x için, x < x do¤ru de¤ildir.

(2) Her x, y, z için, e¤er x < y ve y < z ise, o za-

man x < z’dir. 

(Q, <) yaln›zca bir s›ralama de¤il, ayr›ca bir

tams›ralamad›r da: Herhangi iki kesirli say› birbi-

riyle k›yaslanabilir:

(3) Her x, y için, ya x < y ya x = y ya da y < x.

Bunun sonucu olarak kesirli say›lar› bir do¤ru

üstünde temsil edebiliriz. Matematkçiler aras›nda

yap›lan gizli bir anlaflma gere¤i, soldaki say›lar

sa¤dakilerden daha küçüktür.

Ayr›ca (Q, <) yo¤un bir s›ralamad›r: Herhangi

iki kesirli say› aras›nda üçüncü bir kesirli say› var-

d›r, daha matematiksel bir dille,

(4) Her x < y için, x < z < y eflitsizliklerini sa¤-

layan bir z vard›r.

Örne¤in z = (x + y)/2 kesirli say›s› x’le y aras›n-

dad›r.

En az iki eleman› olan bir yo¤un s›ralama son-

suz olmak zorundad›r elbette. Öte yandan (Z, <) s›-

ralamas› sonsuzdur ama yo¤un de¤ildir.

(Q, <) s›ralamas›nda ne en küçük ne en büyük

eleman vard›r, yani her kesirli say›dan daha büyük

bir kesirli say› ve her kesirli say›dan daha küçük

bir kesirli say› vard›r:

(5) Her x için, x < y eflitsizli¤ini sa¤layan bir y

vard›r.

(6) Her x için, y < x eflitsizli¤ini sa¤layan bir y

vard›r.

(5)’te y = x + 1, (6)’da y = x − 1 alabiliriz.

Son iki özelli¤i sa¤layan s›ralamalara (ucu

buca¤› olmayan anlam›nda) uçsuz s›ralamalar de-

nir. Örne¤in, gerçel say›lar kümesi R, pozitif kesir-

li say›lar kümesi Q>0, (0, 1) gerçel aral›¤› ve [−√2,

√2] ∩ Q kümeleri do¤al s›ralamayla birlikte uçsuz

ve yo¤un s›ralamalard›r. Öte yandan [−√2, √2] ger-

çel say› aral›¤› uçsuz de¤ildir.

Q kümesinin bir özelli¤i daha vard›r: 

(7) Say›labilir sonsuzluktad›r.

Yani kesirli say›lar› 0, 1, 2, 3, 4, ... diye do¤al

say›lar› kullanarak koyun sayar gibi hiçbirini atla-

madan teker teker sayabiliriz; her kesirli say›y› do-

¤al say›larla numaraland›rabiliriz (bunu nas›l ya-

pabilece¤imizin üç de¤iflik yöntemini sayfa 17-

18’de görmüfltük). Öte yandan, gerçel say›lar› ta-

n›mlayaca¤›m›z say›da görece¤imiz üzere, gerçel

say›lar kümesi R say›labilir sonsuzlukta de¤ildir,

elemanlar› teker teker do¤al say›larla say›lamaz.

Yukardaki (1-7) özelliklerini sa¤layan (X, <) ya-

p›lar›na uçsuz, yo¤un ve say›labilir tams›ralamalar

denir. Örne¤in (Q, <) bu tür s›ralamalardand›r.

Kapak Konusu: S›ralamalar

Say›labilir Yo¤un S›ralamalar

−5/2 −6/7 −1/3 0 1 8/7

(Q, <) s›ralamas›n›n temsili. Mesafeler korunmam›fl
olabilir ama s›ralama korunmufltur.



fiimdi bu yedi özelli¤in (Q, <) yap›s›n› (hemen

afla¤›da tan›mlayaca¤›m›z anlamda) karakterize et-

ti¤ini gösterece¤iz. Kan›ta geçmeden önce, “karak-

terize etmek”i hangi matematiksel anlamda kul-

land›¤›m›z› söylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) s›ralamalar› verilmifl olsun. De-

mek ki her iki yap› da (1) ve (2) özelliklerini sa¤l›-

yor. ƒ : X → Y, her x1, x2 ∈ X için,

x1 < x2 ⇔ ƒ(x1) < ƒ(x2)

özelli¤ini sa¤layan bir eflleme1 olsun. Böyle bir ƒ

fonksiyonuna eflyap› efllemesi ya da izomorfizma

ad› verilir ve bu durumda X ve Y’nin eflyap›sal ol-

duklar› söylenir ve (X, <) ≈ (Y, <) ya da e¤er s›ra-

lamlar biliniyorsa k›saca X ≈ Y yaz›l›r.

fiimdi art›k kan›tlamak istedi¤imiz teoremi ya-

zabiliriz.

Teorem. Uçsuz, yo¤un ve say›labilir herhangi

iki tams›ralama eflyap›sald›r.

(Q, <) s›ralamas› uçsuz, yo¤un ve say›labilir ol-

du¤undan, teoremden, her uçsuz, yo¤un ve say›la-

bilir s›ralaman›n (Q, <) s›ralamas›yla eflyap›sal ol-

du¤u ç›kar.

Örnekler. Teoremi kan›tlamadan önce uçsuz,

yo¤un ve say›labilir s›ralamalara örnekler verelim

ve bu s›ralamalar aras›nda eflyap› efllemesi bulal›m.

1) En bilineni: (Q, <).

2) Pozitif kesirli say›lar kümesi Q>0, do¤al s›r-

lamayla. Bundan sonraki tüm örneklermizin s›rala-

mas› do¤al s›ralama olaca¤›ndan, sadece kümeyi

yazmakla yetinece¤iz.

3) Negatif kesirli say›lar kümesi Q<0.

4) S›f›r olmayan kesirli say›lar kümesi Q*.

5) Q ∪ {π}.

6) (√2, ∞)Q, yani (√2, ∞) ∩ Q kümesi.

7) (0, √2)Q = (0, √2) ∩ Q.

8) (0, 1)Q = (0, 1) ∩ Q.

9) (−√2, √2)Q = (−√2, √2) ∩ Q.

Teoreme göre bu s›ralamalar›n herbiri eflyap›-

sal olmal›, çünkü herbiri uçsuz, yo¤un ve say›labi-

lir sonsuzluktad›r. Bu s›ralamalar aras›nda eflyap›

efllemeleri bulal›m. Örneklerimiz e¤lendirici ve ö¤-

retici olmasayd›, hiç böyle bir zahmete girmezdik.

(2 ≈ 3). Önce ikinciyle üçüncünün eflyap›sal ol-

du¤unu gösterelim. fiu iki efllemenin bileflkesini

alal›m:

Q>0 → Q>0 → Q<0

x a 1/x a −1/x

Her ikisi de s›ralamay›

ters çevirdi¤inden (yani

azalan fonksiyonlar ol-

duklar›ndan) bileflkele-

ri s›ralamay› korur. Bu

eflyap› efllemesine ƒ23

diyelim:

ƒ23(x) = −1/x.

(3 ≈ 8). fiimdi üçüncüyle sekizincinin eflyap›sal

oldu¤unu gösterelim. Afla¤›daki efllemeleri takip

edelim:

(0, 1)Q → (1, ∞)Q → (−∞, −1)Q → Q<0

x a 1/x a −1/x a −1/x + 1

Birinci ve ikinci eflleme s›rala-

may› ters çevirir, üçüncüsü

korur, dolay›s›yla üçünün bi-

leflimi s›ralamay› iki kez ters

çevirerek s›ralamay› korur.

Bu eflyap› efllemesine ƒ83

diyelim:

ƒ83(x) = −1/x + 1.

Görmek isteyen için ƒ83

fonksiyonunun grafi¤i sa¤da.

(1 ≈ 2). Q ile Q>0 s›ralamalar› aras›nda bir efl-

yap› efllemesi bulaca¤›z. Q ve Q>0 kümelerini flöy-

le uygun biçimde parçalayal›m: 

Q = Q<0 ø Q≥0 ≈ (0, 1)Q ø [1, ∞)Q = Q>0.

(ø simgesi, ∪ gibi birleflim anlam›na gelir, ancak,

ayr›ca, birleflimi al›nan kümelerin ayr›k oldu¤unu

söyler.) fiimdi bu parçalanmaya bakarak, Q ile

Q>0 s›ralamalar› aras›nda bir ƒ12 eflyap› efllemesi

bulunabilir:

Bu eflyap› efllemesinin grafi¤i bir sonraki sayfada.

(7 ≈ 8). Önce, herhangi iki kesirli a < b say›s›

için, (0, 1)Q ≈ (a, b)Q eflyap›sall›¤› gösterelim:
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1 Her x1, x2 ∈X için, ƒ(x1) = ƒ(x2) eflitli¤i ancak x1 = x2 için sa¤-

lan›yorsa, yani Y’nin her eleman›na X’in en fazla bir eleman› eri-

fliyorsa ƒ : X → Y fonksiyonuna birebir denir. E¤er her y ∈ Y

için, ƒ(x) = y eflitli¤ini sa¤layan bir x∈X varsa ƒ : X→Y fonk-

siyonuna örten denir. E¤er her y∈Y için, ƒ(x) = y eflitli¤ini sa¤-

layan bir ve bir tek x ∈ X varsa, yani hem birebir hem de ör-

tense ƒ : X → Y fonksiyonuna eflleme (bijeksiyon) denir.
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(0, 1)Q → (0, b − a)Q → (a, b)Q
x a (b − a)x a (b − a)x + a

Böylece, (0, 1)Q ile (a, b)Q s›ralamalar› aras›nda s›-

ralamay› koruyan bir eflleme elde etmifl oluruz.

Bundan da her a < b ve c < d kesirli say›lar› için,

(a, b)Q ≈ (c, d)Q
ve

[a, b)Q ≈ [c, d)Q
eflyap›sall›klar› ç›kar.

S›ralamay› koruyan bir eflleflmeyi flöyle de

gösterebiliriz:

fiimdi, n ∈ N \ {0} için, an = 1 − 1/(n+1) olsun.

(an)n artarak 1’e yak›nsayan bir kesirli say›lar dizi-

sidir. (bn)n de artarak √2’ye yak›nsayan bir kesirli

say›lar dizisi olsun. Örne¤in bn’yi √2’nin ilk n ba-

sama¤› olarak alabiliriz, o zaman,

√2 = 1,41421713562373...

oldu¤undan,

b0 = 0

b1 = 1

b2 = 1,4

b3 = 1,41

b4 = 1,414

b5 = 1,4142

olur. Biraz yukarda gördü¤ümüz üzere, her n ∈ N

için,

[an, an+1)Q ≈ [bn, bn+1)Q.

Bu eflyap›sall›¤› gerçeklefltiren fonksiyona ƒn diye-

lim:

ƒn : [an, an+1)Q → [bn, bn+1)Q.

fiimdi,

[0, 1)Q = øn ∈ N [an, an+1)Q
ve

[0, √2)Q = øn ∈ N [bn, bn+1)Q
eflitliklerinden yola ç›karak ƒn fonksiyonmlar›n›

yap›flt›rsak,

ƒ : [0, 1)Q → [0, √2)Q
eflyap› efllemesini elde ederiz. ƒ’nin biçimsel tan›m›

flöyle:

ƒ(x) = ƒn(x) e¤er x ∈ [an, an+1)Q ise.

ƒ fonksiyonunun grafi¤i afla¤›daki gibidir.

(6 ≈ 8 ≈ 9). Benzer biçimde kan›tlan›r. Al›flt›r-

ma olarak okura b›rak›lm›flt›r.

(1 ≈ 4). Daha önce kan›tlad›¤›m›z eflyap›sall›k-

lar ve benzerlerinden,

Q ≈ (0, 2) (1 ≈ 8)

= (0, √2) ø (√2, 2)

≈ (0, 1) ø (1, 2) (8 ≈ 7)

≈ Q<0 ø Q>0 = Q* (7 ≈ 2)

ç›kar.

(1 ≈ 5). Daha önce kan›tlad›¤›m›z eflyap›sall›k-

lar ve benzerlerinden,

Q ø {π} ≈ Q* ø {π} (1 ≈ 2)

= Q<0 ø Q>0 ø {π}

≈ (−∞, π)Q ø {π} ø (π, ∞)Q (3 ≈ 6)

= Q.

Yaz›n›n geri kalan k›sm›nda teoremi kan›tlaya-

ca¤›z. Kan›t›n yöntemine gelgit yöntemi ad› verilir.

Bu yöntemi daha önce MD-2003-2, sayfa 19-22’de

baflka bir konuda bir baflka teoremi kan›tlamak

için kullanm›flt›k. Bu da yöntemin önemini gösterir.

Teoremin Kan›t›. S›ralamalar (X, <) ve (Y, <)

olsun. X ve Y say›labilir olduklar›ndan, X ve Y kü-

melerinin elemanlar›n› n ∈ N için, xn ve yn olarak

yazabiliriz. Burada, n ≠ m için xn ≠ xm ve yn ≠ ym

varsay›mlar›n› yap›yoruz.
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X ve Y’nin elemanlar›n›n numaraland›r›lmala-

r› birbirleriyle ilgisiz olabilirler. X’ten ilk alt› ele-

man alal›m. Y’den de rastgele alt› eleman alal›m.

Bu elemanlar›n dizilifli yukardaki gibi olabilir. Ge-

ne de dikkat ederseniz ilk alt› eleman için s›ralama-

lar birbirlerine benziyorlar (ne de olsa alt›flar ele-

man› olan iki tams›ralamadan söz ediyoruz.)

x4 a y12

x1 a y6

x0 a y0

x5 a y8

x3 a y5

x2 a y1

efllemesi bu iki sonlu s›ralama aras›nda bir eflyap›

efllemesidir. Buna k›smi eflyap› efllemesi denir.

fiimdi bir sonraki eleman olan x6’ya ve x6’n›n

x0, x1, x2, x3, x4, x5 elemanlar›na göre pozisyonuna

bakal›m. x6 bu alt› eleman taraf›ndan belirlenen 7

aral›ktan birinde olmal›. Diyelim x6’n›n yeri flöyle:

Y’nin,

y12 < y6 < y0 < y8 < y5 < y1

elemanlar›na göre pozisyonu, X’te x6’n›n

x4 < x1 < x0 < x5 < x3 < x2

elemanlar›na göre pozisyonuna benzer olan bir y

eleman› bulabilir miyiz? x6 eleman› x5 ile x3 aras›n-

da oldu¤undan, Y’de y8 ile y5 aras›nda bir eleman

bulmal›y›z. Y’de böyle bir eleman var m›d›r? Evet

vard›r, çünkü Y’nin s›ralamas› yo¤un oldu¤undan,

herhangi iki eleman aras›nda üçüncü bir eleman var-

d›r. Dolay›s›yla y8 ile y5 aras›nda da bir eleman var-

d›r. y8 ile y5 aras›nda olan elemanlardan numaras›

(endisi, göstergesi) en küçük olan› alal›m, diyelim bu

eleman›n numaras› 7 olsun. Demek ki

y12 < y6 < y0 < y8 < y7 < y5 < y1.

Dolay›s›yla x6’n›n x0, x1, x2, x3, x4, x5 elemanlar›-

na göre pozisyonu, aynen y7’nin y12, y6, y0, y8, y5,

y1 elemanlar›na göre pozisyonu.

fiimdi yukardaki k›smi eflyap› efllemesini x6’y›

y7’ye gidecek flekilde büyütebiliriz:

x4 a y12

x1 a y6

x0 a y0

x5 a y8

x6 a y7

x3 a y5

x2 a y1

fiimdilik resim flöyle:

Bir sonraki x7 eleman›n› da ekleyip k›smi eflya-

p› efllemesini bir ad›m daha geniflletebiliriz. Bunun

için x7’nin x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6 elemanlar›na gö-

re pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu pozisyona

uyan bir eleman bulmak yeterlidir.

Bunu sürekli yapabiliriz ve sonuçta X’ten Y’ye

giden ve s›ralamaya sayg› duyan bir fonksiyon bula-

biliriz. Bu fonksiyon birebir olacakt›r ama ne yaz›k

ki örten olmak zorunda de¤ildir.

Fonksiyonu örten yapmak için bir X’ten Y’ye

bir de (Y’de hiçbir eleman unutmamak için) Y’den

X’e gitmeliyiz.

Yöntem flöyle. ‹lk ad›mda X’in x0 eleman›n›

Y’de herhangi bir elemana yollayal›m. Bu eleman y0

olsun:

x0 a y0

‹lk k›smi eflyap› efllemesini bulduk. Resmi afla-

¤›da.

Bu ilk ad›mda X’ten Y’ye gittik. fiimdi Y’den

X’e gidece¤iz. Y’de flimdiye kadar eriflmedi¤imiz

ilk eleman› alal›m. Y’nin ilk eriflilmeyen eleman›

y1. y1’in y0’a göre konumuna bakal›m. ‹ki fl›k var
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ya y1 < y0 ya da y1 > y0. ‹kinci fl›kta oldu¤umuzu

varsayal›m.

fiimdi (X, <) s›ralamas›nda, x0’a göre konumu

y1’in y0’a göre konumuna benzeyen bir eleman

bulmaya çal›flaca¤›z. y1, y0’dan daha büyük oldu-

¤undan, X’te x0’dan daha büyük bir eleman bul-

mal›y›z. X’te böyle bir eleman var m›? Evet vard›r,

çünkü X’in en büyük eleman› olmad›¤›ndan, her

elemandan, x0’dan da büyük bir eleman var. Bu

eleman x1 olmayabilir belki, belki x2 de olmayabi-

lir, ama mutlaka x0’dan büyük bir eleman olmal›.

x0’dan büyük elemanlar aras›ndan endisi en küçük

olan›n› seçelim. Bu elemana x3 diyelim. (Demek ki

x1 ve x2 elemanlar› x0’dan daha küçük, ama bu-

nun gelecekte hiçbir önemi olmayacak.) fiimdi

x3’le y1’i efllefltirip daha önceki

x0 a y0

k›smi eflyap› efllemesini geniflletelim:

x0 a y0

x3 a y1

Bu da ikinci k›smi eflleme. Resmi afla¤›da:

‹kinci ad›mda Y’den X’e gittik. Üçüncü ad›m-

da X’ten Y’ye gidece¤iz. X’in daha önce dokunma-

d›¤›m›z elemanlar›ndan en küçük endislisini seçe-

lim. X’in x0 ve x3 elemanlar›na dokunmufluz. x1’e

daha dokunmam›fl›z. x1’in daha önce dokunulmufl

olan x0 ve x3 elemanlar›na göre konumuna baka-

l›m. Önümüzde üç fl›k var.

Birinci fl›k: x1 < x0 < x3.

‹kinci fl›k: x0 < x1 < x3.

Üçüncü fl›k: x0 < x3 < x1.

(Asl›nda birinci fl›kta olmam›z gerekti¤ini bili-

yoruz, ama daha önce söyledi¤imiz gibi bunun hiç-

bir önemi yok.) Birinci fl›kta oldu¤umuzu varsaya-

l›m: x1 < x0 < x3. fiimdi, (Y, <) s›ralamas›nda, y0 ve

y1’e göre konumu, x1’in x0 ve x3’e göre olan konu-

muna benzeyen bir eleman bulmaya çal›flaca¤›z.

x1 < x0 < x3

oldu¤undan, Y’de

y < y0 < y1

eflitsizliklerini, yani y < y0 eflitsizli¤ini sa¤layan bir

y eleman› bulmal›y›z. Böyle bir eleman var m›d›r?

Vard›r, çünkü Y’nin ilk eleman› olmad›¤›ndan, her

elemandan, y0’dan da küçük bir eleman vard›r. Bu

eleman y2 olmayabilir, y3 de olmayabilir, ama

böyle bir eleman mutlaka olmal›. Bu koflulu sa¤la-

yan ve daha önce dokunulmam›fl elemanlardan en

küçük endislisini alal›m, diyelim y4. fiimdi, daha

önce buldu¤umuz,

x0 a y0

x3 a y1

k›smi eflyap› eflleflmesini 

x0 a y0

x1 a y4

x3 a y1

olarak geniflletelim. Resmi afla¤›da:

Bir sonraki ad›mda, ki bu üçüncü ad›m, Y’den

hareket edece¤iz. Y’de daha önce bulaflmad›¤›m›z

en küçük endisli eleman y2. Bu y2 eleman›n›n daha

önce bulafl›lm›fl olan y0, y1 ve y4 elemanlar›na gö-

re konumuna bakal›m. Dört fl›k olabilir. 

Birinci fl›k: y2 < y4 < y0 < y1.

‹kinci fl›k: y4 < y2 < y0 < y1.

Üçüncü fl›k: y4 < y0 < y2 < y1.

Dördüncü fl›k: y4 < y0 < y2 < y1.

Üçüncü fl›kta oldu¤umuzu varsayal›m:

y4 < y0 < y2 < y1.

Durum flöyle:

fiimdi, (X, <) s›ralamas›nda, x0, x1 ve x3’e göre

konumu, y2’nin y0, y1 ve y4’e göre olan konumuna

benzeyen bir eleman bulmaya çal›flaca¤›z. Yani X’te

x1 < x0 < x < x3.

eflitsizliklerini, yani x0 < x < x3 eflitsizliklerini sa¤la-

yan bir x eleman› bulmal›y›z. Böyle bir eleman var

m›d›r?
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Vard›r, çünkü X’in s›ralamas› yo¤undur; her-

hangi iki eleman aras›nda oldu¤u gibi, x0 ve x3 ele-

manlar› aras›nda da bir eleman vard›r. Bu elemanlar

aras›ndan endisi en küçük olan› seçelim. Diyelim x8

eleman› x0 < x8 < x3 eflitsizliklerini sa¤layan en kü-

çük endisli eleman. fiimdi, daha önce buldu¤umuz,

x0 a y0

x1 a y4

x3 a y1

k›smi eflyap› eflleflmesini 

x0 a y0

x1 a y4

x3 a y1

x8 a y2

olarak geniflletelim. Resmi afla¤›da:

Bunu böylece sürdürebiliriz. Ne X’te ne de

Y’de bir eleman unutmad›¤›m›zdan emin olmak

için, tek say›l› ad›mlarda X’ten, çift say›l› ad›mlar-

da Y’den bafllar›z.

X ve Y say›labilir oldu¤undan, bu yöntemi

sonsuza kadar sürdürürsek, X ve Y’nin s›ralamala-

r›n›n eflyap›sal olduklar›n› görürüz. Yukardaki ör-

nekte elde edilen eflleme flöyle olur:

Say›lamaz Sonsuzluktaki Yo¤un ve Uçsuz S›ra-

lamalar. E¤er kümeler say›labilir sonsuzlukta de-

¤ilse teorem yanl›flt›r. Örne¤in gerçel say›lar küme-

si R’nin sonuna kesirli say›lar kümesi Q’yü koya-

l›m, yani (R × {0}) ø (Q × {1}) kümesini alal›m ve

bu kümeyi flöyle s›ralayal›m:

(x, 0) < (y, 0) ⇔ R’de x < y ise

(x, 1) < (y, 1) ⇔ Q’de x < y ise

(x, 0) < (y, 1) her koflulda.

Bu s›ralaman›n resmi flöyle:

Bu s›ralamaya (kümeye de) R + Q ad›n› vere-

lim. Bu s›ralaman›n uçsuz ve yo¤un oldu¤u çok

aç›k olmal›.

R + Q kümesiyle R kümesi aras›nda bir efllefl-

me vard›r. (Bu efllemeyi bulabilir misiniz?) Ama bu

iki s›ralama aras›nda bir eflyap› efllemesi yoktur.

Bunu kan›tlayal›m.

Diyelim R s›ralamas›ndan R + Q s›ralamas›na

giden bir ƒ eflyap› eflleflmesi var. O zaman

ƒ(a) = (0, 1)

ƒ(b) = (1, 1)

eflitliklerini sa¤layan a, b ∈ R vard›r. 0 < 1 oldu-

¤undan (0, 1) < (1, 1)’dir, dolay›s›yla a < b. ƒ s›ra-

lamaya sayg› duydu¤undan [a, b] aral›¤› ƒ alt›nda

(0, 1) ile (1, 1) aras›ndaki tüm elemanlara yani 

[0, 1]Q × {1}

kümesine gitmelidir. Bu da [a, b] aral›¤› ile [0, 1]Q
kesirli say›lar aras›nda bir efllemeye yol açar ki, bir

gerçel say› aral›¤›n›n say›labilir sonsuzlukta olama-

yaca¤› bilinir. (Bunu daha sonraki say›lar›m›zda

kan›tlayaca¤›z.) ♣
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R × {0} ≈ R Q × {1} ≈ Q

R a b

ƒ(a) ƒ(b)

ƒ


