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Kapak Konusu: Siralamalar

lyisiralamalari Hissetmek

Iyisiralamayr koyun sirala-
maya benzetmek pek yanlig olmaz.

Sonsuz sayida koyun da olsa, iyisiralanmug bir ko-
yun siiriisiinde mutlaka birinci koyun olmali. Tkin-
ci, tglincii, dordiinct koyun da... Son koyun digin-
da (eger varsa oyle bir koyun!), her koyundan he-
men sonra gelen ilk koyun olmali. Dahasi, siirii 0y-
le siralanmali, yani koyunlar 6yle numaralanmali
ki, her altstiride numarasi en kiiciik bir koyun ol-
sun... Iste bu son 6zelligi saglayan siralamalara zyi-
stralama denir.

Sonlu bir stirtiyti iyisiralamak marifet sayilmaz,
bunu muhendisler bile yapar. Az sonsuz (6rnegin
dogal sayilar kadar sonsuz olan) siiriileri iyisirala-
mak da marifet sayilmaz. Marifet, cok sonsuz (0r-
negin gergel sayilar kadar olan) strtleri iyisirala-
makta. Bu ve bundan sonraki sayilarin kapak ko-
nularinin ana sorularindan biri de iste bu: Bir stirii
ne kadar buiylik olursa olsun iyisiralanabilir mi?

Kiiciikbaglardan muaf agirbagh matematiksel
tanimi birazdan verecegiz. Once bir teorem:

Teorem 1. N’nin bos olmayan ber altkiimesi-
nin bir en kiiciik elemani vardir.
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Siyah noktalar X’in elemanlaridir.
X={2,3,5,7,9,10,..}.
Bu 6rnekte, 2, X’in en kiiciik elemanidir.

Kanit: X < N, en kiiciik elemani olmayan bir
kiime olsun. X’in bogkiime oldugunu kanitlayaca-
g1z. Once 7 lizerine tiimevarimla su A, 6nermesini
kanitlayalim:

A, : wden kiigiik bi¢chbir dogal sayi X’te degildir.

Bu 6nermeyi daha matematiksel olarak soyle
yazabiliriz:

A,:Vm(meNAm<n)>meX).

A 6nermesi dogrudur, ¢tinkii (X’te olsun ya da
olmasin) 0°dan kii¢iik bir dogal say1 yoktur, dolayi-
styla X’te 0’dan kiigiik bir dogal say1 olamaz. Bu ilk
asamayl1 basariyla gegtikten sonra 6nermenin 7 icin
dogru oldugunu varsayip z + 1 i¢in dogru oldugu-

nu kanitlayalim, yani A,’yi varsayip A,,,{’1 kanitla-
yalim. Demek ki X’te 7’den kii¢tik bir dogal say1 ol-
madigini varsayip X’te 7 + 1’den de kiictik bir dogal
say1 olmadigint kanitlayacagiz. Eger bu yanlis olsay-
di, yani X’te n’den kiigiik olmayan ama » + 1’den
kiiciik olan bir dogal say1 olsaydi, 0 zaman bu say:
ancak # olabilirdi ve 0 zaman da », X’in en kiigiik
sayisi olurdu, ki varsayima gore X’te en kiigtk ele-
man yok. Demek ki A, onermesi dogruysa A, ¢
onermesi de dogrudur. Boylece her # igin A, ’nin
dogru oldugunu kanitlamig olduk.

Simdi, eger X boskiime olmasaydi, diyelim m
€ X olsaydi, o zaman A,, ¢ yanls olurdu. Bu bir
celigkidir. Demek ki X boskiimedir. O

Iyisiralama. (N, <) siralamasinda oldugu gibi,
bos olmayan her altkiimesinin en kiiciik elemani
oldugu siralamalara iyisiralama denir. Matematik-
sel tanim agagida.

X bir kiime olsun. Ayrica X’in tstiinde < sim-
gesiyle gosterecegimiz bir siralama olsun. Yani <

S1. Hicbir x € X icin x < x olamaz.

S2. Her x, v,z € X icin, efer x <y vey < g ise,
x < Z’dir.

Bazi siralamalarin su 6zelligi vardir:

IS. Her @ # A c X altkiimesi icin, éyle bir a €
A vardir ki her x € A icin a < x.

Yukardaki ozellik, X’in bos olmayan her altkii-
mesinin bir en kiigiik elemani oldugunu soyliyor.

X, iyiswral bir kiime

Y, X’in bos olmayan
herhangi bir altkiimesi

Y’nin en kiigiik eleman1

IS 6zelligini saglayan (X, <) siralamalarina zyisz-
ralama denir. X de < siralamasiyla iyistralannustir.
Tamimdan hemen anlasilacag: tizere, bir iyisi-
ralamanin her altkimesi de bir iyisiralamadir, yani
(X, <) bir iyisiralamaysa ve Y < X ise, (Y, <) de bir
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Imkansiz Ugras

Okur, konunun zevkine daha ¢ok varmak
icin dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin k-
mesi olan @ (N)’nin bir iyisiralamasini bulmaya
caligmalidir. En az yarim saat kadar. En fazla da
bir saat... Bir saati agsmasin ciinkii - 6nceden
soyleyelim - basaramayacaktir. ¢ (N)’nin bir
iyisiralamasi bulunamaz ama vardir. @ (N)’nin
iyisiralanabilcegini (iyisiralamayr bulamadan)
bir sonraki sayida yeni bir belit (aksiyom) yardi-

miyla kanitlayacagiz.

iyisiralamadir; sonucta, Y’nin her altkiimesi X’in
de bir altkiimesidir.

Iyisirali kiimeler tamsiralidir, yani iyisirali bir
kiimenin herhangi iki elemani kargilastirilabilir. Ni-
tekim, eger x ve y iyisirali bir kiimenin iki elemaniy-
sa ve IS ozelliginde A = {x, y} alirsak, x ve y’den bi-
rinin digerinden kiigiikesit oldugunu goriirtz.

45x3\/2715
*—o—0—0 0o

Sonlu bir iyisiralama:
a-S-X3-\/2-7T-S

Sonlu her tamsiralama iyisiralama olmak zo-
rundadir elbette. Dogal sayilar kiimesi N’nin dogal
siralamasiyla birlikte bir iyisiralama oldugunu yu-
kardaki teoremde gordiik. Dogal siralamayla iyisi-
ralanmig bir kiime olarak goriildigiinde N yerine
® (omega, Yunan alfabesinin son harfi) yazmak bir
gelenektir; biz de bundan boyle N yerine o yazaca-
g1z.

Bu yazida iyisiralamalari biraz olsun anlamaya
calisacagiz.

(X, <) herhangi bir iyisiralama olsun.

Eger X = & ise sOylenecek fazla bir sey yok,
bogkiime hakkinda ne soylenebilirse, bu iyisirala-
ma hakkinda da o soylenebilir.

Eger X # & ise, 0 zaman IS 6zelliginde A = X
alarak, X’in bir en kiiciik elemani oldugunu gorii-
riz. X’in bu en kigiik elemanina x diyelim. (De-
mek ki bos olmayan her iyi siralamanin bir en ki-
cuk elemani vardir.)

0 X

X
®
(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik eleman x,,

Simdi X \ {x} kiimesine bakalim. Eger bu kiime
bossa, o zaman X sadece x( elemanindan olusmus-
tur ve gene soyleyecek fazla bir sey olamaz. Eger X
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\ {x} kiimesi bos degilse, o zaman IS 6zelliginde A =
X\ {xg} alalm ve bu kiimenin en kii¢iikk elemanina

xq diyelim. xq, x’dan sonra gelen ilk elemandur.
X0

X1
°

X

(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik iki elemani x ve x;

Eger X = {x(, x1} ise, X iyisiralamasi igin tek
soyleyebilecegimiz sey, xy’in x,’den kiicitk oldugu-
dur. Diyelim X sadece bu iki elemandan ibaret de-
gil. O zaman X \ {x(, x¢} kimesi bos olmadigin-
dan, IS 6zelligine gore bu kiimenin bir en kiiciik
elemani vardir. Bu elemana x, diyelim. x,, x{’den
sonra gelen ilk elemandir.

Xo

Xy X X

e o o
(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik li¢ elemani x, x, ve x,

Bunu boylece siirdiirebiliriz. n-inci agamada,
X’in en kuguk ilk 7 elemanini bulduk diyelim. Bu
elemanlara (sirasiyla!) x(, x1, x5, ..., x,,_1 diyelim.

Yo X1 Xy .. -1
o~ o o o
Simdi,
Xn = {XO, X1s XDy eeey xn,l}
tanimini yapalim. Demek ki

XO = @,
X1 = {xp}
Xy = {x0, x1}

X3 = {xq, x1, X2}

vb.

Eger X # X, ise, yani X \ X, # J ise, 0 zaman
IS ozelligine gore X \ X,, kiimesinin bir en kiiciik
elemani vardir. Bu elemana x,, diyelim. x,,, x,,_;’den
sonra gelen ilk elemandir.

X’in tum elemanlarini bu yontemle sonlu bir
zaman sonra tiiketirsek, yani belli bir 7 dogal sayi-
st i¢in,

X =X, = {xg, %1, X2 «oes X1}

ise, 0 zaman X sonlu bir kiimedir (tam 7 elemam
vardir) ve siralamasi dogal siralanmig

{0,1,..,2,n—1}
kiimesinden pek farkli degildir. Dogal siralanmig
{0, 1, ..., 2, n — 1} kiimesinin 7 olarak simgelenme-
si okuru sagirtiyorsa, sagirtmasin:

n={0,1, . 2,1~ 1)
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ve
O<l<..<n-1.

X’in sonlu tane, diyelim # tane elemani varsa,
yukarda da dedigimiz gibi, X iyisiralamasi aynen n
iyisiralanmasina benzer, elemanlarin adlarindan
bagka aralarinda bir fark yoktur. Daha matematik-
sel deyisle 7’den X’e giden ve siralamay1 koruyan
(vani surekli artan) bir f eslemesi vardir. Bu f egle-
mesi 7 sayisint x; elemanina gotiiriir, yani her i < n
i¢in, f(i) = x;dir. (Burada x;, X’in i-inci elemanidur.)

0o 1 2 n—1
n
\\_‘
f lf
r—v vy R
X
Xy X1 X, X, q

Eger X’in 7 elemani varsa, X ~ n

Siralamay1 bozmayan fonksiyonlara egyap:
fonksiyonu ya da stralama morfizmast adi verilir;
tatil glinlerinde kisaca morfizma dendigi de olur.
Matematiksel tanim soyle: (X, <) ve (Y, <) birer iyi-
siralama olsunlar ve f : X — Y fonksiyonu, her x1,
xy € X igin,

X1 <%y & f(xq) < flxy)
ozelligini saglasin. O zaman f’ye szralama morfiz-
mast adi verilir. Okullarda siralama morfizmasi
daha cok artan fonksiyon adiyla anilir.

(Y,<)4

o—&—e

> (X, <)
Bir siralama morfizmasi

Iyisiralanmis kiimeler {izerine siralama morfiz-
malari birebir olmak zorundadir, ciinkii iyisiral
bir kitme tamsiralidir. Nitekim, f(x) = f(x,) ise ne
xq < X, ne de x, < x1 dogru olabilir, dolayisiyla,
tamsiralamadan dolayi, x{ = x, olmali.

Eger f siralama morfizmasi ayrica ortense, o
zaman f’ye swralama eslemesi denir. Aralarinda bir
esyap1 eslemesi olan (X, <) ve (Y, <) iyisiralamala-
rina esyapisal (ya da izomorfik) denir ve bu olgu
(X, <) = (Y, <) ya da kisaca X ~ Y olarak gosterilir.

Demek ki tam # tane elemani olan iyisirali bir
kiimeyle 7 = {0, 1, ..., 2, n — 1} iyisiralamasi egya-
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pisaldir. Boylece sonlu iyisiralamalari anlamig ol-
duk. Sira geldi sonsuz iyisiralamalara...

Bundan boyle X sonlu olmasin. O zaman her #
dogal sayis1 i¢in X’in #-inci elemani vardir. Bu ele-
mana x,, demistik.

X’in sonlu olmadigini varsayalim bundan boy-
le ve bu x,, elemanlarindan (n € N) olusan kiime-
ye X, adin1 verelim. X ’nin aynen N’ye (daha dog-
rusu ®’ya) benzedigini okur anlamistir herhalde,
yani X, ile ® (yani dogal sayilar kiimesi N) arasin-
da bir siralama eslemesi vardir: X, ~ o.

0

1

={x,:neNjzo

X, nin gercekten bir kiime oldugu pek bariz
olmayabilir. MD-2003-IV sayimizin 49’uncu
sayfasinda kiimeler kuraminin birkag basit beli-
tini vermistik. Bu belitlere dayanarak X ’nin
kiime oldugunu kanitlayabiliriz:

¢(x) su ozellik olsun: “{y € X : y < x} kiime-
siyle bir dogal sayisi arasinda bir egleme var.”

Simdi, X, = {x € X : ¢(x)} esitliginden dola-
y1, X, bir kiimedir. (Bkz. Tanimlanabilir Altki-
me Beliti, MD-2003-1V, sayfa 49.)

Iki secenek var. Ya X = X, ~ o yada X = X,,.
Birinci sikta X’in neye benzedigi belli, ®’ya benzer.
Ikinci sikta yogunlagalim. O zaman X \ X, boskii-
me degildir, dolayisiyla en kiiciik bir eleman: var-
dir. Bu elemana x diyelim. x, elemani daha 6nce
buldugumuz biitiin x,, (7 € N) elemanlarindan he-
men sonra gelen ilk elemandir, yani x, elemani,
her n dogal sayisi i¢in, x,, < x esitsizligini saglayan
X’in en kugiik elemanidir.

Xops1 =
ne ozel bir anlam vermeye ¢alisgmayin, w+1’i daha

X, Y {x,} olsun. Burada ®+1 simgesi-

sonra tamimlayacagiz. Simdilik w+1 simgesini tek
bir simge gibi algilayip X, iyisiralamasma yo-
gunlasin: X

w+1 lyiswralamasi, X, iyisiralamasinimn

‘sonuna’ x, elemani eklenerek elde edilmistir.
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Eger x,, X’in son elemaniysa, yani X’te x,,’ler-
den ve x,’dan bagka eleman kalmamigsa, o zaman
X = X, U {x,) = X1 dir. Bu durumda, X’i ve si-
ralamasimi anladik: X, sonuna bir eleman eklenen
®’ya benziyor. (Bir sonraki yazida bir iyisiralama-
nin sonuna bir eleman eklemenin ne demek oldu-
gunu daha ayrintili bir bicimde anlatacagiz.)

Eger x,, X’in son eleman: degilse, yani X #
X 11 156, 0 zaman X\ X, 1 # D ve X\ X, kiime-
sinin bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana, tah-
min edeceginiz gibi, x,,¢ diyelim. x, 1, x,,’dan son-
ra gelen ilk elemandir. Gene tahmin edeceginiz gibi

X2 = X1 Y {xoa+l} = X Y {st xm+l}

olsun.

o+2

Genel olarak, bir # dogal sayisi1 igin, X’in
X

(0]
altkimesini buldugumuzu varsayalim. Eger belli

m = Xo) o {xoai X+1s s xco+nfl}

bir # dogal sayisi icin X = X, ise ne ala, X’i an-
ladik demektir. Eger X, #X ise X \ X,
sinin en kii¢iik bir elemani olmali. Bu elemana

kiime-

w+n w+n

X+ diyelim. Eger hicbir # dogal sayisi icin X #
XUJ+1’1
strekli x

ise 0 zaman bu yontemle X’i titkketemeyiz ve
elemanlarini buluruz.
:n e N}

©+n
X6 = Xo Y {Xpun

olsun.

¢

X5, stralamasinin nasil bir siralama oldugu
belli. Baginda ® (yani N) var. Bir de sonunda o
var. Demek ki X,,, @’nin (yani dogal sayilar ki-
mesinin) iki ayrik kopyasindan olusuyor, biri ba-

X5, nun bir kiime oldugu MD-2003-IV’teki
belitler yardimiyla kanitlanabilir. Konumuzdan
sapmamak icin bunu kanitlamayacagiz. Ama
ilerde @2 ordinalinin tanimini okuyan okur,
X,/ nin bir kiime oldugunu gosterdigimiz yon-
temle X, ’nin da kiime oldugunu kanitlayabilir.

sinda (kugukler), digeri sonunda (buyukler).

Eger X = X, ise, isimiz bitti, o zaman X’i ve
iyisiralamasini anladik. Eger X # X, ise, 0 zaman
X\ X5, kiimesinin bir en kiigiik elemani vardir. Bu
elemana x,,, diyelim.

Bunu boylece stirdiirebiliriz. X’te x,,,’dan daha
biytik bir eleman varsa, x,,’dan daha buyiik ele-
manlarin en kigiigiine x,,, diyelim. Varsa, ma-
lum yontemle x,,,7, X34,3> - elemanlari bula-
lim. Eger X’in sonuna varirsak isimiz biter. Yoksa,

X3¢ = X260 Y X204m : 1 € N}
olsun. Eger X = X3, ise 0 zaman X, o’mn ii¢ kop-
yasindan olusuyor demektir: kii¢iik kopya, ortan-

ca kopya, tgiincii kopya.

v
kg

2052041 X20+n°*)

Kendimizi biraz fazla tekrarlamaya basladik...
k-inci seviyeye kadar, yani X ’ya kadar geldigimi-
zi varsayalim. X, siralama olarak @’nin k tane

v k-

kopyasina benzer: 1’inci kopya, 2’inci kopya, .

Baslangic Dilimi
(X, <) bir tamsiralama olsun. I < X bir alt-
kiime olsun. Eger her x, y € X i¢in,
y<x el
kogullari dogru oldugunda,
yel
oluyorsa, I’ye baslangi¢c dilimi (Ingilizcesi initi-
al segment) adi verilir. Yukarda bulunan her X,
kiimesi X’in bir baslangi¢ dilimidir.

39
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inci kopya. Her kopya kendi i¢inde dogal siralan-
mustir ve her kopyanin tim elemanlar1 daha sonra-
ki kopyalarin tim elemanlarindan daha kuguiktiir.
Ornegin iigiincii kopyanin 25’1, dordiincii kopya-
nin 2’sinden daha kuguktir.

X Xq Xy en X, ..;xwxml...xww...;xm Ekaxk‘“l e X
oo —0— 606 0o *—o—eo—
----------- X oo :
-------------- D, ;
20 X H
ko T >
Xiks1)o .

Eger X, = X ise isimiz bitti. Yoksa X \ X,
kiimesinin en kiigiik bir elemani olmali. Bu elema-
na xy,, diyelim. xj’dan hemen sonra gelen elema-
na xp,,q diyelim. (Eger x;,,, X’in en bitytik elema-
ni degilse boyle bir eleman vardir.) Devam edip
Xpws2s Xhas3s - €lemanlarint da (varsa!) bulabili-
riz. X’te eleman kaldig: siirece devam edelim. Eger
Xpoep €lemanlarinin hicbiri X’in en bityiik elemani
degilse (k sabit, 7 degisiyor) bu yontemi hi¢ dur-
madan siirdiirebiliriz. X(4,1), simdiye kadar bul-
dugumuz tiim elemanlarin kiimesi olsun. (X g, 1,
bir kiimedir, giivenin bana!) Eger X = X(4,1)q, ise,
durmak zorundayiz ve bu durumdan pek yakinmi-
yoruz herhalde. Ama eger X # X1, 1), ise, 0 zaman
bos olmayan X'\ X, 1), kiimesinin en kiigiik ele-
manina X, 1), diyelim ve miimkiin oldugu siirece
bu yontemle yolumuza devam edelim. Boylece her
k dogal saysi icin X, kiimelerini elde ettigimizi
ama X’in bu yontemle tikenmedigini varsayalim.

X2, tum bu X, kiimelerinin birlegimi olsun:

X2 = Y e N X

Eger X2 = X ise sorun yok. Eger X » # X ise
X\ X2 kiimesinin en kiigiik elemanina x 2 diye-
lim. X 2,1 = X2 U {x,2} olsun.

Eger X’te bagka eleman kalmamigsa o zaman
X = X 2,1 dir. Kalmigsa, x,2’den hemen sonra ge-
len bir eleman vardir. Bu elemana x 2,1 adini vere-
lim. Eger X’in elemanlar1 bitmezse, X’in

Xo2+1> X242 X2t3s X@2+ds o
elemanlarini bulabiliriz.

X2+ kKumesi X’in simdiye kadar bulabildigi-
miz tim elemanlari olsun.

Xp2+@+3> =+
elemanlarinin nasil bulunabilecegini okur tahmin

X+ Yol+to+D Yoliw+2s

etmigtir: Her biri bir 6ncekinden hemen sonra gelen
elemandir. Bu x,2,,,, elemanlarinin sonu gelmi-

yorsa, tiim bu elemanlar kiimesine X 2,,, diyelim.

Okur herhalde, eger X titkenmezse,
X2 X2 X2

+30 +4m> +5@>

40

kiimelerinin nasil bulunduklarini anlamigtir. Bun-
larin birlesimine X, > diyelim. Gidebildigimiz ka-
dar gidelim. Eger X tiikenmezse, sirayla

Xows X302 X4p2s -
kiimelerini elde ederiz. Bunlarin birlesimine de X3
diyelim. Eger X daha once titkenmezse, X’in

X3 Xty XS ooe

kiimelerini elde ederiz. Bunlarin birlesimine de X o
diyelim.

Ardindan sirayla X 0, X5 0, X340, --- altkiime-
lerini de bulabiliriz. Bunlarin birlesimine X 0, ya
da X e diyelim. Bundan sonra X e, X o+,
X o+ altkiimeleri (baslangi¢ dilimleri) bulunur. De-
vam edelim ve tim bu altkiimelerin birlegsimine
X o0 ya da X 20 diyelim. Devam edelim. Sirayla
X 5305 X pto, X 40, altkiimelerini de bulruuz. Bun-
larin birlesimine X oo ya da X o? diyelim. Eger X’i
hala daha bitirememissek, X o3, X 0%

kiimelerini de bulabiliriz. Bunlarin birlesimine X ¢

mws, ... alt-

diyelim. X’in hala daha bitmedigini varsayalim.

a1 =0,

oy = 0%,
a3 = 0®%,
oy = 0
os = 0"

olsun. Genel olarak,
Oyy1 = %

olarak tamimlansin (o olarak degil!) Bu tanimlar

simdilik bi¢imsel, yani o,’ler anlamsiz geyler.

o, ’leri gosterge (endis, indeks) olarak kullanaca-

o Xocz’

cegini okur tahmin etmistir. Eger X izin verirse, de-

giz. X X altkiimelerinin nasil bulunabile-
vam edip, her 7 € N igin, X’in X, altkiimelerini
de bulabiliriz. X’in hi¢ bitmedigini varsayarak, X,
altkiimelerinin birlesimine X, diyelim.

X’te yer kalmigsa devam edebiliriz. Isteyen de-

vam etsin. Ben sikildim. &




