
Do¤al say›lar kümesi N’de tü-

mevar›mla kan›t yapmas›n› biliyoruz.

An›msayal›m:

Teorem [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 1].

A ⊆ N bir altküme olsun. A’n›n flu iki özelli¤i ol-

du¤unu varsayal›m:

1) 0 ∈ A.

2) Her n do¤al say›s› için, n ∈ A ise o zaman

n + 1 ∈ A.

Bu durumda A = N’dir.

Bu teoremi do¤al say›lar› ve do¤al say›lar kü-

mesi N’yi tan›mlad›¤›m›z 2003-IV say›m›zda sayfa

45’te kan›tlam›flt›k. Ayn› say›da, sayfa 48’de ikinci

bir tümevar›m ilkesi daha kan›tlam›flt›k:

Teorem [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 2].

A ⊆ N bir altküme olsun. X’in flu özelli¤i oldu¤u-

nu varsayal›m:

Her n do¤al say›s› için, e¤er

{m ∈ N : m < n} ⊆ A

ise, o zaman n ∈ A.

Bu durumda A = N’dir.

Bu teoremlerden en az›ndan biri olmadan do-

¤al say›lar hakk›nda ele gelir bir teorem kan›tlaya-

may›z. 

Birinci teorem do¤al say›larda toplamayla ilgi-

li bir fley söylüyor. ‹kinci teoremde ise toplama ye-

rine sadece < eflitsizli¤i var. Birinci teoremi olmasa

da ikinci teoremi iyis›ralamalara genellefltirebiliriz.

En az›ndan ikinci teoremin ayn›s›n› iyis›ralamalar

için formüle edip kan›tlamaya çal›flabiliriz.

Birinci teorem de, yaz›ld›¤› biçimde de¤il ama

buna yak›n bir biçimde iyis›ralamalara genellefltiri-

lebilir. Bunu daha sonra ordinaller için yapaca¤›z.

Bu yaz›n›n amac› bu ikinci tümevar›m ilkesini

do¤al say›lardan iyis›ralamalara genellefltirmek. 

Teorem [‹yis›ralamalarda Tümevar›m ‹lkesi].

(X, <) bir iyi s›ralama olsun. A ⊆ X bir altküme ol-

sun. A’n›n flu özelli¤i oldu¤unu varsayal›m:

Her x ∈ X için, e¤er

{y ∈ X : y < x} ⊆ A

ise, o zaman x ∈ A.

Bu durumda Y = X’dir.

Kan›t: Diyelim, A, X’e eflit de¤il. O zaman X \ A

kümesi bofl de¤ildir. Dolay›s›yla X iyis›ralamas›n›n

X \ A altkümesinin bir en küçük eleman› vard›r. Bu

elemana x diyelim. 

x, X \ A altkümesinin en küçük eleman› oldu-

¤undan, x’ten küçük hiçbir eleman X \ A kümesin-

de olamaz, yani x’ten küçük her eleman A’dad›r.

Varsay›lan koflula göre x, A’da olmal›. Bir çeliflki

elde ettik. Demek ki A, X’e eflit olmal›. ■■

Görüldü¤ü gibi kan›t çok basit. Nas›l do¤al sa-

y›larla ilgili en küçük bir gerçe¤i kan›tlamak için

tümevar›m kullan›l›yorsa, iyis›ralamalarda da en

küçük bir fleyi kan›tlamak için tümevar›m gerekir.

‹yis›ralamalarda tümevar›ms›z bir fley kan›tlana-

maz. fiu tuhaf teorem d›fl›nda...

Bir Uygulama. Yukardaki kan›t tekni¤inin bir

uygulamas›n› görelim flimdi.

Sayfa 23’te, bir iyis›ralaman›n sonuna yeni bir

eleman ekleyerek yeni bir iyis›ralama elde ettik.

Yeni iyis›ralaman›n resmi afla¤›daki gibi. 
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‹yis›ralamalarda Tümevar›m

Kapak Konusu: S›ralamalar

Teorem. ‹yis›ral› bir kümede sürekli azalan

bir dizi yoktur. 

Kan›t: (X, <) iyis›ral› bir küme olsun. (xn)n,

X’in sürekli azalan bir dizisi olsun. Demek ki

her n < m do¤al say›lar› için xn , xm ∈ X ve e¤er

n < m ise xm < xn. Bir çeliflki elde edece¤iz. 

A = {xn : n ∈ N}

olsun. A’n›n bir en küçük eleman› vard›r. Bu ele-

mana xn diyelim. Ama o zaman xn+1 ∈ A ve

xn+1 < xn , bir çeliflki. ■■

eski iyis›ralama

yeni iyis›ralama

s

içi gri xx



E¤er X bir iyis›ralamaysa, X’in sonuna bir ele-

man eklenerek elde edilen s›ralamaya X+ diyelim.

Bu yaz›da X iyis›ralamas›yla X+ iyis›ralamas›n›n

gerçekten farkl› olduklar›n› kan›tlayaca¤›z. Daha

matematiksel bir deyiflle, aralar›nda bir eflyap› eflle-

mesi olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Daha aç›k bir deyifl-

le, X+’dan X’e giden ve s›ralamay› koruyan (yani ar-

tan) bir eflleme olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Kan›ta giriflmeden önce problemi biraz tart›fla-

l›m. Diyelim X+’dan X’e giden ve s›ralamay› koru-

yan (yani artan) bir eflleme var. Bu efllemeye ƒ di-

yelim ve ƒ’yi anlamaya çal›flal›m.

Yukardaki flekilden takip edin. ƒ, X+ iyis›rala-

mas›n›n ilk elemanlar›n› (ki bunlar X’in de ilk ele-

manlar›d›r) gene kendilerine götürmeli, yani ƒ bafl-

lang›çta her x’i gene kendisine götüren özdefllik

fonksiyonu olmal›. Örne¤in X+’n›n ilk eleman› (ki

bu X’in ilk eleman›d›r) ƒ alt›nda gene X’in ilk ele-

man›na gitmeli, yoksa ƒ hiçbir zaman X’in ilk ele-

man›na de¤emez ve dolay›s›yla örten olamaz. 

X’in ilk elemanlar›na flekildeki gibi xn dersek,

ƒ(xn) = xn eflitli¤i hemen hemen bariz olmal›. Yani

sol tarafta asayifl berkemal, her eleman ƒ alt›nda

kendisine gidiyor.

Öte yandan, X+’n›n en son eleman›na, flekilde

oldu¤u gibi, s dersek, ƒ(s), X’in en son eleman› ol-

mal›, çünkü e¤er y ∈ X ise, belli bir x ∈ X+ için, y

= ƒ(x)’tir ve x ≤ s oldu¤undan, y = ƒ(x) ≤ ƒ(s)’dir.

fiimdi ƒ(s)’nin ƒ alt›nda gitti¤i eleman olan

ƒ(ƒ(s))’ye, yani ƒ2(s)’ye bakal›m. Bu eleman ƒ(s)’den

hemen önceki eleman olmal›, çünkü ƒ(s), s’den he-

men önceki elemand›r. Ayn› nedenden, ƒ2(s),

ƒ(s)’den hemen önce gelen eleman oldu¤undan,

ƒ3(s), ƒ2(s)’den hemen önce gelen eleman olmal›. 

Görüldü¤ü gibi sol tarafta özdefllik fonksiyonu

olan ƒ, sa¤ tarafta elemanlar› bir eksiltiyor... Orta-

larda bir yerde sorun ç›kmal›... Bir yerde ƒ elema-

n› kendisine mi götürmek, yoksa eksiltmek mi ge-

rekti¤ine birtürlü karar verememeli...

Yukardaki parlak fikir ne yaz›k ki matematik-

sel olarak befl para etmez. “Ortalarda bir yer” di-

ye bir yerden sözedilemez matematikte.

Söyledi¤imizi kan›tlayaca¤›z ama tümevar›m

kullanarak kan›tlayaca¤›z. Tümevar›mla, her x ∈ X

için ƒ(x) = x eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Böylece s’ye

gidecek yer kalmayacak ve bir çeliflki elde edece¤iz.

A = {x ∈ X : ƒ(x) = x}

olsun. A’n›n X’e eflit oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bu-

nun için, X’ten herhangi bir x eleman› al›p,

{y ∈ X : y < x} ⊆ A

varsay›m›ndan yola ç›k›p x ∈ A iliflkisini kan›tla-

mal›y›z.

Demek ki x’ten küçük her eleman›n ƒ alt›nda

kendisine gitti¤ini varsay›yoruz ve x’in de ƒ alt›n-

da kendisine gitti¤ini kan›tlayaca¤›z.

ƒ(x) eleman›na bakal›m. Bu eleman›n nerede

oldu¤unu anlamaya çal›flaca¤›z.

ƒ(x), x’ten küçük olamaz. Aksi takdirde ƒ(x) ∈
A, yani ƒ(ƒ(x)) = ƒ(x) olurdu ve ƒ birebir oldu¤un-

dan ƒ(x) = x olurdu, bir çeliflki.

ƒ(x), x’ten büyük olamaz. Aksi takdirde

X+’n›n hiçbir eleman› x’e de¤emezdi. Nitekim e¤er

ƒ(y) = x ise, ƒ(y) = x < ƒ(x) ve y < x. Ama o zaman

da y ∈ A ve x = ƒ(y) = y < x eflitsizli¤i bize bekle-

di¤imiz çeliflkiyi verir.

Demek ki ƒ(x) = x. ♣
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