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Kapak Konusu: Siralamalar

lyisiralamalarda Tiimevarim

Dogal sayilar kiimesi N’de tii-
mevarimla kanit yapmasini biliyoruz.
Animsayalim:

Teorem [Dogal Sayilarda Tiimevarim Ilkesi 1].
A < N bir altkiime olsun. A’mun su iki dzelligi ol-
dugunu varsayalim:
1)0 e A.
2) Her n dogal sayist icin, n € A ise o zaman
n+1eA.
Bu durumda A = N’dir.

Bu teoremi dogal sayilari ve dogal sayilar kii-
mesi N’yi tanimladigimiz 2003-1V sayimizda sayfa
45°te kanitlamigtik. Ayni sayida, sayfa 48°de ikinci
bir tiimevarim ilkesi daha kanitlamistik:

Teorem [Dogal Sayilarda Tiimevarim llkesi 2].
A < N bir altkiime olsun. X’in su ozelligi oldugu-
nu varsayalim:
Her n dogal sayst icin, eger
fmeN:m<njcA
ise, 0 zaman n € A.
Bu durumda A = N'dir.

Bu teoremlerden en azindan biri olmadan do-
gal sayilar hakkinda ele gelir bir teorem kanitlaya-
mayiz.

Birinci teorem dogal sayilarda toplamayla ilgi-
li bir sey soyliiyor. Ikinci teoremde ise toplama ye-
rine sadece < esitsizligi var. Birinci teoremi olmasa
da ikinci teoremi iyisiralamalara genellestirebiliriz.
En azindan ikinci teoremin aynisini iyisiralamalar
icin formiile edip kanitlamaya ¢alisabiliriz.

Birinci teorem de, yazildig1 bi¢cimde degil ama
buna yakin bir bi¢imde iyisiralamalara genellestiri-
lebilir. Bunu daha sonra ordinaller i¢in yapacagiz.

Bu yazinin amaci bu ikinci timevarim ilkesini
dogal sayilardan iyisiralamalara genellestirmek.

Teorem [lyisiralamalarda Tiimevarmm llkesi].
(X, <) bir iyi siralama olsun. A c X bir altkiime ol-
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sun. A’min su ozelligi oldugunu varsayalim:
Her x € X igin, eger
[yeX:y<x}cA
ise, 0 zaman x € A.
Bu durumda Y = Xdir.

Kanit: Diyelim, A, X’e esit degil. O zaman X\ A
kumesi bog degildir. Dolayisiyla X iyisiralamasinin
X\ A altkiimesinin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu
elemana x diyelim.

x, X \ A altkiimesinin en kiiciik elemani oldu-
gundan, x’ten kiiciik hicbir eleman X \ A kiimesin-
de olamaz, yani x’ten kiigiik her eleman A’dadir.
Varsayilan kosula gore x, A’da olmali. Bir celigki
elde ettik. Demek ki A, X’e esit olmali. O

Goruldigu gibi kanit cok basit. Nasil dogal sa-
yilarla ilgili en kiigiik bir gercegi kanitlamak icin
timevarim kullaniliyorsa, iyisiralamalarda da en
kuigiik bir seyi kanitlamak igin timevarim gerekir.
Iyisiralamalarda tiimevarimsiz bir sey kanitlana-
maz. Su tuhaf teorem diginda...

Teorem. Iyistrali bir kiimede siirekli azalan
bir dizi yoktur.

Kanit: (X, <) iyisirali bir kiime olsun. (x,,),,,
X’in siirekli azalan bir dizisi olsun. Demek ki
her n < m dogal sayilari i¢in x,,, x,, € X ve eger
n < m ise x,, < x,,. Bir ¢eliski elde edecegiz.

A={x,:n e N}
olsun. A’nin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu ele-
mana x,, diyelim. Ama o zaman x,,{ € A ve

X,.1 < X,, bir celigki. O

Bir Uygulama. Yukardaki kanit tekniginin bir
uygulamasini gorelim gimdi.

Sayfa 23’te, bir iyisiralamanin sonuna yeni bir
eleman ekleyerek yeni bir iyisiralama elde ettik.
Yeni iyisiralamanin resmi asagidaki gibi.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s
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Eger X bir iyisiralamaysa, X’in sonuna bir ele-
man eklenerek elde edilen siralamaya X+ diyelim.

Bu yazida X iyisiralamasiyla X* iyisiralamasinin
gercekten farkll olduklarimi kamitlayacagiz. Daha
matematiksel bir deyigle, aralarinda bir esyap1 esle-
mesi olmadigini kanitlayacagiz. Daha acik bir deyis-
le, X*’dan X’e giden ve siralamay1 koruyan (yani ar-
tan) bir esleme olmadigini kanitlayacagiz.

Kanita girismeden 6nce problemi biraz tartiga-
lim. Diyelim X+’dan X’e giden ve siralamay1 koru-
yan (yani artan) bir esleme var. Bu eglemeye f di-
yelim ve f’yi anlamaya ¢aligalim.
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Yukardaki sekilden takip edin. f, X* iyisirala-
masinin ilk elemanlarim (ki bunlar X’in de ilk ele-
manlaridir) gene kendilerine gotiirmeli, yani f bas-
langicta her x’i gene kendisine gotiiren ozdeslik
fonksiyonu olmali. Ornegin X+nn ilk elemani (ki
bu X’in ilk elemanidir) f altinda gene X’in ilk ele-
manina gitmeli, yoksa f hicbir zaman X’in ilk ele-
manina degemez ve dolayisiyla 6rten olamaz.

X’in ilk elemanlarina sekildeki gibi x,, dersek,
f(x,,) = x,, esitligi hemen hemen bariz olmali. Yani
sol tarafta asayis berkemal, her eleman f altinda
kendisine gidiyor.

Ote yandan, X+'nin en son elemanina, sekilde
oldugu gibi, s dersek, f(s), X’in en son elemani ol-
mali, ¢linkii eger y € X ise, belli bir x € X* i¢in, y
= f(x)’tir ve x < s oldugundan, y = f(x) < f(s)’dir.

Simdi f(s)’nin f altnda gittigi eleman olan
f(f(s))ye, yani f2(s)’ye bakalim. Bu eleman f(s)’den
hemen onceki eleman olmali, ¢unkii f(s), s’den he-
men oOnceki elemandir. Ayni nedenden, f2(s),
f(s)’den hemen once gelen eleman oldugundan,
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£3(s), f2(s)’den hemen 6nce gelen eleman olmali.
Goruldugn gibi sol tarafta 6zdeglik fonksiyonu
olan f, sag tarafta elemanlar bir eksiltiyor... Orta-
larda bir yerde sorun ¢ikmali... Bir yerde f elema-
n1 kendisine mi gotiirmek, yoksa eksiltmek mi ge-
rektigine birturlii karar verememeli...
Yukardaki parlak fikir ne yazik ki matematik-
sel olarak bes para etmez. “Ortalarda bir yer” di-
ye bir yerden sozedilemez matematikte.
Soyledigimizi kanitlayacagiz ama tiimevarim
kullanarak kanitlayacagiz. Timevarimla, her x € X
icin f(x) = x esitligini kanitlayacagiz. Boylece s’ye
gidecek yer kalmayacak ve bir ¢eligki elde edecegiz.
A={xe X: flx)=x}
olsun. A’nin X’e esit oldugunu kanitlayacagiz. Bu-
nun i¢in, X’ten herhangi bir x eleman1 alip,
yeX:y<x}cA
varsayimindan yola ¢ikip x € A iligkisini kanitla-
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Demek ki x’ten kiigiik her elemanin f altinda
kendisine gittigini varsayiyoruz ve x’in de f altin-
da kendisine gittigini kanitlayacagiz.

f(x) elemanina bakalim. Bu elemanin nerede
oldugunu anlamaya calisacagiz.

f(x), x’ten kiiciik olamaz. Aksi takdirde f(x) e
A, yani f(f(x)) =
dan f(x) = x olurdu, bir celigki.

f(x), x’ten buyuk olamaz. Aksi takdirde
X*nin hicbir eleman: x’e degemezdi. Nitekim eger

f(x) olurdu ve f birebir oldugun-

fly) = x ise, f(y) = x < f(x) ve y < x. Ama o zaman
day e Avex=f(y) =y < x esitsizligi bize bekle-
digimiz celigkiyi verir.

Demek ki f(x) = x. &

oynadim
XX



