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Iki iyi siralama alalim:
<) ve (Y, <). Bunlar tamsiralama
olduklarindan, her ikisini de asagidaki sekildeki

X

Y

gibi birer dogru tizerinde temsil ederek ¢ok buyiik
bir yalan s6ylemis olmayiz. (Temsilde sagdaki ele-
manlar soldakilerden daha biiyuk olacaklar.)

Eger X ve Y boskiime degillerse her ikisinin de
birer en kiiciik elemani vardir. Bu elemanlara sira-
styla x ve y, diyelim.

B

Y

Yo

Eger X ve Y’de eleman kalnugsa o zaman x, ve
yo’dan hemen sonra gelen elemanlar vardir. Bu ele-
manlara sirastyla x4 ve y, diyelim.

X0 *q

Y
Yo Y1
Bunu boyle siirdiirebilecegimiz kadar sirdiire-
lim. Eger X ya da Y sonlu adimda biterse, 6nce bi-
tenden digerinin baglangi¢ dilimine giden bir esya-
p1 fonksiyonu buluruz. (Baslangi¢ diliminin tanimi
icin yan stitundaki gri kareye bakin.)
Xo *q

xn

X

Yo Y1 Y

Eger ne X ne de Y sonlu adimda bitmezse, o
zaman her ikisinde de N’yle esyapisal olan bir bas-
langig¢ dilimi var demektir.
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Baslangi¢c Dilimi
(X, <) bir iyisiralama olsun. I ¢ X bir altkii-
me olsun. Eger her x, y € X i¢in,
y<x el
kosullar1 dogru oldugunda,
yel

oluyorsa, I'ye bagslangi¢c dilimi (Ingilizcesi initi-
al segment) ad1 verilir. Ornegin, her a € X igin,

{xe X:x<a}
ve

{xe X:x<a}
kuimeleri X’in birer baslangi¢ dilimleridir. Eger
bir baslangic dilimi X’ten degisikse, 0 zaman bu
baslangi¢ dilimi, belli bir a € X igin,

{xe X:x<a}
kiimesine esit olmalidir. Nitekim I < X bir bas-
langi¢ dilimi olsun. @, X \ I kiimesinin en kiiciik
elemani olsun. Elbette {x € X : x < a} c I. Diger
istikameti kanitlayalim. x € I olsun. Eger a < x
ise baglangi¢ diliminin tanimindan dolayi a € T
olmaly, ki bunun yanlis oldugunu biliyoruz. Eger
a = x ise, o zaman a = x € [ olur, gene yanlis.
Demek ki x < a. Istedigimizi kamitladik.

Eger X ve Y’den biri sadece bu x,, ve y,, eleman-
larindan olugsmugsa, o zaman, bu elemanlardan
olugsandan (asagidaki resimde X’ten) digerinin bag-
langi¢ dilimine giden bir esyap1 fonksiyonu vardir.

Eger hem X’te hem de Y’de eleman kalmugsa,
X4 Ve Y, kalan elemanlarin en kii¢iigii olsun.
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Bunu boylecene siirdiirebiliriz ve X ya da
Y’nin elemanlarini bir zaman sonra tiiketebiliriz.
Boylece, once tiitkeneni digerinin bir baglangic dili-
mine gomebiliriz... gibi bir hisse kapilabilir insan
ilk anda ama ikinci anda bundan matematiksel
olarak hentiz emin olamayacagimizi anlariz...

Yukardaki akil yliritmenin beyne degil hislere
hitap ettiginin farkina vardiniz mi? Matematikte
“bunu boylecene stirdiirebiliriz” diye bir tiimce ya-
zilamaz, boyle bir tiimce ancak yazin sanatinda yer
alabilir. Oysa burada matematik yapilmaktadir.

Bu yazida yukardaki edebiyati matematige do-
nugtirerek su teoremi kanitlayacagiz

Teorem A. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama ol-
sun. O zaman ikisinden birinden digerinin bir bas-
langi¢c dilimine giden bir esyapi fonksiyonu vardir
ve bu esyapi fonksiyonu bir tanedir.

Ayrica her ikisinden de digerinin baglangi¢c di-
limine giden esyap: fonksiyonlart varsa, bu esyap:
fonksiyonlar esyapr eslemeleri (izomorfizmalar)
olmak zorundadirlar.

Teoremi soyle yazmay tercih ediyoruz:

Teorem A. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama ol-
sun. O zaman ikisinden biri digerinin baslangi¢ di-
limine gomiiliir.

Ayrica ber ikisi de digerinin baglangi¢c dilimine
gomiiliiyorsa, bu gommeler esyapi eslemeleri (izo-
morfizma) olmak zorundadirlar.

Matematiksel tanimi verelim de sonradan ma-
raza ¢ikmasin. (X, <) ve (Y, <) birer iyisiralama ol-
sun. f : X — Y siralamayi koruyan bir fonksiyon ol-
sun, yani xq < x, i¢in f(x1) < f(x,) olsun. Bir de ay-
rica f(X)in Ynin bir baglangigc dilimi oldugunu
varsayalim. O zaman f’nin X’in Y’nin bir baglangi¢
dilimine gomiiliisii oldugunu ya da f’nin X’i Y’nin
bir baglangic dilimine gémdiigiinii ve X’in Y’nin
baslangi¢ dilimine gomiildiigiinii soyleyecegiz.

F 7 /7

X’in Y’nin bir baglangi¢ dilimine gomiiliigti

Y

Teoremi kanitlamak biraz zaman alacak. lyisi-
ralamalarda tiimevarimla kanit ilkesini sik sik kul-
lanacagiz. (Bkz. sayfa 43-44.)

Bundan boyle X ve Y, iyisiralanmus birer kiime
simgeleyecekler.
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Baglangi¢ Dilimleri. Timevarim ilkesini kulla-
nabilmek i¢in bir iki tanima ihtiyacimiz var.

Eger I # X bir baslangi¢ dilimi ise, I+, X \ I kii-
mesinin en kii¢iik elemanini simgeleyecek. Yani I+,
X’in Pnin biitiin elemanlarindan daha biiytik olan

I I+

X

en kiiciik elemanidir. Demek ki I = {x € X : x < I*}.
(Bir onceki sayfadaki gri kareye bakin, bu I+ ora-
daki a.) Bu arada I U {I*} kimesinin de bir baglan-
gi¢ dilimi olduguna dikkatinizi ¢ekerim.

Yukarda soylenenlerden hemen su sonug cikar:

Onsav 1. Eger 1 ve ], X’in birer baslangic kii-
mesiyse,yal < Jyada ] c L

Kanit: Eger I ya da ], X ise, sorun yok. Boyle ol-
madigini varsayalaim. Eger [+ < J+ ise I ], aksi hal-
deJc L O

Asagidaki sonug¢ da yukardakinden ¢ikar ama
biz gesni olsun diye bagka bir kanit verecegiz.

Onsav 2. g, elemanlar: X’in bazi baslangi¢ di-
limlerinden olusan bir kiime olsun. O zaman U g,
yani \Jy ¢ ., I bir baslangi¢ dilimidir.

Kamt: x € Uy ., I ve y < x olsun. Demek ki
bir I € o igin x € I. Ama I bir baglangi¢ dilimi.
Demek ki y € I. Dolaywsiylay e Uy ., L. O

Alistirma. {I*: I € p} kiimesiyle (Uy o, I)*
elemani arasinda nasil bir iligki vardir?

Bir sonraki 6nsavin tiimevarimda nasil kullani-
lacagini gormek igin kahin olmaya gerek yok.

Onsav 3. f, X’in Y’nin bir baslangi¢ dilimine bir
gomiiliisii olsun. 1, X’ in bir baslangi¢ dilimi olsun.

a) O zaman f(I), Y'nin bir baslangi¢ dilimidir.

b) Eger I = X ise, f(I*) = f(I)*.

Kamt: a) y; € f(I) ve y, < y; olsun. y,’nin
f(Iyde oldugunu kanitlayacagiz.

Madem ki y; € f(I), f(xq) = y; esitligini sagla-
yan bir xq e I vardur.

y1 € f(X) ve f(X) bir baglangi¢ dilimi oldu-
gundan, y,’den kiciik olan y, de f(X)’in bir ele-
manudir. f(xy) = y, esitligini saglayan bir x, € X
elemani alalim. f(x,) = y; < y1 = f(xq) oldugun-
dan, x, < xq olmali. Ama x € I. Demek ki x, € I

ve y, = flx) € f(I).
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o

f

Vi = f(xl)

. Y
Y

b) I+, I'nin butiin elemanlarindan daha buyiik
oldugundan, f(I+), f(I)’nin butin elemanlarindan
daha biiytik olmali. Demek ki f(I)* < f(I*). Dola-
yisiyla (f(X) bir baglangic dilimi oldugundan) f(I)*

1

a

e )

X

Y

f

e f(X) ve bir x € X i¢in, f(x) = f(I)* olmali. f(x)
= f(I)* < f(I*) oldugundan, x < I+ olmal.. Eger x <
I*+ ise, 0 zaman x € I ve f(x) e f(I) olur ki bu da
flx) = f(I)* ¢ f(I) ile geligir. Demek ki x = I+. O

Onsav 4. X’ten Y’nin bir baslangi¢ dilimine en
fazla bir tane gomme vardur.

Kanit: f ve g, X’ten Y’nin bir baglangi¢ dilimi-
ne giden iki gdmme olsun. Her x € X i¢in f(x) =
g(x) esitligini kanitlayacagiz. Demek ki,

A={x e X: flx) = glx)}
tanimini yaparsak, A’nin X’e esit oldugunu kanit-
lamamiz gerekiyor. Tiumevarimla kanit ilkesini
kullanacagiz.

x € Xolsunvel={y e X:y < x} kiimesinin
A’nin bir altkiimesi oldugunu varsayalim. Eger
x’in de A’da oldugunu kanitlarsak, timevarim il-
kesine gore A’nin X’e esit oldugunu kanitlamis ola-
cagiz ve onsavimiz kanitlanmis olacak.

Ama x = I* ve Onsav 1b’ye gore, f(x) = f(I*)
= f(I)* = g(I)* = g(I*) = g(x). Demek ki x € A. O

Yukardaki 6nsava gore X’in bir baglangi¢ dili-
minden Y’nin bir baglangi¢ dilimine en fazla bir ta-
ne gomme vardir. Nitekim eger I, X’in bir baglangi¢
dilimiyse, Onsav 4’ii X yerine I’ye uygulayabiliriz.

Onsav 5. Ozdeslik fonksiyonu 1d, X’ten X’in
bir baslangi¢ dilimine giden bir gémmedir. Onsav
4ten dolayr baska da boyle bir gomme yoktur. O

Teoremin Birinci Yarisinin Kaniti: @, Y’nin
bir baslangi¢ dilimine gomiilen X’in baslangi¢ di-
limleri kiimesi olsun. Yani,

@ ={I < X : I baslangi¢ dilimi ve
Pden Y’nin bir baslangi¢
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dilimine giden bir gomme var}
olsun.

Onsav 4’ gore, eger [ € ¢ ise, Pden Y’nin bir
baslangic kiimesine giden sadece bir tane gomme
vardir. Bu gommeye f; adini verelim.

Eger I ve ], X’in iki baslangic dilimiyse, Onsav
PegoreyalcJyada]c I DiyelimIc . f; gom-
mesi J’den Y’ye gidiyor ve I c ] oldugundan, f;
fonksiyonunu I’ de degerlendirebiliriz. Simdi x € I
icin, fy(x) = f(x) esitligini savliyorum ve hemen
kanita gegiyorum.

Y

[y fonksiyonunun Iye kisitlanmasina fy; diye-
lim. Yani, fy; fonksiyonu, her x e I iin,
Frilx) = flx)
kuraliyla tanimlanan P’den Y’ye giden fonksiyon-
dur. fy(I) = f)(I) oldugundan, Onsav 3’e gore
fyu(l) bir baslangi¢ dilimidir. Demek ki fy; de f;

X

gibi, ’den Y’nin bir baglangi¢ dilimine giden bir
gomme. Onsav 4’e gore,

fri=1r
Demek ki, her x € I igin, f(x) = frilx) = f(x).

Simdi Z = Up = U, I olsun. Z'nin ’de ol-
dugunu kanitlayacagiz. Bu da Z’nin ’nin en bii-
yitk elemani oldugunu gosterecek, ciinkii ne de ol-
sa Z, ’nin elemanlarinin birlegimi.

Onsav 2’ye gore Z, X’in bir baslangic dilimi-
dir. Z’den Y’ye giden bir f fonksiyonu tanimlaya-
cagiz. x € Z olsun. O zaman bir [ € @ igin x € I.
Simdi f(x)i fi(x) olarak tanimlayalim. Bu tanim
yasaldir ¢unkii, I yerine, x’in i¢inde bulundugu bir
baska | € o segseydik, bir tistteki paragrafta yap-
tiklarimizdan dolay1 fi(x) = fj{x) olur. Yani
f(x)in tanimi, segilen I baglangi¢ diliminden ba-
gimsizdir. Bu da tanimin yasal oldugunu gosterir.

Simdi f’nin siralamaya saygi duyan bir fonksi-
yon oldugunu kanitlayacagim. Bunun kaniti ol-
dukga kolay. y < x € Z olsun. Demek ki bir [ €
icin x € I. O zaman y de I’de. Demek ki,

F) = f1y) < filx) = f(x).
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Boylece f’nin siralamaya saygi duydugunu kanitla-
mis olduk.

Onsav 3a’dan dolay1 f(Z)’nin Y’nin bir baslan-
gi¢ dilimi oldugunu biliyoruz. Demek ki f, Z’den
Y’nin bir baslangi¢ dilimine bir gomme. Dolayisiy-
laZ € g ve Z, ¢’nin en buyiik elemani. Durum

lf
[(Z)

Eger Z = X ise igsimiz bitmistir, ¢iinkii o zaman

soyle:

Y

X, Y’nin bir baglangi¢ dilimine gomdiliir.

Z=X

f(Z)

Eger f(Z) = Y ise de isimiz bitmistir, ¢unkii o
zaman Y, f~1 sayesinde X’in bir baslangic dilimine
(Z’ye) gomiliir.

Simdi Z # X ve f(Z) # Y varsayimlarini yapa-
lim. Bir geliski elde edecegiz. Bu durumda Z+ ve
f(Z)* elemanlar1 vardir. Simdi X’in Z U {Z*} bas-

VAR
S

langi¢ kiimesinden Y’nin f(Z) U {f(Z)*} baslangi¢
kuimesine giden ve siralamay1 koruyan bir fonksi-

yon bulabiliriz. Bunun i¢in, Z tizerine tanimli olan
fyi Z+ elemanini f(Z)* elemanina gotiurecek bi-
¢imde genigletmek yeterli. Ama o zaman da Z U
{Z*} € p olur. Bu da Z’nin g’nin en buyiik ela-
mani olmasiyla gelisir. O

Teoremin Ikinci Yarisinin Kanmiti: f, X’ten
Y’nin bir baglangi¢ dilimine giden bir gémme ol-
sun. g, Y’den X’in bir baslangi¢ dilimine giden bir
X

LA
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gomme olsun. O zaman, g 1 f, X’ten X’in bir basg-
langi¢ dilimine giden bir gommedir. Onsav 4’e g6-

gif( glf/’t g/

¥

re g | f =1Id. Demek ki her x € X igin g(f(x)) = x.
Dolayisiyla g ortendir, yani bir esyap1 eslemesidir.

: X
5 flg:Id/ Yooy
/g o
"X

Eger f orten degilse, 0 zaman Y’de f(X)* diye
bir eleman vardir. Elbette her x € X i¢in, f(x) <
f(X)*. Bu esitsizligin her iki tarafina da g’yi uygu-
larsak, her x € X icin, x = g(f(x)) < g(f(X)*), yani

x < g(f(X))
olur. Bu esitlikte eger x = g(f(X)*) alirsak, ki g or-
ten oldugundan bunu yapabiliriz, bir celigki elde
ederiz. Demek ki f de ortendir, yani f de bir esya-
p1 eslemesidir. O

Yukardaki teoremin kanitindan asagidaki so-
nug cikar:

Kanitin Sonucu 6. X ve Y birer iyisiralama ol-
sun. O zaman, Y’ nin bir baglangi¢ dilimine gomii-
len X’ in bir en biiyiik Z baglangic dilimi vardir ve
bir tanedir. Ayrica eger Z # X ise bu gomme orten
olmak durumundadir, yani Z ~ Y’ dir.

ﬁ
[(Z)=Y

~ @~

Nitekim kanitta bulunan X’in Z altkiimesi

tam bu baglangi¢ dilimidir.

Teorem B. X’in her altkiimesi (iyisirals bir kii-
me olarak) X’ in tek bir baslangic dilimine ve tek
bir bicimde gomiiliir.

=
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Teoremin Tartigmasi. Yukardaki sekilden de
goriilecegi tizere X’in Y altkiimesini sola kaydiraca-
giz. Sorun, bu “sola kaydirma”y1 matematikge ifade
edip teoremi kanitlamak. Ve aslinda teoremi kanit-
lamakta kargilagilan tek sorun bu.

Teorem, solda her zaman Y i¢in yeterince yer ol-
dugunu soyliiyor. Yani arka kapidan binilen bir
otobuste, ayaktaki yolcular 6n kapiya dogru ilerle-
yip yanyana durabilirler, yolcular 6n kapiya dogru
ilerlediklerinde arkada yer acilir, otobiiste yer kal-
mamasi diye bir sorun yasanmaz, yolcu sayisi son-
suz, hatta ¢cok ¢ok sonsuz bile olsa...

Benim engin deneyimime gore birinci sinif ma-
tematik ogrencileri burada neyin kanitlanmas: ge-
rektigini anlayamiyorlar. “Elbette Y’nin elemanla-
rin1 sola dogru itekleyebiliriz” diyorlar. Belki Y
sonluysa ‘elbette’ de, Y sonsuz oldugunda “elbet-
te” kamit1 hafif kacabilir. Ayrica, bariz bile olsa,
matematikte her seyin kanitlanmasi gerekir.

Bir derste iki saatimi bu ‘itelemenin’ hi¢ de ba-
riz olmadigini, burada bir seylerin kanitlamas: ge-
rektiginin anlagilmasina harcadigimi animsiyorum.
Ogrencilerden 1srarla “sola kaydirmayir” matema-
tikceye cevirmelerini istedim. Sonunda buldular.
“Sola kaydirmak” demek “f gommesi artmayan
bir fonksiyondur” demektir, yani her y € Y icin
fly) £ vy esitsizligi gegerlidir demektir. “Y’yi sola
kaydirmak” edebiyattir, oysa

“her y € Yigin f(y) <y”
matematiktir. (Bkz. asagidaki kanittaki Arasav.)

Ogretmen arkadaslarima yukardaki asamayi
wsrarla ogrencilere atlatmalarini oneririm. Bu alig-
tirma matematigin ne oldugunu 6gretme konusun-
da son derece faydalidir.

Teoremin Kamiti: X’in altkiimesine Y diyelim.
Y de iyisirali bir altkimedir (iyisiralamayr X’ten
miras almigtir.) Yukarda kanitladigimiz teoreme
gore ya X, Y’nin ya da Y, X’in bir baslangi¢ dilimi-
ne gomiilir. Dolayisiyla eger X, Y’nin baglangi¢ di-
limine gomulmilyorsa o zaman teoremimiz kanit-
lanmigtir. Ama ne yazik ki X bazen Y’nin baglan-
gic dilimine goémiilebilir. Ornek: X =N ve Y = N\
{0} ise, f(x) = x + 1 fonksiyonu X’i Y’ye (ki Y,
Y’nin bir baglangic dilimidir) gomer. Dolayisiyla
bu kanit denemesi fiyaskoyla sonuglanir.

Bir bagka yol bulmaliyiz.

Biraz once c¢ikardigimiz sonucu (Sonug 6’y1)
kullanacagiz. O sonugta X ile Y’nin yerlerini degis-
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tirelim. O zaman X’in bir baslangi¢ dilimine gomu-
len Y’nin en buyiik bir basglangi¢ dilimi vardir. Bu
baslangi¢ dilimine Z diyelim. Z’nin Y’ye esit oldu-
gunu kanitlamak istiyoruz.
Z’yi X’in baglangic dilimine gomen gommeye
de f adini verelim.

Z’nin Y’ye esit olmadigini varsayip bir geligki el-
de etmeye ¢alisalim. Eger Z # Y ise, 0 zaman Sonug
6’ya gore f(Z) = X olmali. (Kaniti animsayin: Yok-
sa f’yi bir adim daha genisleterek Z’den daha biiyiik
bir baglangi¢ dilimi bulabiliriz ve bu bir celigki olur.)

Arasav. Her z € Z icin f(z) < z.
Savin Kaniti: Savi tiimevarimla kanitlayacagiz.
A={zeZ:f(z)<z}
olsun. A’nin Z’ye egit oldugunu timevarimla ka-
nitlayacagiz. Bir 2y € Z icin, Z’nin zy’dan kigitk
elemanlarinin A’da olduklarini varsayip, z elema-
ninin A’da oldugunu kanitlayalim. Yani
I={zeZ:z<z)}cA

varsayiuminda bulunup z; € A iligkisini kanitlayalim.
Ama I+ = 2 ve Onsav 3b’ye gore
) flzg) = FI*) = FI)
Ote yandan her z € I < A igin, f(z) £ z < zp. De-
mek ki zg, f(I)’nin her elemanindan daha buyiik,
yani f(I)* € zo. Bundan da f(zq) = f(I*) = f(I)* <
2o ctkar. Arasavimiz kanitlanmugtir.

Simdi teoremin kanitinin sonunu getirebiliriz.
Eger Z # Y ise, 0 zaman Y \ Z bogkiime degildir.
Y \ Z kiimesinden bir y elemani alalim. O zaman,
her z € Z i¢in, f(z) < z <y. Dolayisiyla y, f(Z)’de de-
gil. Demek ki f(Z) # X ve bu Sonug 6’yla ¢elisir. O

Sonug 7. Eger bir X iyisralamasindan bir Y
iyistralamasina giden siralamayi koruyan bir fonk-
siyon varsa, o zaman X’ten Y’nin bir baslangi¢ di-
limine giden bir (ve bir tek) gomme vardir. %

oynandi xx



