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Godel'in Eksiklik Teoremi

11 1900. Aydinlanmadan beri bilime, dolayi-

1 siyla matematige olan inang giderek artmak-
tadir. Insanlik biiyiik bir iyimserlik icinde-

dir. Fransiz Henri Poincaré’yle birlikte zamaninin en
biiytik iki matematikgisinden biri olan Alman David
Hilbert dogru olan her seyin kanitlanabilecegi ve ay-

rica matematigin geligkisiz oldugu savlarimi ortaya
atar. Kanit1 yoktur ama 6yle olmali diye dugiintir.

David Hilbert, 1932'de

Y1l 1931. David Hilbert 70’ine merdiven daya-
mustir ve daha 12 yil yasayacaktir. Kurt Godel ise
25 yaginda gencecik bir matematikgidir. Birinci sa-
ninin yanhs oldugunu kanitlar: Dogru olan her sey
kanitlanamaz! Buna Eksiklik Teoremi ad1 verilir.

Kanitlanan her 6nerme dogrudur, bunu anla-
mak kolay. “Her dogru 6nerme kanitlanir mi?”
sorusu ¢ok ¢ok daha zor.

Godel ayrica matematigin celigkisiz oldugunun
kanitlanamayacagini da kanitlar! (Matematigin ge-
ligkili oldugu - eger matematik celigkiliyse elbet! -
kanitlanabilir; bunun igin 6rnegin 1 = 2 esitligini
kanitlamak yeterlidir.)

Boylece iyimserlige biiyuk bir (hatta iki!) dar-
be vurulmustur. Matematik sanildig1 gibi her seye
muktedir degildir...

“ Bogazici Universitesi Bilgisayar Miihendisligi Béliimii 6gretim
uyesi.
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Eksiklik Teoremi matematik ve evren hakkin-
daki dustincelerimizi derinden etkilemistir.

Bu yazida niyetim, Eksiklik Teoremini kendi
anladigim gekilde ana hatlariyla, herkesin anlayabi-
lecegini umdugum bir bigimde anlatmak.

Program. Once azicik programlardan sozetme-
liyiz. Kaygilanmayin, ¢ogu okurun bilgisayar prog-
ramlamayi bilmedigini biliyorum. (Bence matema-
tikle ilgilenen biri igin buiytk eksiklik ama neyse...)
Bu ylizden bu yazidaki tim programlari Tirkce
yazacagim. Ama bunun karsihginda, gerektiginde
tium yazdiklarimin bi¢imsel bir programlama diline
cevrilebilecegine inanmanizi isteyecegim.

Belli bir isi yapmak icin tasarlanmis sonlu bir
komut dizisine program denir. Ornegin,

1. A kdgidina “Merhaba” dizisini yaz.
bir programdir.

Dizi, harf, noktalama isareti, rakam, bilumum
matematiksel simgeler ve hatta “bogluk” gibi bu
dergide gorilebilen simgelerden canimizin istedigi
kadarini yanyana yazarak elde edebilecegimiz son-
lu bir metin demektir.

Bir programi ¢alistirmak, programin dedikleri-
ni sirayla yapmak demektir. Yani aslinda “caligan”
program degil, onun dediklerini yapan her kimse o
oluyor, ama bu kelime dile yerlesmis bir kere.

Sozgelimi, yukaridaki programi caligtirdigi-
mizda yapmamiz gereken, “Merhaba” kelimesini
bu is i¢in 6nceden hazirladigimiz A adint verdigi-
miz bir kagida yazmaktir. Daha karmasik prog-
ramlarda birden fazla kagit kullanildigindan, prog-
ramda kullanilan kigitlara A, B gibi adlar verilir.

“Bellek yetersiz” gibi uyarilara maruz kalma-
mak i¢in bu kagitlarin sonsuz boyda oldugunu, ya-
ni Ustlerinde yazili olan metnin 6ncesine veya son-
rasina ne kadar ¢ok yeni sey yazarsak yazalim ka-
gitlarin dolmayacaklarini varsayacagiz. Yalniz ya-
zilan her seyin uzunlugu her an sonlu olacak.

Azicik daha karmagik bir program gorelim:

1. A kdgidina “ mudir” dizisini yaz.
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2. A’daki metni B kagidina kopyala.
3. A’daki metnin ardina iki kez B’deki metni,
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sonra da dizisini yaz.

Bu yeni programun ilkinden iki farki var. Birin-
ci fark, ilki gibi tek degil, ardarda ¢ komuttan
olugsmasi. Programi c¢alistirdigimizda bu ti¢ komu-
tu bu sirayla ardarda uygulamamiz gerekli. Ikinci
fark da, bu programda iki kagidin kullanilmas:.
Kugkusuz, bu programin yaptigi isin aynisini su
daha kisa programin ¢ok daha dolambagsiz bir ge-
kilde yapabilecegini farketmigsinizdir:

1. A kagidina “ midir midir miadir?” dizisi-
ni yaz.

2. B kagidina “ midiir” dizisini yaz.

Duran ve Durmayan Programlar. Su programa
bakalim:

1. A kagidin sil.

2. B kagidini sil.

3. A’daki diziyi B’deki dizinin sagina kopyala.

4. A kagidindaki diziyi sil, yerine siralamada
ondan bir sonra gelen diziyi yaz.

5. 3 numarali komuta don.

Bu programin ne yaptigini anlayabilmemiz igin
dizilerin kendi aralarinda nasil siralandiklarin: bil-
memiz gerekli. I¢inde hicbir sey yazmayan diziye
bosdizi denilir. Bosdizi, dizilerarasi siralamanin ilk
elemanidir. Diger dizileri siralayabilmemiz igin,
once kullandigimiz simgeler arasinda bir siralama
tammlamamiz gerekir. Ornegi kolaylastirmak icin
dizilerimizde sadece Tirkge biiyiik harflerin kulla-
nilabildigini varsayalim ve bunlarin da alfabe sira-
sina gore siralandiklarini (yani A’nin ilk, Z’nin de
son simge oldugunu) disiinelim. Bu durumda fark-
l1 iki diziden hangisinin siralamada daha once gel-
mesi gerektigi, su iki kural kullanilarak belirlenir:

i. Eger dizilerin boylari (i¢lerindeki simge sayi-
s1) farkliysa, kisa olan once gelir.

ii. Aksi takdirde, iki diziyi soldan saga dogru
simge simge karsilastiririz. Once hangisinde 6bii-
riindeki simgeden once gelen bir simge goriirsek
once gelmesi gereken dizi odur.

Yani dizileri 6nce uzunluklarina gore sonra al-
fabetik siralamalarma gore siraliyoruz. Ornegin
“MUDUR” dizisi “MOTORLAR” dizisinden 6n-
ce, ama “MOTOR?” dizisinden sonra gelir.

Simdi programimizi inceleyebiliriz. Baglangicta
iki kagidi da sildigimizden ikisinin de i¢inde bosdi-
zi yazili. Dongliniin iginde siirekli B kagidindaki
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Kurt Godel

metni uzatiyoruz. Nasil? Her donuste sagina sira-
daki diziyi ekleyerek. Yani B kagidina (yine sadece
Tirkge buyuk harfleri kullandigimizi varsayarak)
“ABCCDEFGGHIJKLMNOOPRSSTUUVYZA-
AABACAC...” diye baslayan ve hi¢ bitmeyecek bir
metin yazmakla megguliz. (Siralamamizda Z’den
sonra AA gelir, daha sonra da sirayla AB, AC, AC,
..., AZ,BA, BB, ..., ZZ, AAA, ...)

Icinde dongii olan her program ille de sonsuza
dek calisacak diye bir zorunluluk yok. S6zgelimi:

1. A kagidin sil.

2. B kagidin sil.

3. A’daki diziyi B’deki dizinin sagina kopyala.

4. A kagidin sil, yerine siralamada ondan bir
sonra gelen diziyi yaz.

5. A’daki dizide 1’den fazla simge varsa DUR.

6. 3 numarali komuta don.

DUR komutu, uygulandiginda program calis-
masini oracikta bitirir. Yani yukaridaki programin
calismasi sonlu sayida adimdan sonra duracak, ve
(vine sadece Tiirkce biiyiik harfleri kullandigimizi
varsayarsak) o anda A kagidinda AA, B kagidinda
da ABCCDEFGGHIIJKLMNOOPRSSTUUVYZ
metni yazil olacaktir.

Godel Teoremi. Gordiigumiiz gibi, kimi prog-
ramlar sonsuza dek ¢aligiyor, yani hi¢ durmuyor, ki-
mileriyse sonlu sayida adimdan sonra duruyor. Boy-
lece programlar kimesini “duranlar” ve “durma-
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yanlar” olarak ikiye ayirabiliriz. Ayrica “Falanca
program sonlu zamanda durur” veya “Filanca prog-
ram durmaz” gibi 6nermeler kurup bunlarin dogru-
lugunu ya da yanhshgini kanitlamaya ugrasabiliriz.
Artik Godel Teoremi’ni yazabilecek asamaya geldik:

Teorem. Programlarin durma ya da durmama
ozelliklerinin kamtlanabildigi ve kanitlanabilen tiim
onermelerin dogru oldugu her bicimsel sistemde ka-
mitlanamayan dogru onermeler vardir.

Ustelik, birazdan gorecegimiz iizere, kanitlana-
mayan (ve teoremde varhigi soylenen) bu dogru
onermelerden birini acik¢a yazabiliriz de.

Kanit Kavrami. Burada “bigimsel” sozcugi
onemli. Onermelerimizi fazlaca “elastik” olan
Turkge gibi “dogal” dillerle degil, her timceye tek
bir anlam yiklenebildigi bicimsel bir yazim sekli
kullanarak ifade etmeliyiz, 6rnegin

sonsuz sayida asal sayi vardr
demek yerine

Vg3plp>qgaVxyx,y>1->xy+p)l
demek gibi. Ayni sekilde kanitlarimiz da bicimsel
olmali. Bigimsel kanit ne demek peki?

MD’nin gegen sayisinda (sayfa 97-98) anlatildi-
g1 gibi, her kanit, belit (aksiyom) adini1 verdigimiz,
dogrulugu tartismasiz kabul edilen kimi onermeler-
den baglayip, yine dogrulugu tartisgilmayan kimi ba-
sit ¢tkarum kurallar: kullanilarak yeni onermelerin
ardarda yazilmasindan olugur. Sistemimizde kullan-
maya karar verdiginiz belitlerin (tabii ki bicimsel ya-
zimla) mevecut oldugunu, kanitlarin bir satirindan
otekine giderken kullanilabilecek ¢ikarim kurallari-
nin da en bastan belirlenip sisteme yerlestirildigini
varsaytyoruz. Bu durumda O,, 6nermesinin bigimsel
kamti derken, her O; énermesinin ya belitlerimiz-
den biri oldugu ya da kendisinden 6nceki énermele-
re dayanilarak ¢ikarim kurallariyla olusturuldugu
04, Oy, ...
Epeyce ugragsmay goze alirsak her diizgiin Tirkge

, O,, seklindeki bir diziyi kastediyoruz.

kanit1 bu bigimsel dile ¢evirebiliriz.

Verilen herhangi bir bigimsel kanitin hatali
olup olmadigi, yani icindeki tiim onermelerin ger-
cekten de kendilerinden 6nceki 6nermelerden ve
belitlerden ¢ikip ¢ikmadigi otomatik olarak (yani
bir bilgisayar programinca) kontrol edilebilir. Iste
bigimsel kanitlarin glizelligi budur. Turkge kanitlar
i¢in ayni isi yapmak ¢ok ama ¢ok daha zordur.
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Godel Teoremi’nin Kaniti: Kanitlanamaz dog-

ru onermeler icerdigini kanitlayacagimiz bicimsel
sisteme S diyelim. $’nin belitlerine ve ¢ikarim ku-
rallarina dayanarak K kagidina yazdigimiz herhan-
gi bir dizinin S’ye gore dizgiin bir kanit olup olma-
digini kontrol eden programi yazip bir kenarda ha-
zir tutalim. Bu programi, asagida yazacagimiz da-
ha buiyiik bir programin bir pargasi olarak 6nemli
bir is i¢in kullanacagz.

Simdi S sisteminde bicimsel kaniti olmayan bir
onerme yazacagiz. Once birinci komutu olmayan
su programa bakalim:

2.B kagidindaki metni A’ya tirnak icine
alarak kopyala.

3.“1. B kagidina ” dizisini, A’nin igerigini
ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu sirayla B’deki met-
nin oncesine yaz.

4. B’deki metnin oncesine ve sonrasina tir-

[3

nak isaretleri koy, ardina da “ programi dur-
maz” dizisini yaz.

5. K kagidini sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sis-
temine gore kanitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan
bir sonra gelen diziyi yaz.

8.6 numarali komuta don.

Bu programi Q simgesiyle kisaltalim.
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Simdi, bu Q programinin bagina
1. B kagidina Q dizisini yaz.
komutunu koyarak yeni bir program elde edelim.
Bu programa P diyelim. Q uzun bir dizi oldugun-
dan, birinci komutta Q dizisini olusturan simgele-
ri tirnak igine alip yazalim ki bir karigiklik olma-
sin. Iste P’nin acik hali:

1. B kagidina

“2. B kagidindaki metni A’ya tirnak
icine alarak kopyala.

3.“1. B kagidina ” dizisini, A’nin ige-
rigini ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu siray-
la B’deki metnin 6ncesine yaz.

4. B’deki metnin Oncesine ve sonrasi-
na tirnak isaretleri koy, ardina da “ prog-
rami durmaz” dizisini yaz.

O —

> 5. K kagidinu sil.
6.Eger K’deki metin B’deki onerme-
nin S sistemine gore kanitrysa DUR.
7.K’deki diziyi sil, yerine siralamada
ondan bir sonra gelen diziyi yaz.
8. 6 numarali komuta don.”

dizisini yaz.

2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine
alarak kopyala.

3.“1. B kagidina ” dizisini, A’nin icerigini
ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu sirayla B’deki
metnin Oncesine yaz.

4. B’deki metnin 6ncesine ve sonrasina tir-
nak isaretleri koy, ardina da “ programi dur-
maz” dizisini yaz.

5. K kagidinu sil.
6.Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S
sistemine gore kanitiysa DUR.

7.K’deki diziyi sil, yerine siralamada on-
dan bir sonra gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta don.

Kanitlanamayacagini iddia ettigimiz 6nermemiz
P programi durmaz

olsun. Bu 6nermenin S sisteminde kanitlanamaya-
cagim kanitlayacagiz. Burada da P derken P’yi
olusturan simgelerin tirnak icine alinmig halini kas-
tediyoruz.

Komutlar: sirasiyla calistirip programin davra-
nigini anlamaya ¢alisalim. Ilk komut, B kagidina O
dizisini yazmamizi sdylityor. Bunu yapalim. Iste B
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kagidinin su anki hali:

2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igine ala-
rak kopyala.

3.“1. B kdgidina ” dizisini, A’nin igerigini
ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu sirayla B’deki met-
nin oncesine yaz.

4. B’deki metnin oncesine ve sonrasina tir-
nak isaretleri koy, ardina da “ programi dur-
maz” dizisini yaz.

5. K kagidinu sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sis-
temine gore kanitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan
bir sonra gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta don.

Simdi programimizin ikinci komutunu uygula-
digimizda A kagidina ayni dizi tirnak iginde yazil-
mus olur.

Ugiincii komutu uyguladigimizda B’de olusan
dizi P adin1 verdigimiz programimizin ta kendisidir:

1. B kagidina

“2. B kagidindaki metni A’ya tirnak igi-
ne alarak kopyala.

3. “1. B kidgidina ” dizisini, A’nin ige-
rigini ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu siray-
la B’deki metnin Oncesine yaz.

4. B’deki metnin Oncesine ve sonrasina
tirnak igaretleri koy, ardina da  progra-
mi1 durmaz” dizisini yaz.

5. K kagidin sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin
S sistemine gore kanitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada
ondan bir sonra gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta doén.”

dizisini yaz.

2. B kagidindaki metni A’ya tirnak icine ala-
rak kopyala.

3.“1. B kdgidina ” dizisini, A’nin igerigini
ve “ dizisini yaz. ” dizisini bu sirayla B’deki met-
nin oncesine yaz.

4. B’deki metnin Oncesine ve sonrasina tir-
nak isaretleri koy, ardina da “ programi dur-
maz” dizisini yaz.

5. K kagidinu sil.

6. Eger K’deki metin B’deki 6nermenin S sis-
temine gore kanitiysa DUR.

7. K’deki diziyi sil, yerine siralamada ondan
bir sonra gelen diziyi yaz.

8. 6 numarali komuta don.

WISTY Uaua[yq
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Yani programimizin ilk ti¢ komutunun islevi,
programin kendisinin bir kopyasim1 B kagidina
yazmaktir. Demek ki sadece canlilar degil, prog-
ramlar da treyebilirmis!

Simdi geldik dordiincii komuta. Bu komut uy-
gulandiginda B’de olusan cimle tanidik gelmeli...
Bu cumle S sisteminde kaniti olmadigini iddia etti-
gimiz onermenin ta kendisi. Yani su anda B’de

P progranu durmaz
yaziyor. Bundan sonra B degismeyeceginden, bun-
dan sonra B’de hep bu 6nerme yazacak.

Besinci adim pek bir sey yapmiyor. Bu adima
ikinci bir kez gelmeyecegiz. Bu adim, eger K kagi-
dina birileri haberimiz olmadan bir seyler karala-
migsa, bu karalamalarin temizlenmesini saghyor.

Programin geri kalan 6, 7 ve 8’inci adimlarinda,
goruldiugu gibi bir dongliye giriyoruz. Bu dongtiniin
her donusiinde K kagidinda yeni bir dizi bulunacak.
Siralamaya dikkat edildigi i¢in her tiirden harf, bos-
luk, noktalama isareti, simge vs. karigimi
eninde sonunda bu déngiiniin bir donii-
sunde K’de yazili olacak ve elbette olabi-
lecek tiim kanitlar er ya da ge¢ K’de be-
lirecekler. Yani eger B’de yazili olan
onermenin S sisteminde bir kanit1 varsa,
sonlu sayida donusten sonra o kanit
K’de yazili olacak, ve o doniiste kontrol
basariyla sonugladigindan program du- =
racak. Yok eger S’de bu onermenin bir
kanit1 yok ise 0 zaman bu dongiiden as- |
la ¢itkamayacagimizdan program hi¢ durmayacak.

Sozun kisasi, bu P programi, sadece ve sadece
kendi kendisinin durmayacagini sdyleyen

P programi durmaz
onermesi S’de kanitlanabiliyorsa duracak. Simdi
duisiinelim: Acaba programimiz duracak mi dur-
mayacak mi?

Eger P programi durursa, o zaman S sisteminde
P programi durmaz Onermesi kanitlanabiliyor de-
mektir. Yani sistem yanlig bir seyi kanithyor. Bu da
teoremimizin varsayimina aykiri olacaktir. Demek
ki programimiz durmayacak; o zaman da (bu prog-
ramin durmayacagni sdyleyen) dnermemizin dogru
oldugunu, ve fakat bunun S’de kanitlanamayacagi
sonucunu ¢ikarmak zorundayiz. Kanit bitmigtir! O

Godel teoreminin guzelligi, ondan “kagig” ol-
mamasindadir. S, caninizin istedigi herhangi bir be-
litler/¢ikarimlar sistemi olabilir. Sozgelimi, ¢agimiz-
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daki matematikgilerin “matematik” dedikleri sey
olabilir. Teoremimiz, eger S (matematikgilerin um-
dugu gibi) celigkisizse, 0 zaman S’de kanitlanama-
yan dogru bir 6nerme oldugunu gostermektedir.

“Peki ama,” diyebilirsiniz, “S’de kanitlanama-
yan bu yeni énermenin dogru oldugunu artik bildi-
gime gore, onu $’nin belitleri arasina eklesem, boy-
lece ‘otomatik olarak’ kanitlanabilir hale getirsem,
boylece her dogru onermenin kanitlanabildigi bir
sistem elde etmis olmaz miyim?” Olmazsiniz, ¢iin-
kii belitleri degistirdiginizde artik eski S sistemini
terkedip yeni bir sistem kullanmaya baglamig olu-
yorsunuz. Bu yeni sistemin adina § diyelim. Agik¢a
gortilebilir ki Godel teoremindeki teknigin aynisini
kullanarak bu sefer de (yine geliskisiz oldugunu
varsaydigimiz) S sisteminde kanitlanamayacak
dogru bir onermeyi yazabiliriz. Bu sonsuza dek
boyle gidebilir. Hem celigkisiz, (yani hicbir yanls
onermenin kanitlanamadigi,) hem de her dogru
onermenin kanitlanabilecegi bir sistem
yoktur, iste o kadar.

Tabii bir de soyle bir ¢6ziim var:
S’nin belitleri, dogru olan tim 6nerme-
ler olsun. Bu durumda dogru olan her
sey kanitlanabilir. Ama bu yeni S siste-
Il minin de séyle bir sakincasi vardir. Bir
dizinin bu yeni S sisteminde bir kanit
olup olmadigini anlayacak bir program
yazamayiz. Godel’in kaniti icin gelistir-
digimiz P programinin 6 numaral ko-
mutunu hatirlayin: Burada bir dizinin S sisteminde
bir kanit olup olmadigini anlayabilen bir program
kullaniyoruz. Eger tim dogru 6nermeler belitse, bu
programin isini yapabilmesi i¢in dogru 6nermeleri
yanhs olanlardan ayirdedebilmesi gerekir. Varsa-
yalim ki 6 numarali komutu yerine getirebiliyoruz,
yani S bu yetenege sahip. Simdi, bu yeni S sistemi
icin P programi durur mu durmaz mi? Eger “P
programi durmaz” Onermesi yanligsa, 0 zaman bu
onerme kanitlanamaz, kanitlanamadigindan da P
programi durmaz, yani énerme dogrudur (kanitla-
nan her onerme dogrudur); dogruysa da kanitlana-
bilir ve kanitlanabildiginden dolay: P programi du-
rur, yani onerme yanhstir, degil mi? Bu celigki bize
6 numarali komutla ilgili varsayimimizin yanlig ol-
masi gerektigini gosterir.

Sonug¢. Dogru onermeleri yanls onermelerden
aywrdedebilen bir bilgisayar programu yokiur. %



