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Dokuz Nokta (ya da Feuerbach) Cemberi

¢genin cemberleri deyince akla ilk gelen tigc-  Cevrel ¢cember merkezi O’yla, i¢ cember merkezi

genin cevrel cemberi ve i¢ ¢cemberi olur.  I’yla, dis cember merkezleri de 14, Ip ve I simge-
' Cevrel ¢émber, iiggenin ili¢ kosesinden de  leriyle gosterilirler. Iste resim:
gecen Cemberdir; ic cemberse licgenin U¢ kenarina
da icten teget olan ¢emberdir.

kenardan gegeceknr

Ucgenin cevrel cemberinin merkezi, ii¢ koseye esit
uzaklikta oldugundan, ii¢ kenarin ortadikmelerinin
kesigimindedir.

Bu yazimizda bunlar kadar ¢ok bilinmeyen

ama en az bunlar kadar 6nemli bir bagska ¢emberi
ve merkezini konu edecegiz: Dokuz nokta ¢emberi-
ni ve merkezini. Adindan da anlagilabilecegi tizere,

bu ¢ember, tizerinde ticgenin 9 6zel noktasini barin-

Uggemn i¢ cemberinin Varllgma (gene az sozle) §0yle dirir. Hangi noktalar mi? Az sonra
ikna olabiliriz: 1ki kenara teget olan kiigiik bir gember ¢izip )
bu ¢emberi gene ayni kenarlara teget olacak bicimde yavas Dogrusal olmayan her ii¢ noktadan tek bir
yavasg buyutelim. Bu gember%er bir zaman sonra

ficiincii cembere teget olacaktir. cemberin gectigini biliyoruz. O halde, ti¢genin ti¢
Uggenin i¢ cemberinin merkezi, her kogenin iki kenarina

esit uzaklikta oldugundan, icagiortaylarin kesisimindedir. ozel noktasindan geegen bir cember ucgenin 6zel bir

cemberidir.

Ilk anda akla gelmeyebilir ama iicgenin bagka Ornegin eger iicgen dik degilse, iicgenin ii¢
ozel cemberleri de vardir. Hem de “siiriistine bere-  yiiksekliginin ayagindan gegen c¢ember, iiggenin
ket” derler ya, o kadar. Ornegin, iicgenin kenarla-  6zel bir cemberidir. Bu iicgeni bir sonraki sayfada
rina digtan teget gemberler vardir. Ug tane olan bu  ¢izdik. Sekilde T noktasina F deseydik daha iyi
cemberlere de ticgenin dis teget cemberleri veya ki-  olurdu. Ancak F harfi geleneksel olarak (bu yazida
saca dis cemberleri denir. Bu cemberler 6zel olduk- ~ gorecegimiz) bir bagska nokta igin kullanilir.

larindan merkezlerine de ozel isimler verilmigtir.
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Uggenin ii% yikseklik ayagindan
gecen cember

A
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Uggenin ii¢ kenarortay
noktalarindan gecen ¢ember

A

Ucgenin ii¢ icagiortay ayagidan
gecen ¢ember

Ayni tiggenin (iicgen dik olsa da!) ti¢ kenaror-
tay ayagindan gecen cemberi de cizebiliriz. Ucge-
nin g icagiortay ayagindan gecen ¢cemberi de... Bu
i¢ cember yukarda goriiniiyor.

Ilk iki ¢ember ne kadar da birbirine benzi-
yor... (Mikroskapla bakmak lazim!) Bizimki de laf!
Sanki birbirine benzemeyen iki ¢ember olabilirmig
gibi... Ama bunlar bir bagka benziyorlar, sanki
benzemekten de ote esitler. Evet oyleler...

Bu egligi ilk olarak Euler 1765°da farketmis: Bir
tiggenin yiikseklik ayaklarindan gecen cember kena-
rortay noktalarindan da gecer.

Bu ¢emberin tizerinde su an 6 6zel nokta var.
Tahmin ettiginiz gibi 3 6zel noktadan daha gegtigi-
ni bulacagiz ama 6nce su ilk kismi bir kanitlayalim.

Alt1 Nokta Cemberinin Kaniti. ABC ii¢geninin
yitkseklik ayaklari sirasiyla D, E ve T olsun. ABC
tiggeninin yiiksekliklerinin DET {iggeninin i¢ agior-
taylari oldugunu MD-2004-I1I, sayfa 57°de kanit-
lamistik. (DET tg¢genine ABC tiggeninin ortik dic-
geni denir.)

[BC] kenarinin orta noktast M olsun. T, D, M,
E noktalarinin ¢gembersel oldugunu kanitlayabilir-
sek, aym1 kamit1 [AC] ve [AB] kenarlarinin orta
noktalar igin de yapabilecegimizden kanit bitecek.

BTC ve BEC dikiiggen olduklarindan, BTEC
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Bi ic

dortgeni M merkezli BM yarigapli cemberin tistiin-
dedir. Demek ki TM = MC’dir. m(TCM) = a. olsun.
O zaman m(CTM) = m(TCM) = o ve m(TMB) =
2a olur. Aymi zamanda m(TED) = 2o oldugundan,
TDME’nin bir kiris dértgeni oldugu cikar. Istedi-
gimiz oldu. o

Unutmadan soyleyelim, Euler de ancak bu ka-
darini bulabilmis; birazdan bulacagimiz diger ti¢
noktay1 o da fark edememis.

Simdi bu dortgenin cevrel cemberini ¢izip, ka-
nmitin ikinci kismina gegiyoruz.

A

C

Dokuz Nokta Cemberinin Kamiti. TDME Kkiris
dortgeninin cevrel cemberi CH dogrusunu X’te kes-
sin. TED acgisiyla TXD acis1 aymi ¢ember iizerinde
aymi yay1 goren gevre agilar oldugundan egittirler.
m(XCD) = a ve m(TXD) = 2o oldugundan XDC
agisinin Olguisti de o’dir. Dolayisiyla DX = XC. Do-
layisiyla, HDC dikiicgen oldugundan, X noktasi
[HC]nin orta noktasi. Benzer sekilde Y noktasi
[HA]nin, Z noktast da [HB]’nin orta noktasidir.
Boylelikle 9 noktayr bulmus olduk. Sayalim: ABC
tggeninin yitkseklik ayaklari D, E, T, kenarortay
noktalart M, N, P ve diklik merkezini koselere bir-
lestiren dogru parcalarinin orta noktalan X, Y, Z.

Ikinci Kamit. Eger ABC ii¢geninin dokuz nokta
¢emberini kenarortay noktalari olan M, N, P nok-
talarindan gecen ¢ember olarak tamimlasaydik, bu
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durumda bu ¢emberin D, E, T ve X, Y, Z noktala-
rindan gegtigini kanitlamaliydik. Simdi bunun son
derece sade bir kanitini sunuyoruz:

Once ABC iiggeninin orta iicgeni olan MNP
tggenini ¢izelim. BMNP paralelkenar oldugundan
MNP ile MBP tu¢genlerinin egligi asikar.

A

M

O halde MNP ile MBP ti¢genlerinin gevrel cem-
berleri de estir. Hem de MP dogrusuna gore simet-
riktirler. Bu durumda B noktasinin PM’ye gore si-
metrigi olan E noktasi da MNP lggeninin cevrel
¢cemberinin ustiinde olmalidir. Ayrica, PM, ABC
Ucgeninin kenarortaylarini birlestirdiginden, E
noktast AC kenarmin tstiinde olmalidir. Simetrinin
tanimindan dolayi, BE dogrusu PM’yi ve dolayisiy-
la AC%i dik keser. Demek ki E, B’ye ait yiikseklik
ayagidir. Ayni iglemleri ANP ve MNC uggenleri
i¢in de yaparsak, D ve T noktalarinin da dokuz
nokta ¢cemberi lizerinde olacagini anlayabiliriz.

Simdi bu kanitladigimizi kullanarak ¢emberin
ayrica X, Y, Z noktalarindan da gectigini kanitla-
yalim. Bir sonraki sekilden takip edin.

AHB, BHC ve CHA iicgenlerine odaklaniyo-
ruz. Bu uggenlerin yiikseklik ayaklarinin ABC iig-
genininkilerle ayni oldugunda yatiyor kanit. O hal-
de bu tiggenlerin dokuz nokta ¢emberleri, ABC tig-
geninin dokuz nokta ¢cemberiyle ayni olur. Sonug
olarak, bu ¢emberler, yukarda gordugiimiiz tizere,
AHB, BHC ve CHA tggenlerinin kenarortay nok-
talarindan da ge¢meliler. Kanit tamamlanmistir.
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Kanit.
Once, iigiincii kaniti-

Uciincii

mizda kullanacagi-
miz bir teoremi su-
nup kanitlayalim.
Fransiz matematikgi
Pierre  Varignon’a
(1654-1722) ait olan

bu ilging teoremin

mutlaka  bilinmesi I

. 1]
gerekir. Pierre Varignon (1654-1722)

Varignon Teoremi. Bir dortgenin kenarortay
noktalari bir paralelkenar belirtir ve bu paralelke-
narin kenarlari kosegenlere paraleldir.

C

Kanit: Dortgenimiz ABCD ve bu dortgenin AB,
BC, CD, DA kenarlarinin orta noktalar1 da sirasiy-
la P, Q, R, S olsun. P ve S orta noktalar oldugun-
dan ABD uggeninde [PS] orta tabandir. Benzer se-
kilde [PQO], [OR] ve [RS]'nin de orta taban oldugu-
nu buluruz. Orta tabanlar, ilgili tabanlara paralel
olacagindan PQORS dortgeni bir paralelkenardir. O

Bu paralelkenara Varignon paralelkenar: denir.

Varignon paralelkenarinin i¢ ag1 olgtleri, dort-
genin kosegenlerinin belirttigi agilarin dlgtleriyle ay-
nidir. Bunu, DKC ile SPQ agilarinin kollarinin bir-
birlerine paralel olmasima bor¢ludur.

O halde bir dikgenin, yani A_s
kosegenleri dik olan bir dort-
genin Varignon paralelkenari P R
bir dikdortgendir.
B 0 C



Matematik Diinyasi, 2005 Kis

Varignon teoremi sadece digbiikey dortgenler
icin degil, tiim dortgenler igin gegerlidir. Dortgenin
icbiikey, ¢apraz ya da aykiri olmasi 6nermenin
dogrulugunu bozmaz. Digbiikeye yapilan kanitin
islemleri aynen uygulanirsa bu goruliir. Simdi tek-
rar dokuz nokta ¢emberine doniiyoruz.

Bir ABC tiggeni ve bu uggenin AD, BE, CT
yuksekliklerini cizelim. Yiksekliklerin kesistigi ye-
re, yani diklik merkezine her zamanki gibi H diye-
lim. HA, HC ve HB’nin ortanoktalar1 da sirasiyla
X, Y ve Z olsun.

Ustteki sekillerden de goriildiigii iizere, ABCH,
ABHC ve AHBC i¢buikey dortgenleri dikgendir. O
halde Varignon Teoremi geregi PMXY, PZXN ve
YZMN dortgenleri birer dikdortgendir. Buraya
dikkat! Bu dikdortgenlerin ¢evrel cemberleri tek
bir cemberi isaret eder. Zira dikdortgenlerin koge-
geni cemberin ¢ap1 olacaktir ve kosegenlere baki-
lirsa YM = PX = ZN oldugu goriilir. Bu durumda
Y, P, M, X, Z, N noktalarinin ¢emberdes oldugu-
nu anlariz. Diger yandan YDM, XTP ve NEZ dik
ticgenlerinin hipotentsleri de dikdortgenlerin koge-

gen uzunluklarina esit oldugundan D, E, T nokta-
lar1 da ayni cember tzerindedir. Sonugta Y, T, P,
Z, D, M, X, N, E noktalarindan gegen cember
ABC tiggeninin dokuz nokta ¢emberidir. O

Dikiicgende Ne Oluyor? Eger tiggen dikse, o
zaman noktalardan bazilari esitleniyor ve geriye
sadece beg nokta kaliyor. Bu durum ticgenlerin dik

olmadigi diger durumlarin limiti oldugundan, ig¢-
genler diklestikce dokuz nokta ¢cemberleri giderek
bu bes noktadan gecen bir bagka cembere, iistelik
cevrel cembere icten teget olan bir ¢embere
yakinsarlar.

Eskenar Ucgende Ne Oluyor? Bir baska ilging
durum da tcgen eskenar oldugunda ortaya ciki-
yor. llging dedigimize bak-
mayin siz, aslinda en ilging
olmayan durum. Bu durum-
da, dokuz noktadan altisi
ikiger ikiser ozdesleserek ge-
riye sadece alti nokta kali-

yor ve dokuz nokta ¢emberi
icteget cemberine doniigiiyor. Kaniti ¢ok kolay.

Dokuz Nokta Merkezi. Dokuz nokta ¢emberi-
nin merkezi genelde F veya N ile gosterilir. Biz bu
noktayi F ile gosterecegimizi yazinin baglarinda ima
ettik, ¢iinkli nokta Napoléon noktasiyla karigsin is-
temiyoruz.




Matematik Diinyasi, 2005 Kis

Dokuz Nokta Cemberinin Yaricapini Bulmak.
Madem her tiggenin sadece bir tane dokuz nokta
cemberi var, o ¢gemberin yarigap: tiggenin boyutlari-
na gore ifade edilebilmeli. Simdi bu yaricapin nasil
hesaplanacagini gorecegiz. Hesabin ne kadar uzun
stirecegini bastan soyleyeyim. Cevrel ¢ember yariga-
pinin hesaplanma stiresinden en ¢ok 1 saniye daha
uzun siirecek, eger asagidaki teoremi biliyorsaniz...

Teorem 1. Dokuz nokta cemberinin yaricaps,
cevrel cember yaricapimmn yarisidr.

C

Kanit: Y, Z, X noktalan sirasiyla [AH], [BH],
[CH] dogru pargalarinin orta noktalari oldugun-
dan YZ // AB, ZX // BC, XY // CA olur. O halde
YZX ~ ABC olur. Benzerlik oraninin 1:2 oldugu
sanirim asikar. ABC uggeninin dokuz nokta ¢em-
beri YZX ii¢geninin ¢evrel cemberi oldugundan te-
orem kanitlanmis oldu. O

Ikinci Kanit: Soyle de diisiinebiliriz: ABC ii¢ge-
niyle MNP tiggeninin 1:2 oraninda benzer oldugu-
nu biliyoruz. ABC licgenine gore dokuz nokta
cemberi olan ¢ember, MNP Uggenine gore cevrel
¢emberdir. Bu son cemberin yaricap1 da ABC ugge-
ninin ¢evrel cemberinin yarisidir. O

Dik ui¢genler igin hesap ¢ok daha basit oluyor.
Dik ticgenlerde hipotents ¢evrel cember capina esit
oldugundan, dik tiggenlerin dokuz nokta cemberle-
rinin yarigaplari hipoteniislerinin 1/4’tdur.
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F iicgenin neresinde? Simdi de dokuz nokta
merkezinin tiggenin neresinde konumlandigina bir
g6z atalim. Asagidaki teoremle birlikte Fyi elimiz-
le koymus gibi bulabilecegiz.

Teorem 2. Dokuz nokta cemberinin merkezi F,
iicgenin diklik merkezi H ile cevrel cember merkezi
olan O’yu birlestiren dogru parcasiun orta noktasi-
dir. Yani IHF| = |[FOI.

Ek Olarak...

Diklik merkezi H’den iicgenin cevrel ¢em-
berine ¢izilen tiim dogru pargalarini dokuz nok-
ta gemberi iki esit uzunlukta parcaya ayirir. Or-
negin, IHY! = IYAl, IHZI| = 1ZBl ve IHX| = IXCI.
H’den cevrel ¢cembere cizilecek tim dogru par-
calari igin bu egitliklerin saglanacaginin kanitini
okura birakiyoruz.

Diger yandan ABC’nin dokuz nokta ¢embe-
ri XYZ’nin ¢evrel cemberi oldugundan ve
X'Y'Z' tiggeninin ¢evrel cemberi XYZ ticgeninin
dokuz nokta ¢emberi oldugundan, biraz énce
gordugumuzden, IHX'l = IX'TI, IHY'| = IY'DI ve
|HZ'| = |Z'El ¢ikar.
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Kanit: HOC tiggenini ¢izelim. Dokuz nokta
cemberinin HC’yi kestigi nokta X olsun. |IHX| =
IXCl oldugunu biliyoruz. X’ten OC’ye paralel ¢izi-
len dogrunun HO’yu kestigi nokta aranan F nok-
tasidir, ¢iinkii X orta nokta oldugundan HOC ii¢-

geninde [FX] orta taban olur ve boyu da gevrel
cember yarigapinin yarisi kadar olur. X i¢in yapti-
gimiz1 Y (ve Z) i¢in de yapabilecegimizden F ger-
cekten 9 nokta cemberinin merkezidir. O

Ahgtirma. Cevrel ¢ember yaricapt R olan bir
ABC iicgeninde FA2 + FB2 + FC2 + FH? = 3R?dir.

Ayrica...

Bir tiggenin ¢evrel ¢emberinin tstiine, diklik
merkezi ABC tiggenininkiyle ayni olan tiggenler
yerlestirilirse, bu iicgenlerin hepsinin dokuz
nokta ¢cemberleri ayni olur.

Biri digerinin yarisi ve O ve F merkezli igi
ice iki cember verilsin. Ayrica OF ustiinde |OF|
= |FHI esitligini saglayan bir H # O noktasi ve-
rilsin. Diklik merkezi
H, cevrel ¢emberi
9
nokta ¢cemberi kiiciik
¢ember olan bir ABC
Ucgeni soyle bulu-

buyuk ¢ember,

nur: A, buyik c¢em-

ber ustiinde herhangi
bir nokta olsun. AH
dogrusu kugiik ¢emberi D’de kessin. D’den
AD’ye gekilen dik, biiyiik ¢emberi B ve C nok-
talarinda kessin. Iste istenen ABC tiggeni. Kani-
t1 okura birakiyoruz.
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Euler Dogrusu. F'nin H ve O’ya esit uzaklikta
olmasi ilging ama aymi zamanda bu ii¢ noktanin
dogrusal olmasi Fye bagka bir ilginglik katmakta.
MD 2004-1I11, sayfa 60’da kanitladigimiz su 6nsavi
bir daha kanitlayacagiz:

Onsav. Herhangi bir ABC iicgeni verilsin ve bu
iicgenin cevrel cemberi cizilsin. Ucgenin berbangi
bir kosesinin diklik A
merkezine olan uzak-
l1g1,
merkezinin  secilmis

cevrel cember ~
kosenin  karsisindaki
kenara olan uzakligi-
mn iki katidr. Yani

@

yandaki sekle gore,
IAH| = 2-|OM.
Kamt: Cden ge-
gen cap, gevrel ¢em-
beri P’de kessin. Ta-
les’in unlii teoremi
geregi capl goren ¢ev-
re agilar dik olacagin-
dan, m(CAP)
m(CBP) = 909,
PO IOCl ve
IBMI IMCl oldu-
gundan, PBC ug¢geninde OM orta tabandir. IOMI
= x ise IPB| = 2x olur. Diger yandan PB // AD ve
PA /I BE oldugundan (¢unkii 7(PBC) = m(PAC) =
90°0), PBHA bir paralelkenardir. O halde IAHI =
IPBI = 2x’dir. O

/|
a

Teorem 3. Bir iicgende diklik merkezi H, ke-
narortaylarin kesisimi (agirlik merkezi) G ve cevrel
cember merkezi O dogrusaldir.

Kanit: Sekilden takip edelim. AM kenarortay-
dir. Diger yandan A
AH /| OM oldugun-
dan kelebek olusur.

.. 2

Onsavdan  dolay1 Hx

IAHI = 2I0MI oldu-

gundan kelebekteki

benzerlik orani I
B D

2:1’dir. O halde

BN’nin AM’yi kestigi

nokta, 2:1 oranindan
dolayi, ABC uggensel bolgesinin agirlik merkezi-

dir. Boylelikle kanit tamamlanir. |
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Dogrusalligin yanisira IHG| = 2IGOl esitligini
de kanitladigimizi fark ettiniz mi?

H, G, O noktalarinin iizerinde bulunduklar:
bu dogruya Euler Dogrusu denir. Bu dogru daha

A

Euler dogrusu

C

onlarca 6zel noktay1 da iizerinde barindirir. Orne-
gin Teorem 2’de F’nin de Euler dogrusu uzerinde
oldugunu 6grendik.

H = Yiuksekliklerin kesigimi

G = Kenarortaylarin kesigimi

O = Cevrel cemberin merkezi

F = Dokuz nokta ¢emberinin merkezi
|[HFl = I[FOl ve 2IFGI = IGOI.

Simdi tim bu yaziyr ugruna yazdigimiz bir te-
oreme geldik.

Harmonik Sira

W, Y, X, Z noktalar1 dogrusal dort nokta
olsun. Eger IWYI/IYXI| = IWZI/IZX] ise Y ve Z
noktalarina W ve X noktalarinin harmonik es-
lenikleri denir. Bu dort noktanin da harmonik
swrada olduklari soylenir.

|IHG| = 2IGOl ve |HF| = |FOI esitliklerinden
|HFl : IFGl : IGOl = 3 : 1 : 2 oldugunu buluruz.

|OGI/IGFl = IOHI/IHF| = 2
oldugundan, G ve H noktalari, O ve F noktala-
rinin harmonik eglenikleridir. Bundan dolay: da
O, G, F, H noktalar1 harmonik siradadirlar.
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Peki, iccember Merkezi Nerde?

I noktasi da bu Euler dogrusunun iistiinde
mi diye merak ettiyseniz soyleyeyim, her zaman
degil! Ucgen ikizkenar ise iistiinde, degilse de-
gil... Ucgenin cesitkenar oldugunu varsayalim. O
halde herhangi bir kosesinden gecen yuikseklik, i¢
aciortay ve kenarortayin o koge disinda ortak bir
noktalar1 yoktur. Bu durum diger koseler igin de
gecerli oldugundan diklik merkezi, ic ¢cember
merkezi ve agirlik merkezi bir tiggen olusturur-
lar. Ama ticgen ikizkenar olursa, tepeye ait yiik-
seklik, i¢ agiortay ve kenarortay ¢akisiktir. Yani
H, I, G dogrusaldir. HG dogrusu zaten Euler
dogrusu oldugundan I da ustinde olur.

Feuerbach Teoremi. Bir ticgenin dokuz nokta
cemberi, o iicgenin i¢c cemberine icten, dis cember-

lerine distan tegettir.

9 nokta ¢emberini 13 nokta ¢cemberi
yapan 4 teget noktasi

Bu teoremi Feuerbach (1800-1834) bulmus ve
kanitlamigtir. Onun anisina bu noktalara Feuer-
bach Noktalar: denir. Hatta bu teget noktalarinin
belirttikleri tggenlere de Feuerbach tiggenleri.
(Simdi onii¢ nokta cemberi oldu!)

Feuerbach Teoremi’ni kanitlayacak yerimiz kal-
madi. Mecburen gelecek sayiy1 bekleyeceksiniz. &



