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Subat 2001. f(x) = 5x13 + 13x5 + 9ax fonksi-
yonunun tiim x tamsay: degerleri icin 65’e boliin-
mesini saglayacak en kiiciik pozitif a tamsayisi kag
olmalidir?

Coziim: Verilen fonksiyonun 65°e boliinmesi-
ni istiyoruz. Oyleyse,

Sx13 + 13x5 + 9ax = f(x) = 0 (mod 65)

olmali. Fermat’nin Kiiciik Teoremi’nden

13x5 = 13x (mod 65) ve 5x13 = 5x (mod 65)
cikar. Buna gore denklemi dizenlersek,
9%(2 +a) =18x + 9ax = 5x + 13x + 9ax = 0(mod 635)
elde ederiz. Demek ki 2 + @ = 0 (mod 65) olmali-
dir, boylece denklem 65’ bolinebilir. Demek ki
denklemi saglayacak en kiiciik a sayis1 63’tiir.

Mart 2001. (m — n)2(n2 — m) = 4m?n denklemi-
ni saglayan, tiim (m, n) dogal say: ciftlerini bulunuz.

Coziim: d = ebob(m, n), m = dmy ve n = dny
olsun. Bunlar1 denklemde yerine koyar ve denkle-
mi d¥e bolersek (mq — nl)z(dnl2 - my) = 4m12n1
elde ederiz. Eger bir p asali 71’ bolerse, bu asal sag
tarafi, dolayisiyla sol tarafi da boler; ama 74 ve m
birbirine asal olduklarindan, bu imkansizdir.
Demek ki 7y = 1 ve (my — 1)2(d — my) = 4m12.
Bundan da (72 — 1)%nin 4m12’yi bolmesi gerektigi

cikar, yani #2q = 2, 3. Buradan kolaylikla d = 18 ve
12 elde edilir. Sonug olarak (36, 18) ve (36, 12)
¢oziimlerini elde ederiz.

Nisan 2001. & + 1 sayist 24’ e boliindiigiine go-
re, k dogal sayisini bélen tiim dogal sayilarin top-
lamuun 24° e boliindiigiinii kanitlaymn.

Coziim: k = 4r + 3 oldugundan, k bir tamkare
degildir, dolaysiyla k’nin hicbir boleni Vk’ye esit
degildir. Vk’den kiigiik bolenler py, py, ..., p,, olsun.
O zaman Vk’den biiyiik bolenler k/py, k/ps, ..., kIp,,

dir. Boylece k’nin bolenlerinin toplamu,
Db+ kI D))

olur. Her i i¢in p; + k/p; sayisinin 3’e ve 8’e bolun-
dugini kanitlayacagiz, bu da bolenlerin toplami-
nin 24’e bolundugiini kanitlayacak. p; tek sayi ol-
dugundan, p; =1, 3, 5 ya da 7 mod 8. Demek ki
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p;2=1mod 8, yanip; = 1/p; mod 8. Ayrica k=7
mod 8. Demek ki p;+ k/p; = p;(1 + k) = 8p,; = 0 mod
8. Benzer sekilde p; + k/p; = 0 mod 3.

Mayis 2001. Her x, y, z € [0, 1] i¢in,
3(x2y2 + x222 + y222) — 2xyz(x +y +2) <3
esitsizliginin dogru oldugunu kanitlayimiz.
Coziim: Verilen denklemi duzenleyelim,
3(x2y2 + x222 + y222) - 2xyz(x + y + )
= (2292 + y222 + x222 + 2xy2z — 2x2yz — 2xy22) +
(x2y2 + y222 + x222 + 2xyz2 — 2x2yz — 2xy22) +
(x2y2 + y222 + x222 + 2x2yz — 2xy2z — 2xy22)
= (xy +yz2 — x2)2 +(x2 + y2 — xy)2 + (x2 + xy — y2)?
elde ederiz. Ilk terimi tekrar diizenlersek,
Xy +yz—xz=(x+2)y—-xz<(x +2) —x2
—x-1)1-2)+1<1
buluruz. Diger terimler i¢in de ayni esitsizlik geger-

lidir.

Haziran- Temmuz 2001. Eger heri=1,2, 3, 4
icin Ix;l < 1 ise,
X1+ %) + X3+ X4
— X1X) — X1X3 — X1X4 — XpX3 — XpX4 — X3X4
+ X1X9X3 + XXX 4 + X1X3X4 + X)X 3X4 — XXX 34
ifadesinin en biiyiik degerini bulunuz.

Coziim: Islemin sonucuna S diyelim. Kolayca
goriilecegi tizere

S=1 (1 -xp)(1 —x,)(1 —x3)(1 - xg).

Dolayisiyla $’nin alabilecegi en biiyiik degeri bul-
mak i¢in, (1 —x¢)(1 — x,)(1 — x3)(1 — x4) teriminin
en kigik degerini bulmamiz lazim. Bu en kiiciik
degere de x;lerden biri 1 ise ulagilir. Demek ki S =
1, denklemin alabilecegi en biiyuk degerdir.

Agustos- Eyliil 2001. {1, 2, 3,... , n} kiimesi ele-
manlarimin toplanu esit olacak bicimde ayrik A, B
ve C altkiimelerine ayristirilabilirse, n hangi tamsa-
yt degerlerini alabilir?

Coziim: Kosullar1 saglayan A, B ve C kiimele-
rinin oldugunu varsayalim. O zaman,

nn+1)

3Z:xeA xX= Z‘OceA x+ Z‘oceBx + erC x= 2

dir ve n(n+1)/2 sayis1 3’e bolintr, yani n(n+1) = 0
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mod 6 ve n=0, 2, 3 ya da 5§ mod 6 olmali. Ayrica
kolayca goriilecegi tizere 7 > 4 olmali. Simdi 7 > 4
ven=0,2,3 yada5 mod 6 ise kosullari saglayan
A, B ve C kiimelerinin oldugunu kanitlayalim. On-
cen=0,35,8,9ic¢in bulalim. # = 0 i¢in yapacak bir
seyyok.z=5icin 1 +4 =2+ 3 =5 oluyor. n =8
icing1+2+3+4=5+7=4+8oluyor.n=9 igin,
1+2+3+4+5=7+8=6+9 oluyor. Simdi »
i¢in kogullar1 saglayan A, B ve C kiimelerinin oldu-
gunu varsayip # + 6 i¢in kosullari saglayan A4, By
ve C; kiimelerinin oldugunu kanitlayalim:
Aj=Au{n+1,n+6}
Bi=Bu{n+2,n+S5}
Ci=Cu{n+3,n+4j
1simizi goriir.

Ekim 2001. p, 5’ ten biiyiik bir asal say: olsun.
Oyle bir k sayist bulunuz ki pxk sayisi, onluk ta-
banda yalmizca 1 rakamuyla yazilsin, yani

pxk =111 .. 11

olsun.

s
Coziim. a; =111...11 olsun. a;,'yi p' ye bolip
ay = byp + r, ve 0 < 7y, < p iligkilerini saglayan b,
ve 7, tamsayilarini bulalim. Elbette 7, = 7,,, esitligi-
ni saglayan # > m > 0 tamsayilari vardir. O zaman

a, — a,,, p’ye bolunir. Simdi,

a, — ay, = M A8 00D = i A8 <10
n—m tane m tane n—m tane
esitliginden, 5’ten biiyiik olan p asalinin # — m ta-

n

ne 1 rakamindan olusan 111 ... 11 sayisin1 boldii-
gu gikar.

Kasim 2001. Eger 0 <a, b, c <1 ise,
Jal=b)(1=¢) + b1 —a)(1 - ) +c(1-a)(1-b) <1+~ abc
esitsizligini kanitlaymiz.

Coziim: 0 < a, b, c <1 oldugundan, 0 < x, y, z
< /2 arahiginda sin2 x = a, sin2 y = b, sin? z = ¢ esit-
liklerini saglayan x, y, z vardir. Denklemde bu ifa-
deleri yerine koyarsak,

SINX-COSY-COSZ + SINY-COSX-COSZ + SINZ-COSX-COSY
< 1+ sinx-siny-sinz
elde ederiz. Bu esitsizligi kanitlayalim:
1 = sin(x + y + z) = sing-cos(x + y) + cosz-sin(x + y)
= sinz-(cosx-cosy — sinx-siny) + cosz-(sinx-cosy +

cosx-siny) SINX-COSy-COSZ + SINYy-COSX-COSz +

SINZ-COSX-COSYy — SinX-siny-sing.
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Bilkent 2002 Sorulari

Ocak 2002. Eger x;20 ve Zz’<;‘|xi - xi| =1
. 5 . .. ..
ise Z x; ifadesinin minimumunu bulunuz.
’ i=1""1

Nisan 2002. 22" + 1 = m3 esitliginin dogal
sayilarda ¢oziimi olmadigini kanitlayin.

Mayis 2002. Bir tlkede sonlu sayida sehir
var. Bu sehirler birbirlerine tek yonli yollarla
bagllar. Herhangi iki sehirden birinden digerine
ulagildigini biliyoruz. Her gehre ulasan bir gehir
oldugunu kanitlayn.

Haziran 2002. V2 — 1 + Vn + 1 ifadesinin
rasyonel say1 olmasini saglayan bir 7z tamsayisi
var midir?

Temmuz-Agustos 2002. a, bve c,a+ b+ c=
1 esitligini saglayan gergel sayilar olduguna gore,
7(ab + bc + ac) <2 + 9abc
esitsizligini kanitlayn.
Eyliil 2002. x4, x;, ..., X502, birim ¢embe-
rin Gizerinde yer alan bazi noktalar olsun, dj; x;
ile x; noktalarr arasindaki mesafe olsun.
2
S(xlsxz,"-7x2002) = Zi</'dif

olsun. S’nin alabilecegi en buyiitk degeri bulunuz.

Ekim 2002. x* + y* + 2% = 4xyz — 1 denkle-
min tim gercel ¢oziimlerini bulunuz.

Kasim 2002. 7 bir dogal say1 olmak tizere, A
sayisl, 27 sayisinin rakamlarinin yeniden diizen-
lenmesiyle elde edilmistir, Tiim k > 7 igin A # 2k
esitsizligini kanitlayin.

Aralik 2002. Her # dogalsayist icin, eger p;
asal sayilari i¢in, 7 = pyp, ... p, ise

fm)=1+pr+pr+..+p,
olarak tanimlansin. Her k dogalsayisi igin, a; =
k ve m > 2 igin

a,=fla,_1),m=2,3, ..
olarak tanimlanmus (a,,),, dizisinin periyodik ol-
dugunu kanitlayin. &

Aralik 2001. x3 + y3 + 23 = 2 denkleminin tamsa-
yilarda sonsuz sayida ¢6ziimii oldugunu kanitlaymz.
Coziim: Herhangi bir a tamsayisi i¢in
x=6a3+1,y=-6a3+1vez=-6a2,
denklemin bir ¢oztimudiir. &



