
fiubat 2001. ƒ(x) = 5x13 + 13x5 + 9ax fonksi-

yonunun tüm x tamsay› de¤erleri için 65’e bölün-

mesini sa¤layacak en küçük pozitif a tamsay›s› kaç

olmal›d›r?

Çözüm: Verilen fonksiyonun 65’e bölünmesi-

ni istiyoruz. Öyleyse,

5x13 + 13x5 + 9ax = ƒ(x) ≡ 0 (mod 65)

olmal›. Fermat’n›n Küçük Teoremi’nden

13x5 ≡ 13x (mod 65) ve 5x13 ≡ 5x (mod 65)

ç›kar. Buna göre denklemi düzenlersek,

9x(2 + a) = 18x + 9ax = 5x + 13x + 9ax ≡ 0(mod 65)

elde ederiz. Demek ki 2 + a ≡ 0 (mod 65) olmal›-

d›r, böylece denklem 65’e bölünebilir. Demek ki

denklemi sa¤layacak en küçük a say›s› 63’tür.

Mart 2001. (m − n)2(n2 − m) = 4m2n denklemi-

ni sa¤layan, tüm (m, n) do¤al say› çiftlerini bulunuz.

Çözüm: d = ebob(m, n), m = dm1 ve n = dn1

olsun. Bunlar› denklemde yerine koyar ve denkle-

mi d3’e bölersek (m1 − n1)2(dn1
2 − m1) = 4m1

2
n1

elde ederiz. E¤er bir p asal› n1’i bölerse, bu asal sa¤

taraf›, dolay›s›yla sol taraf› da böler; ama n1 ve m1

birbirine asal olduklar›ndan, bu imkâns›zd›r.

Demek ki n1 = 1 ve (m1 − 1)2(d − m1) = 4m1
2
.

Bundan da (m1 − 1)2’nin 4m1
2
’yi bölmesi gerekti¤i

ç›kar, yani m1 = 2, 3. Buradan kolayl›kla d = 18 ve

12 elde edilir. Sonuç olarak (36, 18) ve (36, 12)

çözümlerini elde ederiz.

Nisan 2001. k + 1 say›s› 24’e bölündü¤üne gö-

re, k do¤al say›s›n› bölen tüm do¤al say›lar›n top-

lam›n›n 24’e bölündü¤ünü kan›tlay›n.

Çözüm: k = 4r + 3 oldu¤undan, k bir tamkare

de¤ildir, dolay›s›yla k’nin hiçbir böleni √k’ye eflit

de¤ildir. √k’den küçük bölenler p1, p2, …, pn olsun.

O zaman √k’den büyük bölenler k/p1, k/p2, …, k/pn

dir. Böylece k’nin bölenlerinin toplam›,

olur. Her i için pi + k/pi say›s›n›n 3’e ve 8’e bölün-

dü¤ünü kan›tlayaca¤›z, bu da bölenlerin toplam›-

n›n 24’e bölündü¤ünü kan›tlayacak. pi tek say› ol-

du¤undan, pi ≡ 1, 3, 5 ya da 7 mod 8. Demek ki

pi
2 ≡ 1 mod 8, yani pi ≡ 1/pi mod 8. Ayr›ca k ≡ 7

mod 8. Demek ki pi + k/pi ≡ pi(1 + k) ≡ 8pi ≡ 0 mod

8. Benzer flekilde pi + k/pi ≡ 0 mod 3. 

May›s 2001. Her x, y, z ∈ [0, 1] için,

3(x2y2 + x2z2 + y2z2) − 2xyz(x + y + z) ≤ 3 

eflitsizli¤inin do¤ru oldu¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm: Verilen denklemi düzenleyelim,

3(x2y2 + x2z2 + y2z2) − 2xyz(x + y + z) 

= (x2y2 + y2z2 + x2z2 + 2xy2z − 2x2yz − 2xyz2) +
(x2y2 + y2z2 + x2z2 + 2xyz2 − 2x2yz − 2xy2z) +
(x2y2 + y2z2 + x2z2 + 2x2yz − 2xy2z − 2xyz2) 

= (xy +yz − xz)2 +(xz + yz − xy)2 + (xz + xy − yz)2

elde ederiz. ‹lk terimi tekrar düzenlersek,

xy + yz − xz = (x + z)y − xz ≤ (x + z) − xz

= (x − 1)(1 − z) + 1 ≤ 1

buluruz. Di¤er terimler için de ayn› eflitsizlik geçer-

lidir.

Haziran- Temmuz 2001. E¤er her i = 1, 2, 3, 4

için |xi| ≤ 1 ise, 

x1 + x2 + x3 + x4

− x1x2 − x1x3 − x1x4 − x2x3 − x2x4 − x3x4

+ x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 − x1x2x3x4

ifadesinin en büyük de¤erini bulunuz.

Çözüm: ‹fllemin sonucuna S diyelim. Kolayca

görülece¤i üzere

S = 1 − (1 − x1)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4).

Dolay›s›yla S’nin alabilece¤i en büyük de¤eri bul-

mak için, (1 − x1)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4) teriminin

en küçük de¤erini bulmam›z laz›m. Bu en küçük

de¤ere de xi’lerden biri 1 ise ulafl›l›r. Demek ki S =
1, denklemin alabilece¤i en büyük de¤erdir.

A¤ustos- Eylül 2001. {1, 2, 3,... , n} kümesi ele-

manlar›n›n toplam› eflit olacak biçimde ayr›k A, B

ve C altkümelerine ayr›flt›r›labilirse, n hangi tamsa-

y› de¤erlerini alabilir? 

Çözüm: Koflullar› sa¤layan A, B ve C kümele-

rinin oldu¤unu varsayal›m. O zaman,

dir ve n(n+1)/2 say›s› 3’e bölünür, yani n(n+1) ≡ 0
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mod 6 ve n ≡ 0, 2, 3 ya da 5 mod 6 olmal›. Ayr›ca

kolayca görülece¤i üzere n ≥ 4 olmal›. fiimdi n ≥ 4

ve n ≡ 0, 2, 3 ya da 5 mod 6 ise koflullar› sa¤layan

A, B ve C kümelerinin oldu¤unu kan›tlayal›m. Ön-

ce n = 0, 5, 8, 9 için bulal›m. n = 0 için yapacak bir

fley yok. n = 5 için 1 + 4 = 2 + 3 = 5 oluyor. n = 8

için, 1 + 2 + 3 + 4 = 5 + 7 = 4 + 8 oluyor. n = 9 için,

1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 7 + 8 = 6 + 9 oluyor. fiimdi n

için koflullar› sa¤layan A, B ve C kümelerinin oldu-

¤unu varsay›p n + 6 için koflullar› sa¤layan A1, B1

ve C1 kümelerinin oldu¤unu kan›tlayal›m:

A1 = A ∪ {n + 1, n + 6}

B1 = B ∪ {n + 2, n + 5}

C1 = C ∪ {n + 3, n + 4}

iflimizi görür.

Ekim 2001. p, 5’ ten büyük bir asal say› olsun.

Öyle bir k say›s› bulunuz ki p×k say›s›, onluk ta-

banda yaln›zca 1 rakam›yla yaz›ls›n, yani

p×k = 111 ... 11 

olsun.

ak = bkp + rk ve 0 ≤ rk < p iliflkilerini sa¤layan bk

ve rk tamsay›lar›n› bulal›m. Elbette rn = rm eflitli¤i-

ni sa¤layan n > m > 0 tamsay›lar› vard›r. O zaman

an − am , p’ye bölünür. fiimdi,

eflitli¤inden, 5’ten büyük olan p asal›n›n n − m ta-

ne 1 rakam›ndan oluflan 111 ... 11 say›s›n› böldü-

¤ü ç›kar.

Kas›m 2001. E¤er 0 ≤ a, b, c ≤ 1 ise,

eflitsizli¤ini kan›tlay›n›z.

Çözüm: 0 ≤ a, b, c ≤ 1 oldu¤undan, 0 ≤ x, y, z

≤ π/2 aral›¤›nda sin2 x = a, sin2 y = b, sin2 z = c eflit-

liklerini sa¤layan x, y, z vard›r. Denklemde bu ifa-

deleri yerine koyarsak,

sinx⋅cosy⋅cosz + siny⋅cosx⋅cosz + sinz⋅cosx⋅cosy

≤ 1+ sinx⋅siny⋅sinz

elde ederiz. Bu eflitsizli¤i kan›tlayal›m:

1 ≥ sin(x + y + z) = sinz⋅cos(x + y) + cosz⋅sin(x + y)

= sinz⋅(cosx⋅cosy − sinx⋅siny) + cosz⋅(sinx⋅cosy +
cosx⋅siny) = sinx⋅cosy⋅cosz + siny⋅cosx⋅cosz +
sinz⋅cosx⋅cosy − sinx⋅siny⋅sinz.

Aral›k 2001. x3 + y3 + z3 = 2 denkleminin tamsa-

y›larda sonsuz say›da çözümü oldu¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm: Herhangi bir a tamsay›s› için

x = 6a3 + 1, y = −6a3 + 1 ve z = −6a2, 

denklemin bir çözümüdür. ♣
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Nisan 2002. 22n + 1 = m3 eflitli¤inin do¤al

say›larda çözümü olmad›¤›n› kan›tlay›n. 

May›s 2002. Bir ülkede sonlu say›da flehir

var. Bu flehirler birbirlerine tek yönlü yollarla

ba¤l›lar. Herhangi iki flehirden birinden di¤erine

ulafl›ld›¤›n› biliyoruz. Her flehre ulaflan bir flehir

oldu¤unu kan›tlay›n.

Haziran 2002. √n − 1 + √n + 1 ifadesinin

rasyonel say› olmas›n› sa¤layan bir n tamsay›s›

var m›d›r?

Temmuz-A¤ustos 2002. a, b ve c, a + b + c =
1 eflitli¤ini sa¤layan gerçel say›lar oldu¤una göre, 

7(ab + bc + ac) ≤ 2 + 9abc

eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

Eylül 2002. x1, x2, �, x2002, birim çembe-

rin üzerinde yer alan baz› noktalar olsun, dij, xi

ile xj noktalar› aras›ndaki mesafe olsun.

olsun. S’nin alabilece¤i en büyük de¤eri bulunuz.

Ekim 2002. x4 + y4 + z4 = 4xyz − 1 denkle-

min tüm gerçel çözümlerini bulunuz.

Kas›m 2002. n bir do¤al say› olmak üzere, A

say›s›, 2n say›s›n›n rakamlar›n›n yeniden düzen-

lenmesiyle elde edilmifltir, Tüm k > n için A ≠ 2k

eflitsizli¤ini kan›tlay›n. 

Aral›k 2002. Her n do¤alsay›s› için, e¤er pi

asal say›lar› için, n = p1p2 ... pr ise 

ƒ(n) = 1 + p1 + p2 + ... + pr

olarak tan›mlans›n. Her k do¤alsay›s› için, a1 =
k ve m ≥ 2 için

am = ƒ(am − 1), m = 2, 3, ...
olarak tan›mlanm›fl (am)m dizisinin periyodik ol-

du¤unu kan›tlay›n. ♣
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