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Dogus Universitesi Matematik Kuliibii
Liseler Yarismasi 2005
Soru ve Yanitlar

1.12-22 132424+ . +992-1002 = ?

Coziim: 12 — 22 + 32 — 424 ... + 992 — 1002 =
(1-2)(1+2)+(3=4)(3+4)+ ...+ (99 — 100)(99
+100) = —(1 +2 + 3 + ... + 100) = — (100x101)/2
= -5050.

2. 3542413 +35-2413 =2

Cozim: x = %5 +2413 + %5 ~2413 olsun.
Demek ki,
X =5+2413+5-213

+ 3(%’5 241335 —zx@j(% +2413 +3's —2@)

=10-9x.
Dolayisiyla x sayist x3 + 9x — 10 polinomunun bir
gercel kokudiir. Ama
%3+ 9% —10=(x — 1)(x?2 + x + 10)
esitlginden, bu polinomun baska kokiu olmadig:
anlagilir. Demek ki x bu polinomun tek koki, ya-
ni Tdir.

3. P(x) polinomunun x — 1 ile boliimiinden ka-
lan =1 ve boliim polinomunun katsayilarmm top-
lami 2°dir. P(x + 1)2 polinomunun x2 ile béliimiin-
den kalan ne olur?

Coziim: P(x) = (x—1)O(x) — 1 olsun. Demek ki,

Px+1) = xO(x+1) — 1
ve
P(x+1)2 = x20(x+1)2 - 2xO(x+1) + 1.
Bolim polinomunun katsayilar toplami 2 olarak
verildiginden Q(1) = 2 olmali ve dolayisiyla bir
R(x) polinomu i¢gin
O(x)=(x—1)R(x) + 2
esitligi saglanmalidir. Demek ki
Ox+1)=xR(x+1)
Bu yerine kondugunda
P(x+1)2= x2Q(x+1)? — 2x(xR(x+1) + 2) + 1
=x20(x+1)2 — 2x2R(x+1) — 4x + 1
bulunur ve x2 ile boliimiinden —4x + 1 kalir.

+ 2.

4, 6x2 -
yan biitiin (x, y) tamsay: iRililerini bulunuz.

3xy — 13x + Sy = —11 esitligini sagla-

Coziim: Esitlikte y, x cinsinden yazildiginda,
y = (6x2-13x+11)/(3x-5) = 2x — 1 + 6/(3x — 5)
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olur. y’nin tamsay1 olmasi i¢in 3x — 5 sayist 6’nin
boleni olmalidir, yani +1, +2, +3, +6 olmalidir. Bu-
nu saglayan x tamsay1 degerleri x = 1 ve x = 2 olur.
Aranilan (x, y) say ikililileri de (2, 9) (1, —2) ola-

rak bulunur.

5. a, b ve c ii¢ farkl gercel sayidir. x, y gercel
sayilarmn
a3 +ax+y=0,
b3+bx+y=0,
S+ex+y=0
esitliklerini sagladigi bilindigine gore a + b + ¢ kactir?
Coziim: a, b ve ¢ sayilar1 P(z) = 23 + xz + y po-
linomunun kokleridir, o halde toplamlari z2’nin
katsayisi olmalidir. Demek ki a + b + ¢ = 0.

6. y* + 9x2 — 6y2 — 30x + 34 = 0 esitligini sagla-
yan x ve 'y gercel sayilart icin y> + 3x toplami kactir?
Coziim: Verilen denklemi diizenleyelim:
0=y*+9x2 - 6y2 — 30x + 34
= (y2 = 3)2 + 9(x — 5/3)2
olarak yazildigindan y2 = 3, x = 5/3 bulunur, boy-
lece aranan deger y2 + 3x =3 + 5 = 8 olur.

7. Bir x karmagik sayist icin x + 1/x = -1 ise
x2005 1 1/x2005 jfadesinin degeri kactir?

Coziim: x + 1/x = -1 esitliginden, x2 + x = -1
ve her iki taraf x ile carpildiginda x3 = —x2 —x =1
cikar. Elde edilen bu sonugla

x2005 4 1/52005 = <x3)668x + 1/((x3)668x)
=x+1/x=-1
bulunur.

8. 1-1! + 22! + ... + 100-100! sayisimin 101°e
boliimiinden elde edilen boliim ve kalan kactir?
Coziim: 7 = 100 olsun ve verilen terimi diizen-

leyelim:
ik.k =i[k+l —k'] i k+1)! i
k=1 k=1 k=1 k=1

=21+ o+ (m+ D)= (1 + 20+ ...
—(m+ 1) —1=1011-1.
Demek ki verilen toplam 101! — 1 dir. Bunu 101’
1 ve kalan 100 bulunur.

+ n!)

boldigtimiizde bolim 100! —
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9. 0,1625 ondalik sayisimin pozitif tamsay:
olan tam katlarimn en kiiciigii kactir?
Coziim: Say1y1 carpanlara ayirirsak,
1625/10% = §3-13/(54-2%4) = 13/(5-2%) = 13/80
elde ederiz. Yanit 80°dir.

10. (ab) ve (ba) iki basamakl sayiardur.
(ab) — (ba) = a?2 - b2

esitligini saglayan kac tane (ab) sayist vardir?

Coziim: (a — b)(a + b) = a? — b2 = (ab) — (ba)
=(10a + b)—(10b + a) = 9a — 9b = 9(a — b). Bura-
dan a = b veya a + b = 9 bulunur. Bunun tersi de
dogrudur, yani @ = b veya a + b = 9 ise istenilen
(ab) — (ba) = a? — b? esitligi elde edilir. Tk durum
icin 9, ikinci durum igin ise 8 ¢o6ziim s6z konusu-
dur. Esitligi saglayan toplam 17 ¢6ziim vardir.

11. A={1,2, 3, ..., 200} kiimesinin elemanla-
rimdan olusan iki elemanly bir altkiimenin elemanla-
rimdan birinin digerinin yarisi olma olasiligi kactir?

Coziim: Biri digerinin iki kati olan iki eleman-
i altkiimeler, {1, 2}, {2, 4}, ..., {100, 200} olup,
100 tanedir. O halde aranilan olasilik,

Py A0 _ 1

~(200) 199
2

12. p ve q pozitif tamsayilar ve p = q + 2 ise
p? + g2 =x (mod 72)
denkligini saglayan en kiiciik x > 0 tamsayist kactir?
Cozim: p = g + 2 kosulu p ve g sayilarinin iki-
sinin de tek ya da ikisinin de ¢ift oldugunu gosterir.
Her iki durumda da p2 + g2 ifadesi cifttir, yani x en
az 2 olabilir. Gercekten de g = 5, p = 7 alindiginda
p?2+ g% =25+49 =74=2 (mod 72) bulunur.

bulunur.

13. 2 ve 3’e boliinen bir pozitif tamsaywun tam
21 tane pozitif boleni varsa, bu saynun 10°a bolii-
miinden kalan nedir?

Coziim: 21’in sadece iki boleni oldugundan
aranan sayinn sadece iki asal boleni vardir. De-
mek ki aranan sayinin asal bolenleri yalnizca 2 ve
3’tiir. Buna gore say1 ya 22-36 = 2916 ya da 26.32
= 576 olacaktir. Her iki durumda da sayilarin 10’a
boliimiinde kalan, yani birler basamagi, 6 olur.

14. n 2 1 olmak iizere

VN+21+ 3+ +nl=2m
esitligini saglayan kag farkli (m, n) sirali tamsay:
ikilisi vardir?
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Coziim: 1! + 2! = 3’tiir ve # > 2 i¢in
3N+4l+ . +nl
bir ¢ift sayidir. O halde 1! + 2! + 3! + ... + n! say1-
st her zaman tektir. 2 bir cift say1 oldugundan ve-
rilen kosulu saglayan (m, n) say1 ikilileri buluna-
maz. Yamt 0’dir.

15. Satranc tabtas: iizerindeki 64 karenin her
birinin alam birim karedir. Satranc tabtas: iizerin-
de rastgele secilen bir dikdorigenin alanimin bir bi-
rim kareden biiyiik olma olasilig: nedir?

Coziim: Satrang tahtasindaki dikdortgen sayisi,

i

dir. Bunlardan 64 tanesi birim karedir. O halde
olasiik 1 — 64/1296 = 1232/1296 = 77/81 olur.

16. Rakamlar: birbirinden farkli olan ve 8’e ka-
lansiz boliinen bes basamakli en kiiciik sayi kactir?

Coziim: Ik {i¢ basamagi 102 yapip son iki basa-
magi bu sayinin 8’e kalansiz boliinmesini saglaya-
cak sekilde yazdigimizda istenilen sayr bulunmug
olur. Aranan say1 102ab = 10200 + (ab) seklinde ol-
malidir. Ilk terim 8’e boliinebildiginden ab iki basa-
makli sayisi, 8’e boliinebilen ve 0, 1 ve 2 rakamlari-
n1 icermeyen en kiiciik sayi, yani 48 olmalidir. Boy-
lece istenilen kogullar: saglayan say1 10.248 olur.

17. a, b ve c gergel sayilariicina + b + c =4 ve
a2 + b2 + 2 = 8 ise c’nin alabilecegi en biiyiik de-
ger kagtir?

Coziim: a2 + b2 > 2ab oldugundan,

(a+b)2=a2+ b2+ 2ab <2(a? + b?)
bulunur. Bundan ve denklemlerden,
8—c2=a?2+b2>(a+b)22=(4-c)?212
=8 —4c+ 22
elde edilir, yani ¢(3¢ — 8) < 0. Esitsizligi ¢cozdugu-
miizde 0 < ¢ < 8/3 bulunur. Boylece ¢’nin en buyiik
degerinin 8/3 olabilecegi goriliir. Denklemlerde ¢
= 8/3 koyarsak, a ve b’nin,
a+b=4-c=4-8/3=4/3
a2+ b2=8—c2=8-(4/3)2=56/9
denklemlerinin ¢oziimii olmalari gerektigi goruliir.
Bu denklemlerin ¢oziimii kolaylikla bulunabilir.
Yanit 8/3’tiir.

18. Birbirine boliinmeyen iki saymin OBEB’;
32, toplamlar: 384°tiir. Bu sayidart bulunuz.
Coziim: x = 32k ve y = 327 olsun.
x+y=32(k+n) =384
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oldugundan k + 7 = 12 bulunur. k < n varsayarak,
aralarinda asal (k , n) ikilisi (1, 11) ve (5, 7) ikilile-
rinden biri olmalidir. Sayilar birbirine boliinmedi-
ginden (k, n) = (5, 7) olur. Buna gore sayilardan bi-
ri 5-:32 =160 ve ikincisi 7-32 =224 bulunur.

19. Pozitif k ve n tamsayilarvun, kn! =
(33! esitligini sagladig: biliniyor. k’nin en kii-
ciik degeri kactir?

Coziim: ((3N))! =((6)!)! = 720! =720-719! esit-
liginden dolay: 3!-y-n! = 720-719! olmali. Boylece
n sayisinin en biiyuk degeri 719 ve buradan da k =
720/3! = 120 bulunur.

20. 1’den 1000’e kadar sayilar bir cember iize-
rinde swralamyor. 1’den baslayarak her 15’inci say:
isaretleniyor (1, 16, 31, ...) gibi. Bu islem ilk isaret-
lenen saywun iizerine gelene kadar devam ediyor.
Bu islemin sonunda isaretlenmemis kac sayr kalir?

Coziim: 15’le 1000’in OKEK’i 3000°dir. Bu
yuzden 3000/15 = 200 tane say1 isaretlenmigtir.
Kalan 800 sayi igaretlenmemistir.

21. ABC bir ii¢gen, D € [BC], m(BAD) = 30°,
m(ABD) = 80°, |ABl = a, IBD| = b, IACl = a + b Yu-
kardaki verilere gore m(ACB) = x kag derecedir?

A

b D

Coziim: Belli ki ADB acist 70°dir. IBE|l = a
olacak sekilde [BC]’yi uzatalim. |[EB| = a = |ABI ol-
dugundan, ABE ikizkenardir. Demek ki, EBA agi-
s1 100° oldugundan, AEB acis1 40°°dir. Dolayisiy-
la EDA ve EAD agilar1 70°°dir. Demek ki AED ti¢-
geni ikizkenardir. O zaman AEC lucgenide ikizke-

C

nar olur. Demek ki [EAl = a + b =|ACl. Yani EAC
ikizkenardir. Demek ki ACE agis1 40°’dir.

22. ABCD kare,
m(FAB) = m(ABF) = 15°
Bu verilere gore m(BCF) = x kag¢ derecedir?
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15 15

A B

Coziim: AFB ~ BEC olacak sekilde E noktas
alalim. Kolayca goriilecegi izere EFB eskenar tiggen
olur. Demek ki #(FEB) = 60°. Dolayisiyla #(CEB)

D

C

15/15

157760

A B

= 150° oldugundan, m(FEC) de 150° olur ve FEC
ikizkenar oldugundan, m(EFC) = m(ECF) = 15°
olur. Sonug olarak m(BCF) = 15° + 15° = 30° olur.

23. ABD ii¢cgen, C €
[AD], F € [BD], m(DBE)
m(CBD), m(BCF)
m(DCEF), 3|AD| = 4|ABI ve
IDBI| = 14 cm. Bu verilere go-
re IDF| = ka¢ cm dir?

Coziim: 3|ADI| = 4lABI
ise IABl =3k, |AD| =4k yaza-
biliriz. [BF] ve [CF], ABC
licgeninin disaciortaylar ol-

A

dugundan {giinci koseden
cikan [AF] de aciortay ol-
O halde
ABD iig¢geninde icagiortay

mak zorundadir.

teoremini yazarsak, 3/4 =
(14 — x)/x yani 3x = 56 — 4x
ve x = 8 oldugunu goriiriiz.

24. Kogeleri bir cember iizerinde bulunan
ABCD disbiikey dortgeninde [AD] n [BC] = {E},
[AB] ~ [DC] = {F}, s(A) = 61° ise m(AEB) +
m(AFD) kac derecedir?

Coziim: m(F) = x ve
m(E) =y olsun. ABCD Kkirisg-
ler dortgeni oldugundan,
(180 —x —61) + (180 —y —
61) = m(CBA) +m(CDA) =
180°. Demek ki 122 + x + y
=180°vex +y=180-122
= 58 bulunur.
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25. OAB dikiicgen, [OA] L [OB], |ABI =
4N10/3. OAB dikiicgeninin icine sekildeki bicimde
OKLM birim karesi yerlestirildigine gére OAB iic-
geninin alant ka¢ birim karedir?

A
B(0, b)
M L1, 1)
o K Az, 0)

Coziim: Analitik ¢ozum verelim. AB dogrusu-
nun denklemi x/a + y/b = 1 bi¢imindedir. L bu dog-
ru lizerinde bulundugundan, 1/a + 1/b = 1, yani

a+b=ab.
Ayrica IABI = 4V10/3 oldugundan,
a? + b2 = 160/9.
Bu iki bagintidan x = ab icin,
x2=a2b2=(a+b)2=a2+ b2 +2ab
=160/9 + 2ab = 160/9 + 2x,
ve buradan x(x — 2) = 16/3 x 10/3, x = 16/3 bulu-
nur. Demek ki istenen alan A = 8/3 br2’dir.

26. a2 + b? + ¢ toplami 21 sayisimi kalansiz
boliiyor. Bu kosulu saglayan kag tane ii¢ basamak-
li (abc) sayist bulunur.

Coziim: a2 + b2 + ¢2 toplaminin 21 sayisimi ka-
lansiz bolebilmesi i¢in bu toplamin 1, 3, 7 ya da 21
olmasi gerekir. Bu kosulu saglayan (abc) sayilari
da 100, 111 124, 142, 214, 241, 412 ve 421°dir.

27. n pozitif tamsayist icin, k sayisi 1,2, ..., n

sayilarmdan biri olmak iizere,
(1+2+..+n) +k=2005

esitligi saglaniyor. k kagtir?

Coziim: Asagidaki esitsizlige goz atalim:

nn+l)2 <(1+2+..+n)+k

=2005 < n(n+1)/2 + n = n(n+3)/2.

Demek ki #2 + n < 4010 < #2 + 3n saglanmali.
Birinci esitsizlik 7 < 62 igin saglanir. Ikinci esitsiz-
lik 7 > 62 icin saglanir. Demek ki her iki esitligi
birden sadece # = 62 saglar. Dolayisiyla k = 2005
— 1953 = 52 bulunur.

C 28. ABCD disbii-
key dortgen, E € [BC],
5 5 AB 1 BC, AE I/ DC,
E |ABl = 8, IEC| = 5 ise
AED tarali alani kag
A 3 g birim karedir?
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Coziim: C’den
AFE’ye indirdigimiz dik-
me ayag1 H olsun. AED
ve ACE tggenlerinin AE
kenarlar1 ortak ve DC //
AE oldugundan
A(ADE) = A(ACE) olur.
ACE uggeninde ICEl = 5 ve bu tabana ait yiiksek-
lik IABl = 8 oldugundan A(ADE) = A(ACE) =
5%x8/2 =20 olur.

29. Sekildeki cemberde CB
L AD, |IABI =x,|CDI| = y’dir. Bu
verilere gore tarali alanlar topla-
mi x ve y cinsinden nedir?

Coziim: m(APB) + m(CQD)
= 180° oldugundan A noktasi
¢ember tizerinden C iizerine

kaydirilabilir ve asagidaki sekil
elde edilebilir. Bu durumda

B
m(BCD) = 90° ve [BD] cap
olur. Simdi §; + S, toplamint S;
hesaplamak kolaydir: b

D
S1+8, =m(x?+y2)/8 — xy/2.
30. Sekilde bir nebrin aym yamnda bulunan A
ve B evleri goriilmektedir. A’mun nebre uzaklhigr 50
m, B’nin nebre uzakligi 100 m, A’min B’ye uzakhig
ise 130 m’dir.

B
Nebhir iizerin- 130 m
deki bir nokta- 4 100
m
ya konulacak S
su motoruyla 0™
A ve B’ye su S

- ~ AAANANAARANAAAAAAAAN
verilecektir. Bu

is icin en az kag metre su borusu gereklidir?
Coziim: B’nin nehre gore simetrigi By olsun.
A’dan nehire ¢izilen paralel BB{’i H’de kessin. Pi-

B
50
A 12 H
50% / 50
O ]
A x  § 2x
100
B1

sagor bagintisindan |AHI = 3x = 120, x = 40 |ASI =
10V41, ISByl = ISBI = 20V41 olur. Gerekli boru
miktart 30V41 m. olarak bulunur. #



