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Kapak Konusu: Kardinaller

Sireklilik Hipotezi ve Felsefi Sonuclari

Dogal sayilarin sayilabilir
sonsuzlukta, gercel sayilarin ise
sayllamaz sonsuzlukta oldugunu biliyoruz
[sayfa 27, Teorem 21]. Hatta gercel sayilarin kardi-
nalitesinin 2 oldugunu biliyoruz. Demek ki,

INl = ® < @ £29 = |RI.

1877’de, heniiz 32 yagindayken, kiimeler kura-
munin ve ordinal ve kardinal kavramlarinin yarati-
cist Alman matematikgi Georg Cantor, R’nin, do-
gal sayilardan “daha biiyuk” ama gergel sayilardan
“daha kuguk” bir altkiimesinin olup olmayacagi
sorusunu sordu. Yani R’nin sayilamaz sonsuzlukta
olan ama kardinalitesi 2© olmayan bir altkiimesi
var midir? Ya da R’nin her sonsuz altkiimesi ya N
ya da R ile eslenik olmak zorunda midir? Daha mo-
dern bir deyisle, @ = 29 esitligi dogru mudur?

Cantor yanitin olumsuz olacagini tahmin etti
ama bir turli kanitlayamadi. Cantor’un bu tahmi-
nine Siireklilik Hipotezi denir:

Siireklilik Hipotezi [SH]. wq = 2°.

1900’de, Paris’teki meshur konferansinda Da-
vid Hilbert bu problemi 20’nci yiizyillin matematik-
cilerine sordu. Hilbert bu probleme o kadar 6nem
veriyordu ki, sundugu 23 problem arasinda buna
birinci sirada yer verdi. Yanit1 bulmak 63 yil ald:.

Kurt Godel 1938’de, Siireklilik Hipotezi’nin
ZFCyle! tutarh oldugunu kanitladi. Yani eger
ZFC celigkisizse (bir baska deyisle, ZFC’de 0 = 1
esitligi kanitlanamazsa), o zaman ZFC’ye Siirekli-
lik Hipotezi’ni eklersek de celigkisiz bir kiimeler
kurami elde ederiz.

Godel’in bu sonucundan, ZFC’de, Sireklilik
Hipotezi’nin yanhghgimnin kanitlanamayacag ¢i-
kar, ama dogrulugunun kanitlanabilecegi ¢ikmaz.
Bunu 1963’te Paul Cohen gostermistir. Cohen’in
kaniti, o giine dek bilinmeyen bir yontem kullanir:
Ingilizcesiyle Forcing, Tiirkcesi zor kullanma ya
da zorlama olabilir. Zorlamayla, Cohen, ZFC’nin
belitlerinin dogru oldugu ama SH’nin yanls oldu-
gu bir evren (ZFC + —SH’nin bir modelini) inga et-

1 ZFC, matematikgilerin ¢ok bityiik cogunluguyla ¢alistiklar be-
lit (aksiyom) sistemidir. [Bkz. MD-2006-11, sayfa 22].
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mistir ve bu ingasiyla 1966°da Fields Madalyasi’m
kazanmustir.

Godel’le Cohen’in sonuglarini bir araya koyar-
sak, ZFC’nin, Suireklilik Hipotezi’nin dogrulugu ya
da yanlighg konusunda herhangi bir sey soyleye-
meyecegi cikar. Eger ZFC celiskisiz (yani tutarli) bir
kuramsa, ZFC’ye Sureklilik Hipotezi olan ® = 2®
esitligini de belit olarak eklesek, tam tersine, Stirek-
lilik Hipotezi’nin degillemesi olan o < 2© esitsizli-
gini de belit olarak eklesek, her iki durumda da ce-
liskisiz bir kuram elde ederiz. Mantikgilarin deyi-
miyle Sureklilik Hipotezi, ZFC’den bagimsizdir.

Butin bunlar akla bagka sorular getiriyor.
Acaba ZFC, 29 < o, esitsizligini kanitlayabilir mi?
Ya da 2¢ < o esitsizligini? Hayur!

Godel'in Teoremi

1900°deki tinlii Paris konferansinda Hilbert,
yasadigi caga gore anlagilir bir iyimserlikle, ma-
tematik¢ilerden matematigin celigkisiz oldugunu
kanitlamalarini istemistir. (Hilbert’in ikinci soru-
su.) Godel de, 1931°de, toplama ve ¢arpmayla il-
gilli en temel aritmetigin en temel 6zelliklerini or-
taya ¢ikarabilecek giicte olan ¢eligkisiz bir kura-
min kendisinin ¢eligkisiz oldugunu kanitlayama-
yacagini gostererek Hilbert’in sorusunu olumsuz
yanitlamustir. (Gédel’in Tkinci Eksiklik Teoremi).

Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi, toplama
ve ¢carpmayla ilgilli en temel aritmetigin en temel
ozelliklerini ortaya cikarabilecek giicte olan ve
hangi 6nermenin belit olup olmadigint bir bilgi-
sayar programinin anlayabildigi ¢eliskisiz bir ku-
ramda ne kendisinin ne de degillemesinin kanit-
lanabildigi bir 6nermenin oldugunu soyler. Pek
sanilmiyor ama lkiz Asallar Sanisi ya da Gold-
bach Sanisi bu tiir 6nermelerden olabilir.

1939’da Kurt Godel, eger ZF celiskisizse,
ZFnin Secim Beliti’ni yanlislayamayacagini ka-
nitladi. Gene Paul Cohen ve gene 1963’te, eger
ZF celiskisizse, ZF’nin Secim Beliti’ni kanitlaya-
mayacagini kanitladi. Demek ki Secim Beliti de
ZFden bagimsizdir.
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Godel ve Siireklilik Hipotezi gildir. (Bkz. bir bir sonraki sayfadaki gri alan.)

Ote yandan, baz ilging varsayimlar 2¢ = o,

Godel, Siireklilik Hipotezi’nin (SH) yanls esitligini kanithyor. Eger tim ®,’ler arasindan
oldugunun kanitlanamayacagini gostermesine 2@min illa birine esit oldugunu varsaymak gereki-
kargin gene de SH’nin yanlis oldugunu saniyor- yorsa, n = 1 ya da 2 en “tabii” se¢im olarak onii-
du. Kanitlanabilmekle dogru olmak iki ayr1 kav- miize ¢ikiyor.
ramdir. Bir 6nerme, kiimeler kuraminin bir mo- Yukardaki tartismadan su sonug ¢ikiyor: Ma-
delinde (yani kiimeler kuraminin belitlerinin tematiksel olarak, Sureklilik Hipotezi’ni kabul et-
dogru oldugu bir evrende) dogru olabilir ama sek de olur, etmesek de. Ya da bu konuda hicbir
kanitlanamayabilir. karar almayabiliriz. Demek ki bu daha ¢ok gercegi

Ama ZFC’nin bir modelinin varligini ZFC algilamamuzla ilgili felsefi bir sorudur.
kanitlayamaz, yoksa ZFC kendisinin celiskisiz Matematiksel olarak yapilabilecek en dogal
oldugunu kanitlard: (¢iinkii geligkili kuramlarin sey, SH’nin ve degillemesinin sonuglarina bakip,
modelleri olamaz elbette). cikan sonuglarm “dogalligma” ve “yapayligmna”

Bu durumda Godel’in SH’nin yanlis oldugu- gore karar vermek. Bu konuda bugiine dek bir fi-
na inanmast matematiksel olarak bir sey ifade kir birligine varilamadigindan, ne Sureklilik Hipo-

etmez elbette. Godel’in inanigi tamamuyla felse- tezi ne de degillemesi belitlere eklenmistir.

fiydi. Godel, Platonist bir goriise sahip oldugun- Felsefi olarak diisiiniildiigiinde, en filozof ma-

dan, tim bu kavramlarin bir yerlerde varoldu- tematikgiler, 2@'nin cok daha biiyiik olmas: gerek-

gunu ve kiimeler kuraminin bir modelinin bizim tigini disiiniiyorlar ve bu satrlarin yazari da bu

s e ssibede v el bakis acisina katiliyor. Ama 2@ kardinalinin neye
s, Gl e S8l i o e ya esit olmasi “gerektigi” bugiin kiimeler kuramini
ligtur /yan11§'olma11 dir enerjik ve son derece ilging kilan sorudur.

Godel’e gore, ZFC’nin SH’yi yanlhslayama- ” . . .
masinin nedeni, ZFC’nin yasadigimiz diinya- Cohen ve Sireklilik HlpOtQZl

yi/evreni eksik betimlemesinden kaynaklanmak-
tadir. Yani aslinda SH’nin yanlighgi kanitlanma-
l1, ama ne yazik ki ZFC matematigi yeterince be-
timlemiyor. Dolayisiyla Godel’e gore Cantor’un
SH’sini ¢iirtitecek yeni belitler bulunmali.

Paul Cohen formalist (bicimci) olmasina
karsin, o da SH’nin dogru olmamasi gerektigine
inaniyordu.

Peki, ZFC, bir a ordinali i¢in 2¢ < o, esitsizli-
gini kanitlayabilir mi? Elbette: o = 29 i¢in 6rnegin
(sayfa 54, Onsav 3). Ama bu yanit doyurucu degil,
ciinkii 2@ kardinalinin ne kadar biytik oldugunu
anlamak i¢in gene 2® kardinalini kullaniyoruz.

n hangi dogal say1 olursa olsun, ZFC’ye 2© = »,,
esitligini eklersek, tutarli, yani celigkisiz bir kuram
elde ederiz. Yani ZFC’de hicbir 7 dogal sayisi icin,

20< o,
esitsizligi kanitlanamaz.

29 kardinalini nerdeyse istedigimiz kadar bi-
yiuk yapabiliriz. Ama 2¢ = o, yapamayiz. 2 nin
0, dan daha kigik ya da daha biyiik oldugu
ZFCyle tutarlidir, ama esitlik ZFC’yle tutarl de-
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“Bu satirlarin yazarina gore, gin gelecek,
SH’nin bariz bicimde yanlis olduguna karar veri-
lecek. Ktimelere birer birer eleman ekleyerek tiim
evreni kapsayacagimizi diisinmek deli sagmasi
oldugundan, [sonludan daha biiyiik olan] sayila-
bilir sonsuzlukta bir kiimenin varhigina inanmak
zorundayiz. Ayni sey daha buyiik sonsuzluklar
icin de gecerli. Simdi, ®q, cok 6zel bir kardinal:
Sayilabilir ordinallerin kiimesi ve sayilamaz son-
suzlukta bir ordinal bulmanin en kestirme yolu.
Ama ¢ (yani 2 = IR| = | o (N)]), tam tersine, yep-
yeni ve cok daha giicli bir ilkeyle, altkiimeler k-
mesi belitiyle bulunmustur. ®’dan yola ¢ikarak
ve Yerlestirme Beliti’ni kullanarak elde edilen bir
kardinalin ¢’ye ulasacagini ummak akil kari bir
sey degil. Demek ki ¢ kardinali o, oy, o, ve
benzerlerinden ¢ok daha biiyiik olmali. Bu bakis
acisina gore, ¢, bize goziipek bir belit tarafindan
verilmis, inanilmaz zenginlikte bir kardinaldir ve
peyderpey insa edilemez. Belki gelecek kusaklar
problemi daha net bir bi¢cimde gortp kendilerini
daha iyi ifade edeceklerdir.”

Paul Cohen
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Kofinalite

a ve B birer ordinal, f : o — B bir fonksiyon
olsun. Eger her & < B i¢in, f(y) = & esitsizligini
saglayan bir y < o elemani varsa, f’ye sonsuza
gider ya da (B’da) kofinal diyecegiz. Eger B = 6+
ise, f’nin sonsuza gitmesi, f’nin & degerini alma-
st demektir. Eger B limitse, bu, U, ., f(y) = B de-
mektir.

Ornegin Idg : B — P fonksiyonu sonsuza gi-
der. Daha hos bir 6rnek, f(n) = o, kuraliyla ta-
nimlanmis f : @ — o, fonksiyonu sonsuza gider.
Bu son ornekte o, sonsuza giden bir o -
fonksiyonunun oldugu en kiigik o ordinalidir.
Sonsuza giden bir f : o — B fonksiyonunun ol-
dugu en kiciik ordinale, B’nin kofinalitesi ad
verilir ve bu ordinal cf(B) olarak yazilir.
cf(B) = minfo: 3 f: o > B ve Us,, f(8) = B

Kolayca goriilecegi tizere, kofinalite, 0, 1 ya
da sonsuz bir kardinal olmak zorundadir.

Elbette cf(B) < B. Ve elbette cf(0) = 0, ama di-
ger sonlu sayilarin ve limit olmayan ordinallerin
kofinalitesi 1°dir; elbette. cf(®) = cf(®,,) = cf(®,,,)
= cf(eg) = o esitliklerini kanitlamak cok kolay.
Ote yandan cf(2®) > o esitsizligi kanitlanabilir.
Bu da (ZFC’de) 2 # w,, esitsizligini kanitlar.

29nin kofinalitesinin sayilamaz olan her-
hangi bir kardinal olabilecegi ZFC’yle tutarhdir.
Ornegin, 2@’nin kofinalitesi 2@ da olabilir.

o4’in kofinalitesinin w’dan biyiik oldugunu
kanitlamak ¢ok kolaydir: ®’in her elemani sayi-
labilir oldugundan, eger w{’in kofinalitesi sayila-
bilir olsaydi, sayilabilir sayida sayilabilir kiime-
nin birlesimi olarak yazilacagindan, o, sayilabi-
lir bir kiime olurdu.

Kofinalitesine esit bir ordinale diizgiin ordi-
nal adi verilir. Dizgiin olmayan ordinallere de
tekil denir. Ornegin o, tekildir. Her o i¢in o,
kardinalinin diizgiin oldugu gosterilebilir. De-
mek ki her pozitif # dogal sayisi i¢in, »,, diizgiin
bir ordinaldir.

Her o igin, cf(cf(a)) = cf(a) esitligini de gos-
termek pek zor degildir. Demek ki cf(a), diizgiin
bir ordinaldir.

Eger B bir limit ordinalse, cf(B), B’dan kiigiik
kardinallerden olusan ve toplamui 8 olan kiimele-
rin olasi en kiiciik kardinalitesidir:

cf(B) = min{lll : X;.; A; = B ve ; < B
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“Son elli yilda, kesirli sayilar kiimesini ta-
mamlayarak ya da Dedekind kesitleriyle, gercel
sayilarin ingasina biiyiik 6nem verildi. Belitsel
yaklagimin etkisiyle ve bicimsel bir bakis agisiy-
la, insanlar ayriklikta/stireksizlikte matematiksel
varlik’in ilk izlerini gordii: “Tanr1 dogal sayilari
yaratmistir, gerisi insanoglunun eseridir.” Ce-
birci Kronecker’e ait olan bu 6zdeyis, onun fel-
sefi bakisindan ¢ok, spekiilasyonlarla zengin ol-
masini saglayan bankaci ge¢misini agiga vuru-
yor. Psikolojik acidan ve - bu satirlarin yazarina
gore - ontolojik acidan, en kiguk bir kusku yok
ki, geometrik streklilik ta en basta varolan ilk
seydir. Eger biling denen sey varsa, bu herhalde,
her seyden 6nce uzamin ve zamanin bilincidir.”

René Thom

Not: Eger 2 < o,, gibi bir esitlige inaniyor-

sak, bir anlamda Kronecker’in yukarda alintila-

nan Ozdeyisine inaniyoruz demektir.

SH’nin (ya da SH’nin ZFC’den bagimsizlig-
nin) standart matematikte, daha ¢ok analiz, topo-
loji ve 6l¢tim kurami gibi konularda énemli sonug-
lar1 vardir. Bu sayede, bu konulardaki yanitlanma-
mig bircok sorunun ZFC’den bagimsiz oldugu an-
lasilmustir.

SH’den daha genel bir hipotez vardir:

Genellestirilmis Siireklilik Hipotezi [GSH].
Her sonsuz x kardinali icin, 2¥ = x*. Yani « ile 2¥
arasinda tigiincii bir kardinal yoktur, ya da her o
ordinali icin 20« = w1 esitligi gecerlidir.

Stireklilik Hipotezi’nin bu genellegsmis halini
ilk ortaya atan Hausdorff’tur. Yil 1908.

ZFC, bunun da dogruluguna (elbette!) ya da
yanhghigina karar veremiyor (Godel-1938 ve Co-
hen-1963).

Ote yandan, ZF ve GSH, Se¢im Beliti’ni kanit-
layabiliyor. Bunu Polonyali matematikgi/kiimeler
kuramcisi Sierpinski kanitlamigtir.

GSH kardinal aritmetigi oldukga kolaylastirir:

op+1 egera<f+1

)
i o

Oy = eger B+ 1< a ve wp < cf(wg )

g +1 eger B+1<ave mg > cf(oy)
Bunu okura donem o6devi olarak birakiyoruz.
Okkes’ten bir deyis calarak, iste aziz ve azize

okurlarim, matematik ancak bu kadar ilging ola-
biliyor! ¢



