
Do¤al say›lar›n say›labilir

sonsuzlukta, gerçel say›lar›n ise

say›lamaz sonsuzlukta oldu¤unu biliyoruz

[sayfa 27, Teorem 21]. Hatta gerçel say›lar›n kardi-

nalitesinin 2 oldu¤unu biliyoruz. Demek ki,

| | =  <  1 ≤ 2 = |!|.

1877’de, henüz 32 yafl›ndayken, kümeler kura-

m›n›n ve ordinal ve kardinal kavramlar›n›n yarat›-

c›s› Alman matematikçi Georg Cantor, !’nin, do-

¤al say›lardan “daha büyük” ama gerçel say›lardan

“daha küçük” bir altkümesinin olup olmayaca¤›

sorusunu sordu. Yani !’nin say›lamaz sonsuzlukta

olan ama kardinalitesi 2 olmayan bir altkümesi

var m›d›r? Ya da !’nin her sonsuz altkümesi ya  

ya da ! ile efllenik olmak zorunda m›d›r? Daha mo-

dern bir deyiflle,  1 = 2 eflitli¤i do¤ru mudur?

Cantor yan›t›n olumsuz olaca¤›n› tahmin etti

ama bir türlü kan›tlayamad›. Cantor’un bu tahmi-

nine 
�������������	
���denir:

Süreklilik Hipotezi [SH].  1 = 2 .

1900’de, Paris’teki meflhur konferans›nda Da-

vid Hilbert bu problemi 20’nci yüzy›l›n matematik-

çilerine sordu. Hilbert bu probleme o kadar önem

veriyordu ki, sundu¤u 23 problem aras›nda buna

birinci s›rada yer verdi. Yan›t› bulmak 63 y›l ald›.

Kurt Gödel 1938’de, Süreklilik Hipotezi’nin

ZFC’yle1 tutarl› oldu¤unu kan›tlad›. Yani e¤er

ZFC çeliflkisizse (bir baflka deyiflle, ZFC’de 0 = 1

eflitli¤i kan›tlanamazsa), o zaman ZFC’ye Sürekli-

lik Hipotezi’ni eklersek de çeliflkisiz bir kümeler

kuram› elde ederiz.

Gödel’in bu sonucundan, ZFC’de, Süreklilik

Hipotezi’nin yanl›fll›¤›n›n kan›tlanamayaca¤› ç›-

kar, ama do¤rulu¤unun kan›tlanabilece¤i ç›kmaz.

Bunu 1963’te Paul Cohen göstermifltir. Cohen’in

kan›t›, o güne dek bilinmeyen bir yöntem kullan›r:

‹ngilizcesiyle �	�
���, Türkçesi �	���������ya

da �	�����olabilir. Zorlamayla, Cohen, ZFC’nin

belitlerinin do¤ru oldu¤u ama SH’nin yanl›fl oldu-

¤u bir evren (ZFC + !SH’nin bir modelini) infla et-

mifltir ve bu inflas›yla 1966’da Fields Madalyas›’n›

kazanm›flt›r.

Gödel’le Cohen’in sonuçlar›n› bir araya koyar-

sak, ZFC’nin, Süreklilik Hipotezi’nin do¤rulu¤u ya

da yanl›fll›¤› konusunda herhangi bir fley söyleye-

meyece¤i ç›kar. E¤er ZFC çeliflkisiz (yani tutarl›) bir

kuramsa, ZFC’ye Süreklilik Hipotezi olan  1 = 2 

eflitli¤ini de belit olarak eklesek, tam tersine, Sürek-

lilik Hipotezi’nin de¤illemesi olan  1 < 2 eflitsizli-

¤ini de belit olarak eklesek, her iki durumda da çe-

liflkisiz bir kuram elde ederiz. Mant›kç›lar›n deyi-

miyle Süreklilik Hipotezi, ZFC’den ba¤›ms›zd›r.

Bütün bunlar akla baflka sorular getiriyor.

Acaba ZFC, 2 ≤  2 eflitsizli¤ini kan›tlayabilir mi?

Ya da 2 ≤  5 eflitsizli¤ini? Hay›r!
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Süreklilik Hipotezi ve Felsefi Sonuçlar›

Kapak Konusu: Kardinaller

Gödel’in Teoremi
1900’deki ünlü Paris konferans›nda Hilbert,

yaflad›¤› ça¤a göre anlafl›l›r bir iyimserlikle, ma-

tematikçilerden matemati¤in çeliflkisiz oldu¤unu

kan›tlamalar›n› istemifltir. (Hilbert’in ikinci soru-

su.) Gödel de, 1931’de, toplama ve çarpmayla il-

gilli en temel aritmeti¤in en temel özelliklerini or-

taya ç›karabilecek güçte olan çeliflkisiz bir kura-

m›n kendisinin çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlayama-

yaca¤›n› göstererek Hilbert’in sorusunu olumsuz

yan›tlam›flt›r. (Gödel’in ‹kinci Eksiklik Teoremi).

Gödel’in Birinci Eksiklik Teoremi, toplama

ve çarpmayla ilgilli en temel aritmeti¤in en temel

özelliklerini ortaya ç›karabilecek güçte olan ve

hangi önermenin belit olup olmad›¤›n› bir bilgi-

sayar program›n›n anlayabildi¤i çeliflkisiz bir ku-

ramda ne kendisinin ne de de¤illemesinin kan›t-

lanabildi¤i bir önermenin oldu¤unu söyler. Pek

san›lm›yor ama ‹kiz Asallar San›s› ya da Gold-

bach San›s› bu tür önermelerden olabilir. 

1939’da Kurt Gödel, e¤er ZF çeliflkisizse,

ZF’nin Seçim Beliti’ni yanl›fllayamayaca¤›n› ka-

n›tlad›. Gene Paul Cohen ve gene 1963’te, e¤er

ZF çeliflkisizse, ZF’nin Seçim Beliti’ni kan›tlaya-

mayaca¤›n› kan›tlad›. Demek ki Seçim Beliti de

ZF’den ba¤›ms›zd›r.1 ZFC, matematikçilerin çok büyük ço¤unlu¤uyla çal›flt›klar› be-
lit (aksiyom) sistemidir. [Bkz. MD-2006-II, sayfa 22].



Peki, ZFC, bir " ordinali için 2 ≤  " eflitsizli-

¤ini kan›tlayabilir mi? Elbette: " = 2 için örne¤in

(sayfa 54, Önsav 3). Ama bu yan›t doyurucu de¤il,

çünkü 2 kardinalinin ne kadar büyük oldu¤unu

anlamak için gene 2 kardinalini kullan›yoruz.

n hangi do¤al say› olursa olsun, ZFC’ye 2 =  n

eflitli¤ini eklersek, tutarl›, yani çeliflkisiz bir kuram

elde ederiz. Yani ZFC’de hiçbir n do¤al say›s› için,

2 ≤  n

eflitsizli¤i kan›tlanamaz.

2 kardinalini nerdeyse istedi¤imiz kadar bü-

yük yapabiliriz. Ama 2 =   yapamay›z. 2 ’n›n

  ’dan daha küçük ya da daha büyük oldu¤u

ZFC’yle tutarl›d›r, ama eflitlik ZFC’yle tutarl› de-

¤ildir. (Bkz. bir bir sonraki sayfadaki gri alan.)

Öte yandan, baz› ilginç varsay›mlar 2 =  2

eflitli¤ini kan›tl›yor. E¤er tüm  n’ler aras›ndan

2 ’n›n illa birine eflit oldu¤unu varsaymak gereki-

yorsa, n = 1 ya da 2 en “tabii” seçim olarak önü-

müze ç›k›yor.

Yukardaki tart›flmadan flu sonuç ç›k›yor: Ma-

tematiksel olarak, Süreklilik Hipotezi’ni kabul et-

sek de olur, etmesek de. Ya da bu konuda hiçbir

karar almayabiliriz. Demek ki bu daha çok gerçe¤i

alg›lamam›zla ilgili felsefi bir sorudur. 

Matematiksel olarak yap›labilecek en do¤al

fley, SH’nin ve de¤illemesinin sonuçlar›na bak›p,

ç›kan sonuçlar›n “do¤all›¤›na” ve “yapayl›¤›na”

göre karar vermek. Bu konuda bugüne dek bir fi-

kir birli¤ine var›lamad›¤›ndan, ne Süreklilik Hipo-

tezi ne de de¤illemesi belitlere eklenmifltir.

Felsefi olarak düflünüldü¤ünde, en filozof ma-

tematikçiler, 2 ’n›n çok daha büyük olmas› gerek-

ti¤ini düflünüyorlar ve bu sat›rlar›n yazar› da bu

bak›fl aç›s›na kat›l›yor. Ama 2 kardinalinin neye

eflit olmas› “gerekti¤i” bugün kümeler kuram›n›

enerjik ve son derece ilginç k›lan sorudur.
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Cohen ve Süreklilik Hipotezi
“Bu sat›rlar›n yazar›na göre, gün gelecek,

SH’nin bariz biçimde yanl›fl oldu¤una karar veri-

lecek. Kümelere birer birer eleman ekleyerek tüm

evreni kapsayaca¤›m›z› düflünmek deli saçmas›

oldu¤undan, [sonludan daha büyük olan] say›la-

bilir sonsuzlukta bir kümenin varl›¤›na inanmak

zorunday›z. Ayn› fley daha büyük sonsuzluklar

için de geçerli. fiimdi,  1, çok özel bir kardinal:

Say›labilir ordinallerin kümesi ve say›lamaz son-

suzlukta bir ordinal bulman›n en kestirme yolu.

Ama c (yani 2 = |!| = |#( )|), tam tersine, yep-

yeni ve çok daha güçlü bir ilkeyle, altkümeler kü-

mesi belitiyle bulunmufltur.  ’dan yola ç›karak

ve Yerlefltirme Beliti’ni kullanarak elde edilen bir

kardinalin c’ye ulaflaca¤›n› ummak ak›l kâr› bir

fley de¤il. Demek ki c kardinali  n,   ,    ve

benzerlerinden çok daha büyük olmal›. Bu bak›fl

aç›s›na göre, c, bize gözüpek bir belit taraf›ndan

verilmifl, inan›lmaz zenginlikte bir kardinaldir ve

peyderpey infla edilemez. Belki gelecek kuflaklar

problemi daha net bir biçimde görüp kendilerini

daha iyi ifade edeceklerdir.”

Paul Cohen

Gödel ve Süreklilik Hipotezi

Gödel, Süreklilik Hipotezi’nin (SH) yanl›fl

oldu¤unun kan›tlanamayaca¤›n› göstermesine

karfl›n gene de SH’nin yanl›fl oldu¤unu san›yor-

du. Kan›tlanabilmekle do¤ru olmak iki ayr› kav-

ramd›r. Bir önerme, kümeler kuram›n›n bir mo-

delinde (yani kümeler kuram›n›n belitlerinin

do¤ru oldu¤u bir evrende) do¤ru olabilir ama

kan›tlanamayabilir.

Ama ZFC’nin bir modelinin varl›¤›n› ZFC

kan›tlayamaz, yoksa ZFC kendisinin çeliflkisiz

oldu¤unu kan›tlard› (çünkü çeliflkili kuramlar›n

modelleri olamaz elbette).

Bu durumda Gödel’in SH’nin yanl›fl oldu¤u-

na inanmas› matematiksel olarak bir fley ifade

etmez elbette. Gödel’in inan›fl› tamam›yla felse-

fiydi. Gödel, Platonist bir görüfle sahip oldu¤un-

dan, tüm bu kavramlar›n bir yerlerde varoldu-

¤unu ve kümeler kuram›n›n bir modelinin bizim

alg›layamad›¤›m›z bir seviyede var oldu¤una

inan›yordu. Gödel’e göre SH iflte o evrende yan-

l›flt›r/yanl›fl olmal›d›r.

Gödel’e göre, ZFC’nin SH’yi yanl›fllayama-

mas›n›n nedeni, ZFC’nin yaflad›¤›m›z dünya-

y›/evreni eksik betimlemesinden kaynaklanmak-

tad›r. Yani asl›nda SH’nin yanl›fll›¤› kan›tlanma-

l›, ama ne yaz›k ki ZFC matemati¤i yeterince be-

timlemiyor. Dolay›s›yla Gödel’e göre Cantor’un

SH’sini çürütecek yeni belitler bulunmal›.

Paul Cohen formalist (biçimci) olmas›na

karfl›n, o da SH’nin do¤ru olmamas› gerekti¤ine

inan›yordu.



SH’nin (ya da SH’nin ZFC’den ba¤›ms›zl›¤›-

n›n) standart matematikte, daha çok analiz, topo-

loji ve ölçüm kuram› gibi konularda önemli sonuç-

lar› vard›r. Bu sayede, bu konulardaki yan›tlanma-

m›fl birçok sorunun ZFC’den ba¤›ms›z oldu¤u an-

lafl›lm›flt›r.

SH’den daha genel bir hipotez vard›r:

Genellefltirilmifl Süreklilik Hipotezi [GSH].

Her sonsuz $ kardinali için, 2$ = $+. Yani $ ile 2$

aras›nda üçüncü bir kardinal yoktur, ya da her "

ordinali için 2 " =  "+1 eflitli¤i geçerlidir.

Süreklilik Hipotezi’nin bu genelleflmifl halini

ilk ortaya atan Hausdorff’tur. Y›l 1908.

ZFC, bunun da do¤rulu¤una (elbette!) ya da

yanl›fll›¤›na karar veremiyor (Gödel-1938 ve Co-

hen-1963).

Öte yandan, ZF ve GSH, Seçim Beliti’ni kan›t-

layabiliyor. Bunu Polonyal› matematikçi/kümeler

kuramc›s› Sierpinski kan›tlam›flt›r.

GSH kardinal aritmeti¤i oldukça kolaylaflt›r›r:

Bunu okura dönem ödevi olarak b›rak›yoruz.

Ökkefl’ten bir deyifl çalarak, iflte aziz ve azize

okurlar›m, matematik ancak bu kadar ilginç ola-

biliyor! ©
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Kofinalite
" ve % birer ordinal, ƒ : " & % bir fonksiyon

olsun. E¤er her ' < % için, ƒ(() ≥ ' eflitsizli¤ini

sa¤layan bir ( < " eleman› varsa, ƒ’ye sonsuza

gider ya da (%’da) kofinal diyece¤iz. E¤er % = '+

ise, ƒ’nin sonsuza gitmesi, ƒ’nin ' de¤erini alma-

s› demektir. E¤er % limitse, bu, )(*" ƒ(() = % de-

mektir.

Örne¤in Id% : % & % fonksiyonu sonsuza gi-

der. Daha hofl bir örnek, ƒ(n) =  n kural›yla ta-

n›mlanm›fl ƒ :  &   fonksiyonu sonsuza gider.

Bu son örnekte  , sonsuza giden bir " &   
fonksiyonunun oldu¤u en küçük "+ordinalidir.

Sonsuza giden bir ƒ : " & % fonksiyonunun ol-

du¤u en küçük ordinale, %’n›n kofinalitesi ad›

verilir ve bu ordinal cf(%) olarak yaz›l›r. 

cf(%) = min{" : , ƒ : " & % ve )'*" ƒ(') = %}.

Kolayca görülece¤i üzere, kofinalite, 0, 1 ya

da sonsuz bir kardinal olmak zorundad›r.

Elbette cf(%) ≤ %. Ve elbette cf(0) = 0, ama di-

¤er sonlu say›lar›n ve limit olmayan ordinallerin

kofinalitesi 1’dir; elbette. cf( ) = cf(  ) = cf( 2 )

= cf(-0) =  eflitliklerini kan›tlamak çok kolay.

Öte yandan cf(2 ) >  eflitsizli¤i kan›tlanabilir.

Bu da (ZFC’de) 2 .   eflitsizli¤ini kan›tlar.

2 ’n›n kofinalitesinin say›lamaz olan her-

hangi bir kardinal olabilece¤i ZFC’yle tutarl›d›r.

Örne¤in, 2 ’n›n kofinalitesi 2 da olabilir.

 1’in kofinalitesinin  ’dan büyük oldu¤unu

kan›tlamak çok kolayd›r:  1’in her eleman› say›-

labilir oldu¤undan, e¤er  1’in kofinalitesi say›la-

bilir olsayd›, say›labilir say›da say›labilir küme-

nin birleflimi olarak yaz›laca¤›ndan,  1 say›labi-

lir bir küme olurdu.

Kofinalitesine eflit bir ordinale düzgün ordi-

nal ad› verilir. Düzgün olmayan ordinallere de

tekil denir. Örne¤in   tekildir. Her " için  "+1

kardinalinin düzgün oldu¤u gösterilebilir. De-

mek ki her pozitif n do¤al say›s› için,  n düzgün

bir ordinaldir.

Her " için, cf(cf(")) = cf(") eflitli¤ini de gös-

termek pek zor de¤ildir. Demek ki cf("), düzgün

bir ordinaldir.

E¤er % bir limit ordinalse, cf(%), %’dan küçük

kardinallerden oluflan ve toplam› % olan kümele-

rin olas› en küçük kardinalitesidir:

cf(%) = min{|I| : /i*I 0i = % ve 0i < %}.

“Son elli y›lda, kesirli say›lar kümesini ta-

mamlayarak ya da Dedekind kesitleriyle, gerçel

say›lar›n inflas›na büyük önem verildi. Belitsel

yaklafl›m›n etkisiyle ve biçimsel bir bak›fl aç›s›y-

la, insanlar ayr›kl›kta/süreksizlikte matematiksel

varl›k’›n ilk izlerini gördü: “Tanr› do¤al say›lar›

yaratm›flt›r, gerisi insano¤lunun eseridir.” Ce-

birci Kronecker’e ait olan bu özdeyifl, onun fel-

sefi bak›fl›ndan çok, spekülasyonlarla zengin ol-

mas›n› sa¤layan bankac› geçmiflini aç›¤a vuru-

yor. Psikolojik aç›dan ve - bu sat›rlar›n yazar›na

göre - ontolojik aç›dan, en küçük bir kuflku yok

ki, geometrik süreklilik ta en baflta varolan ilk

fleydir. E¤er bilinç denen fley varsa, bu herhalde,

her fleyden önce uzam›n ve zaman›n bilincidir.”

René Thom

Not: E¤er 2 ≤  n gibi bir eflitli¤e inan›yor-

sak, bir anlamda Kronecker’in yukarda al›nt›la-

nan özdeyifline inan›yoruz demektir.


