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Bir X   kümesi üzerine

tan›mlanm›fl artan bir ƒ : X! fonk-

siyonu düflünelim. Örne¤in flöyle bir fley:

x, tan›m kümesinin üsts›n›r›na (soldan tabii ki) git-

ti¤inde, fonksiyonun sonlu ya da sonsuz bir limiti

olmas› - her zaman do¤ru olmasa da - makul bir

öngörüdür. Afla¤›da olas› dört durum görünüyor:

Artan bir fonksiyonun, x, tan›m kümesinin

üsts›n›r›na gitti¤inde, sonlu ya da sonsuz bir limiti

var m›d›r ve varsa bu limit nedir? 

Her ne kadar yukardaki flekillerde fonksiyonlar

sürekli gibi görünse de, fonksiyonlar›n sürekli ol-

malar›na pek gerek yok sanki. Fonksiyon sürekli de

olsa süreksiz de olsa, limit olmal› sanki... 

Ama biraz düflününce bir iki teknik sorunla

karfl›lafl›r›z. Önce o sorunlar› tart›fl›p halledelim.

(Tart›flmadan hofllanmayanlar do¤rudan teoreme

ve kan›t›na gidebilirler. Zaten teorem de kan›t› da

birkaç sat›r› geçmiyor.)

Örne¤in e¤er X = (0, 1) " {2} ise, ƒ(x)’in x,

2’ye giderken limiti al›namaz, çünkü 2, X’ten ayr›k

bir say›d›r, X’in bir yo¤unlaflma noktas› de¤ildir.

(Limit kavram›n›n tan›m›n› an›msay›n: Bir fonksi-

yonun limiti ancak tan›m kümesinin yo¤unlaflma

noktalar›nda al›nabilir.)

Bu sorunu halletmenin en kolay yolu, sup X #
 oldu¤unda, sup X say›s›n›n X’in bir yo¤unlaflma

noktas› oldu¤unu varsaymakt›r. Ama ayn› sorunu

böyle bir k›s›tlama getirmeden, daha fl›k biçimde

de çözebiliriz: ƒ(x)’in limitini, x, sup X’e giderken

almaya kalk›flaca¤›m›za, limiti, x, limsup X’e gi-

derken almaya çal›flabiliriz. O zaman yukardaki

sorun kaybolur. (MD-2008-I, sayfa 30, Önsav

6’dan an›msayal›m: limsup X, e¤er sonlu bir say›y-

sa, X’in yo¤unlaflma noktalar›n›n en büyü¤üdür.

X’in yo¤unlaflma noktas› yoksa zaten o zaman ya-

pacak bir fley yok, hiçbir noktada limit alamay›z.)

Sorun olmasa da bir soru var ve bu soru yan›t-

lanmazsa kan›t aflamas›nda soru soruna dönüflebi-

lir: x, limsup X’e giderken ƒ(x)’in limiti hangi say›

olacakt›r? 

Fonksiyon artan oldu¤undan, x, limsup X’e gi-

derken ƒ’nin limitinin sup ƒ(X) olmas›n› beklemek

makul gibi görünüyor. Ama maalesef bu her za-

man do¤ru de¤il. Örne¤in, X = [0, 1] ise ve ƒ fonk-

siyonu,

olarak tan›mlanm›flsa, o zaman, X’in limsup’ü

1’dir ve

limx!1 ƒ(x) = 0 $ 1 = sup ƒ(X)

olur. 

Bu sorunu çözmek için, x, limsup X’e giderken

ƒ(x)’in limitinin sup ƒ(X) de¤il de limsup ƒ(X) ol-

du¤u tahmininde bulunabiliriz ama bu tahmin de

yetersiz kal›r çünkü örne¤in ƒ sabit bir fonksiyon

oldu¤unda limsup ƒ(X) yoktur.

Kapak Konusu: Düzgün Yak›nsakl›k
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x, limsup X’e giderken ƒ’nin limitinin

sup{ƒ(x) : x # X ve x ≤ limsup X}

olmas› gerekti¤i biraz daha do¤ru bir tahmindir.

Ama bu da tam do¤ru bir tahmin olmaz. Bu sefer

flöyle bir sorun belirebilir: limsup X, sa¤dan da

X’in bir yo¤unlaflma noktas› olabilir ve ƒ fonksiyo-

nu limsup X’in sa¤›nda sorun yaratabilir. Örne¤in,

X = (0, 1) " {1 + 1/n : n = 1, 2, 3, ... }

ve

ise, limsup X = 1 olur ve limx ! 1 ƒ(x) limiti yok-

tur. 

Bu sorunun da çözümü var: Normal limit

alaca¤›m›za, limiti soldan alal›m; ƒ(x)’in limitini,

x, limsup X’e giderken de¤il, x, limsup X’e soldan

giderken alal›m.

Baz› okurlar› s›kabilecek bu uzun tart›flmadan

sonra art›k baklay› a¤z›m›zdan ç›kar›p teoremimi-

zi yazabiliriz:

Teorem. X   ve ƒ : X !  , artan bir fonk-

siyon olsun. E¤er

a = limsup X #  " {%} 

ise ve

b = sup{ƒ(x) : x # X ve x < a} 

ise o zaman,

limx ! a- ƒ(x) = b

olur. (a = % ise, a-, %&demektir.) 

Dikkat: X’in limsup’ü olmayabilir, o zaman te-

orem hiçbir fley dememektedir.

Benzer bir sonuç, elbette azalan fonksiyonlar

ve inf ve liminf’ler için de geçerlidir. 

Bu arada artan ve azalan fonksiyonlar›n tan›-

m›n› yapal›m da hiçbir fley gizli kalmas›n: X   
ve ƒ : X !  bir fonksiyon olsun. E¤er X’in her x

< y elemanlar› için ƒ(x) ≤ ƒ(y) oluyorsa, ƒ’ye �����
(ya da ���������) fonksiyon denir. E¤er X’in her

x < y eleman› için ƒ(x) < ƒ(y) oluyorsa, ƒ’ye ���	

��
�����fonksiyon denir. Benzer tan›mlar azalan

ve mutlak azalan fonksiyonlar için de yap›l›r. Ar-

tan ya da azalan fonksiyonlara �������fonksi-

yonlar ad› verilir.

Teoremin Kan›t›: a ve b’nin  ’de olduklar›n›

varsayal›m. 

Diyelim teorem do¤ru de¤il. O zaman öyle bir

. > 0 vard›r ki, / > 0 ne olursa olsun, 

hem x # X 0 (a - /, a) hem de b - ƒ(x) > .
iliflkilerini sa¤layan bir x buluruz. Bu . say›s›n› sa-

bitleyelim.

b’nin tan›m›ndan dolay›, X’in,

b - . < ƒ(c) ≤ b

eflitsizliklerini sa¤layan bir c < a eleman› vard›r.

fiimdi ilk paragraftaki /’y› a - c say›s›na eflit alal›m.

O zaman, hem 

x # X 0 (a - /, a) = X 0 (c, a) 

hem de 

b - ƒ(x) > .
iliflkilerini sa¤layan bir x buluruz. Demek ki, hem

c < x

olur hem de 

ƒ(x) < b -&. < ƒ(c)

olur, ki bu iki eflitsizlik ƒ’nin artan olmas›yla çeliflir.

a ve b’den birinin ya da her ikisinin birden son-

suz oldu¤u durumlar›n kan›t› da benzerdir ve oku-

ra b›rak›lm›flt›r. ¨
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TMD Burslar›
Türk Matematik Derne¤i, kâr amac› gütmeyen ve

topluma hizmet eden bir sivil toplum örgütüdür.

Üyesiz, aidats›z ve ba¤›fls›z yaflayamaz, hizmet ve-

remez. 

TMD flu anda üç parlak matematik ö¤rencisine

burs vermektedir. Neden daha fazla burs verme-

yelim?

www.tmd.org.tr


