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Kapak Konusu: Diizgiin Yakinsaklik

Monoton Fonksiyonlarin Limitleri

Bir X < R kiimesi {izerine
tanimlanmug artan bir f : X — R fonk-
siyonu diisiinelim. Ornegin soyle bir sey:

Ay

y = flx)

X

x, tanim kiimesinin tstsinirina (soldan tabii ki) git-
tiginde, fonksiyonun sonlu ya da sonsuz bir limiti
olmasi - her zaman dogru olmasa da - makul bir
ongoridiir. Asagida olasi dort durum goriniiyor:

Ay by

lim_, f(x)=0b

lim,_ f(x) =00

lim,  f(x) = lim,_  flx)=b

Artan bir fonksiyonun, x, tanim kiimesinin
ustsinirina gittiginde, sonlu ya da sonsuz bir limiti
var muidir ve varsa bu limit nedir?

Her ne kadar yukardaki sekillerde fonksiyonlar
surekli gibi goriinse de, fonksiyonlarin siirekli ol-
malarina pek gerek yok sanki. Fonksiyon siirekli de
olsa siireksiz de olsa, limit olmali sanki...

Ama biraz dustinunce bir iki teknik sorunla
karsilasiriz. Once o sorunlar tartisip halledelim.
(Tartismadan hoslanmayanlar dogrudan teoreme

14

ve kanitina gidebilirler. Zaten teorem de kanit1 da
birkac satir1 gecmiyor.)

Ornegin eger X = (0, 1) U {2} ise, f(x)in x,
2’ye giderken limiti alinamaz, ¢inki 2, X’ten ayrik
bir sayidir, X’in bir yogunlagma noktasi degildir.
(Limit kavraminin tanimini animsayin: Bir fonksi-
yonun limiti ancak tanim kiimesinin yogunlagma
noktalarinda alinabilir.)

Bu sorunu halletmenin en kolay yolu, sup X
R oldugunda, sup X sayisinin X’in bir yogunlagma
noktasi oldugunu varsaymaktir. Ama ayni sorunu
boyle bir kisitlama getirmeden, daha sik bicimde
de ¢ozebiliriz: f(x)’in limitini, x, sup X’e giderken
almaya kalkisacagimiza, limiti, x, limsup X’e gi-
derken almaya calisabiliriz. O zaman yukardaki
sorun kaybolur. (MD-2008-I, sayfa 30, Onsav
6’dan animsayalim: limsup X, eger sonlu bir sayiy-
sa, X’in yogunlagma noktalarinin en buyugudiir.
X’in yogunlagma noktasi yoksa zaten o zaman ya-
pacak bir sey yok, hi¢bir noktada limit alamayiz.)

Sorun olmasa da bir soru var ve bu soru yanit-
lanmazsa kanit asamasinda soru soruna doniisebi-
lir: x, limsup X’e giderken f(x)’in limiti hangi sayi
olacaktir?

Fonksiyon artan oldugundan, x, limsup X’e gi-
derken f’nin limitinin sup f(X) olmasini beklemek
makul gibi gortinityor. Ama maalesef bu her za-
man dogru degil. Ornegin, X = [0, 1] ise ve f fonk-

b

olarak tanimlanmigsa, o zaman, X’in limsup’u
1’dir ve

siyonu,

eger x<1 ise

f(x)

eger x =1 ise

lim, o f(x) =01 =sup f(X)
olur.

Bu sorunu ¢ozmek igin, x, limsup X’e giderken
f(x)’in limitinin sup f(X) degil de limsup f(X) ol-
dugu tahmininde bulunabiliriz ama bu tahmin de
yetersiz kalir ¢iinkii 6rnegin f sabit bir fonksiyon
oldugunda limsup f(X) yoktur.
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x, limsup X’e giderken f’nin limitinin
sup{f(x) : x € X ve x < limsup X}
olmasi gerektigi biraz daha dogru bir tahmindir.
Ama bu da tam dogru bir tahmin olmaz. Bu sefer
sOyle bir sorun belirebilir: limsup X, sagdan da
X’in bir yogunlagsma noktasi olabilir ve f fonksiyo-
nu limsup X’in saginda sorun yaratabilir. Ornegin,
X=(0,1)U(l+n:in=1,23,..)

0
t) {1 eger x> 1 ise
ise, limsup X = 1 olur ve lim, _, { f(x) limiti yok-

ve
eger x< 1 ise

tur.

Bu sorunun da ¢6ziimii var: Normal limit
alacagimiza, limiti soldan alalim; f(x)’in limitini,
x, limsup X’e giderken degil, x, limsup X’e soldan
giderken alalim.

Baz1 okurlar: sikabilecek bu uzun tartismadan
sonra artik baklayi agzimizdan cikarip teoremimi-
zi yazabiliriz:

Teorem. X c R ve f : X — R, artan bir fonk-
siyon olsun. Eger
a = limsup X € R U {0}
ise ve
b =sup{f(x):x € Xvex <al
ise o zaman,
lim, , . f(x)=b
olur. (a = w ise, a-, oo demektir.)

X

Dikkat: X’in limsup’t olmayabilir, 0 zaman te-
orem hicbir sey dememektedir.

Benzer bir sonug, elbette azalan fonksiyonlar
ve inf ve liminf’ler i¢cin de gegerlidir.

Bu arada artan ve azalan fonksiyonlarin tani-
mini yapalim da higbir sey gizli kalmasin: X < R
ve f: X = R bir fonksiyon olsun. Eger X’in her x
< y elemanlari icin f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye artan
(va da azalmayan) fonksiyon denir. Eger X’in her
x < y elemani igin f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye mut-

15

lak artan fonksiyon denir. Benzer tanimlar azalan
ve mutlak azalan fonksiyonlar i¢in de yapilir. Ar-
tan ya da azalan fonksiyonlara monoton fonksi-
yonlar ad1 verilir.

Teoremin Kaniti: @ ve b’nin R’de olduklarini
varsayalim.

Diyelim teorem dogru degil. O zaman 6yle bir
¢ > 0 vardir ki, 8 > 0 ne olursa olsun,

hemx € XN (a—-8,a) hemde b - f(x) > ¢
iligkilerini saglayan bir x buluruz. Bu ¢ sayisini sa-
bitleyelim.

b’nin tanimindan dolayi, X’in,

b-eg<flc)<b

esitsizliklerini saglayan bir ¢ < a elemani vardir.

A

b

fle)
b+

Jx) T

y = fl(x)

.
T
Cx a

Simdi ilk paragraftaki 8’y1 a — ¢ sayisina esit alalim.
O zaman, hem
xeXna@a-96,a)=Xn/ca)
hem de
b-f(x)>¢
iligkilerini saglayan bir x buluruz. Demek ki, hem
c<x
olur hem de
fx) < b—e< fo)

olur, ki bu iki esitsizlik f’nin artan olmasiyla ¢elisir.

a ve b’den birinin ya da her ikisinin birden son-
suz oldugu durumlarin kaniti da benzerdir ve oku-
ra birakilmigtir.
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