
Birinci Oyun. Oyunumuz en az iki kifli aras›n-

da oynan›yor. Ne iskambil kâ¤›d›na ne kalem kâ-

¤›da ne de bir tahtaya gereksinim var bu oyunu oy-

namak için. Yolda, otobüste, vapurda, sinemada,

tiyatroda, tarlada, fabrikada, atölyede, her yerde

oynayabilirsiniz. 

Biz oyunu iki kifli aras›nda oynataca¤›z ve

aç›klamas› kolay olsun diye çak›l tafllar› kullanaca-

¤›z. Ama dedi¤im gibi, bu oyunu oynamak için hiç-

bir gerece gereksinim yok.

Belli bir say›da çak›l tafl› koyun ortaya. Her

oyuncu s›ras› geldi¤inde bu kümeden 1, 2 ya da 3

çak›l tafl› alacak. Son hamleyi yapan oyuncu oyu-

nu kazan›r. Bir baflka

deyiflle, ortada çak›l tafl›

b›rakmayan oyuncu

oyunu kazan›r.

Örne¤in, oyunun ba-

fl›nda 4 tafl varsa, oyuna

bafllayan oyuncu oyunu

kaybeder. 1 tafl alsa,

öbür oyuncu kalan 3 tafl›

al›r. 2 tafl alsa öbür

oyuncu kalan 2 tafl› al›r.

3 tafl alsa, öbür oyuncu

kalan tek tafl› al›r. De-

mek ki 4 tafll› oyunda,

e¤er ikinci oyuncu iyi oy-

narsa, birinci oyuncu

oyunu kaybeder.

6 tafll› oyunlar› – iyi

oynarsa – birinci oyuncu

kazan›r. Öbür oyuncu nas›l oynarsa oynas›n, birin-

ci oyuncu hep kazanacak hamleyi bulur. Nas›l m›

kazan›r? ‹lk hamlesinde 2 tafl al›r kümeden. Geriye

4 tafl kalm›flt›r. S›ra ikinci oyuncuda. ‹kinci oyun-

cu 4 tafll›k bir oyuna bafllayacak ve yukarda gördü-

¤ümüz gibi oyunu kaybedecek.

Bu yaz›da flu soruyu yan›tlayaca¤›z: Birinci
oyuncu kaç tafll› oyunlar› kazan›r? Yani oyunda

kaç tafl olmal›d›r ki, ikinci oyuncunun hamleleri ne

olursa olsun, birinci oyuncu hep kazanacak hamle-

leri bulabilsin?

Belli ki birinci oyuncunun bu oyunda bir avan-

taj› var; ne de olsa ilk oyuncu ve oyunu bir nebze de

olsa yönlendirebilir. Dolay›s›yla oyunlar›n ço¤unu

birinci oyuncunun kazanaca¤›n› umabiliriz.

Birinci Oyunun Stratejisi. Hemen yan›t› vere-

yim: E¤er kümedeki tafl say›s› 4’e bölünmüyorsa

oyunu birinci oyuncu (iyi oynarsa elbet) kazan›r.

E¤er kümedeki tafl say›s› 4’e bölünüyorsa oyunu

ikinci oyuncu (iyi oynarsa) kazan›r. Örne¤in 25,

26, 27 tafll›k oyunlar› birinci oyuncu kazan›r; 24,

28, 32 tafll›k oyunlar›ysa ikinci oyuncu kazan›r.

Neden ve nas›l?

Kümede 1, 2 ya da

3 tafl varsa, oyunu oyu-

na bafllayan oyuncu ka-

zan›r: tafllar›n hepsini

birden al›r; ortada tafl

kalmad›¤›ndan ikinci

oyuncu oynayamaz ve

oyunu kaybeder.

E¤er kümede 4 tafl

varsa, oyuna bafllayan

oyuncu oyunu kaybede-

cektir. Çünkü birinci

oyuncu öbür oyuncuya

ya 1 ya 2 ya da 3 tafll›k

bir oyun sunmak zorun-

dad›r. Öbür oyuncu bü-

tün tafllar› toplay›p kü-

mede tafl b›rakmayabilir,

yani oyunu kazanabilir.

E¤er kümede 5, 6 ya da 7 tafl varsa, oyuna bafl-

layan oyuncu oyunu kazan›r. Çünkü bu oyuncu,

gerekti¤i kadar tafl al›p, oyunu 4 tafll›k bir oyuna

dönüfltürebilir. Öbür oyuncu 4 tafll›k bir oyunun

birinci oyuncusu olmak zorunda ve yukarda gör-

dü¤ümüz gibi oyunu kaybeder.

E¤er kümede 8 tafl varsa, oyuna bafllayan

oyuncu oyunu 5, 6 ya da 7 tafll›k bir oyuna dönüfl-

türmek zorundad›r. Öbür oyuncu bu 5, 6 ya da 7

tafll›k oyunun birinci oyuncusu olacak ve dolay›-

s›yla – iyi oynayarak – kazanacakt›r. Yukarda da
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aç›klad›¤›m›z gibi, öbür oyuncu kendisine sunulan

bu oyunu 4 tafll› oyuna dönüfltürecektir (baflka tür-

lü oynarsa kaybeder.) Demek ki 8 tafll› oyunu bi-

rinci oyuncu kaybeder.

Art›k oyunu kimin ve nas›l kazanaca¤› belli ol-

mufltur san›r›m. Oyunda hep 4’e bölünen bir say›-

da tafl b›rakmaya çal›flal›m. Bunu baflarabilirsek

oyunu kazan›r›z. Örne¤in 27 tafll› bir oyun oynu-

yorsak ve s›ra bizdeyse, 3 tafl almal›y›z. E¤er s›ra

bizde de¤ilse, öbür oyuncunun hata yapmas›n›

beklemekten baflka çaremiz yok. Diyelim s›ra biz-

deydi ve 3 tafl ald›k. Öbür oyuncuya 24 tafl kald›.

O oyuncu kaç tafl al›rsa als›n, s›ra bize geldi¤inde,

oyunu 20 tafll›k bir oyuna çevirmeliyiz. Bir sonra-

ki oyunumuzda da oyunu 16 tafll›k bir oyuna çe-

virmeliyiz. Böyle gide gide öbür oyuncuya 12, 8, 4

ve 0 tafll›k oyunlar kal›r.

E¤er önünüze 4’e bölünen say›da tafl gelmiflse,

1 tafl al›n ki tafl say›s› fazla azalmas›n. Böylece

öbür oyuncunun hata yapma olas›l›¤›n› art›rm›fl

olursunuz.

Görüldü¤ü gibi oyunlar›n dörtte üçünü birinci

oyuncu kazan›yor. ‹lk hamleyi yapmak ona hat›r›

say›l›r bir avantaj sa¤l›yor.

Biraz Sohbet. Bu oyunu çözümlemek için, her

hamleden sonra oyunun bir baflka oyuna dönüfltü-

¤ü olgusunu kulland›k. Örne¤in 27 tafll›k bir oyun,

bir sonraki hamlede 26, 25 ya da 24 tafll›k bir oyu-

na dönüflür. Ama 27 tafll›k oyunun birinci oyuncu-

su, dönüfltürdü¤ü 26, 25 ya da 24 tafll› oyunun

ikinci oyuncusu olacakt›r.

E¤er A oyununu oynuyorsak ve s›ra bizdeyse,

yapabilece¤imiz hamlelere bakal›m. Diyelim yapa-

bilece¤imiz befl hamle var. Her hamlemizden sonra

oyun bir baflka oyuna dönüflecektir. Bu oyunlara

A1, A2, A3, A4 ve A5 oyunlar› diyelim. Öbür oyun-

cuya bu oyunlardan birini sunaca¤›z ve öbür oyun-

cu kendisine sunulan bu oyunun birinci oyuncusu

olacak. E¤er A1, A2, A3, A4, A5 oyunlar›ndan en

az birinde ikinci oyuncu kazan›yorsa, A oyununu

kazanmak için, A oyununu bu oyuna dönüfltüre-

cek hamleyi yapmal›y›z.

Yukardaki örnekte A, 27 tafll› bir oyun. Yapa-

bilece¤imiz üç hamle var: 1, 2 ya da 3 tafl alabili-

riz. A1, A2, A3 s›ras›yla 26, 25 ve 24 tafll› oyunlar›

simgelesin. A3 oyununda ikinci oyuncu kazand›-

¤›ndan, 3 tafl almal›y›z.

Bu Oyunun Negatifi. Her oyunun bir de nega-

tifi vard›r. Yukardaki oyunda son hamleyi yapan

kazan›yordu, bu oyunun negatifinde ise son ham-

leyi yapan kaybeder. 

Negatif oyunda önüne 1 çak›l gelen oyuncu

oyunu kaybeder, çünkü bu son çak›l› alarak son

hamleyi yapmak zorunda kalacakt›r. Demek ki

önüne 2, 3 ya da 4 çak›l gelen oyuncu karfl›s›nda-

kine tek bir çak›l sunarak oyunu kazan›r. Dolay›-

s›yla, önünde 5 çak›l bulan oyuncu oyunu kaybe-

der çünkü oyunu 4, 3 ya da 2 çak›ll› bir oyuna dö-

nüfltürmek zorundad›r ve bu oyunlarda bafllayan

kazan›r. Özetle, birinci oyuncu, e¤er tafl say›s›,

1 ise kaybediyor. (Son hamleyi yapar.)

2, 3, 4 ise kazan›yor. (Oyunu 1’e dönüfltürür.)

5 ise kaybediyor. (Oyunu yukardaki 2, 3, 4

oyunlar›ndan birine dönüfltürmek zorunda.)

6, 7, 8 ise kazan›yor. (Oyunu 5’e dönüfltürür.)

9 ise kaybediyor. (Oyunu yukardaki 6, 7, 8

oyunlar›ndan birine dönüfltürmek zorunda.)

…

Oyunun ak›beti belli: 4n + 1’lik oyunlarda bafl-

layan (e¤er di¤er oyuncu do¤ru hamleleri yaparsa)

kaybeder. Di¤er oyunlar› (do¤ru hareketleri yapa-

rak, oyunu 4n + 1 oyunlar›na dönüfltürerek) birin-

ci oyuncu kazan›r.

‹kinci Oyun. Bir önceki oyun basit geldiyse,

kurallar› biraz zorlaflt›ral›m. Oyunu gene iki kifli

aras›nda ve çak›l tafllar›yla oynataca¤›z. Oyuncular

gene ortadaki kümeden 1, 2 ya da 3 tafl alabilecek-

ler. ‹lk oyunumuzdaki gibi yapacak hamle bulama-

yan ilk oyuncu oyunu kaybedecek, yani son ham-

leyi yapan kazanacak.

Ancak bir kural›m›z daha var bu kez. Oyuncu-

lar bir önceki oyuncunun ald›¤› tafl kadar tafl ala-

mazlar yerden. Örne¤in bir hamlenizde 2 tafl alm›fl-

san›z, bir sonraki hamlede öbür oyuncu 2 tafl ala-

maz, 1 ya da 3 tafl alabilir ancak. Oyuna bafllayan

oyuncunun böyle bir k›s›tlamas› yoktur elbet.

Son hamleyi yapan kazan›r.

Bütün tafllar› ald›¤›m›zda oyunu kazan›r›z bel-

li ki. Ama, 1 tafl alarak kümede 1 tafl b›rakt›¤›m›z-

da da oyunu kazan›r›z. Çünkü öbür oyuncu yerde-

ki o tek tafl› alamaz. Oyunun kurallar› bu hamleyi

engelliyor.

Gene ayn› soruyu soruyoruz: Bu yeni oyunu
hangi oyuncu ve nas›l oynayarak kazan›r? Yan›t

oyunun bafl›ndaki tafl say›s›na göre de¤iflebilir elbet.
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‹kinci Oyunun Stratejisi. Bu oyunun da yan›t›

yukardaki yan›t gibi: Tafl say›s› 4’e bölünmüyorsa

oyunu birinci oyuncu kazan›r, tafl say›s› 4’e bölü-

nüyorsa oyunu ikinci oyuncu kazan›r! Ve flafl›lacak

fley, bu oyunun stratejisi de yukardaki oyunun

stratejisi gibidir, hatta daha da kolayd›r!

4 tafll› oyunu birinci oyuncu kaybeder. 1 tafl al-

sa, ikinci oyuncu kalan 3 tafl› al›r. 3 tafl alsa, ikin-

ci oyuncu kalan tafl› al›r. 2 tafl alsa, ikinci oyuncu

2 tafl alamaz ama 1 tafl alabilir ve hatta 1 tafl almak

zorundad›r. Birinci oyuncuya 1 tafl kal›r. Ama bi-

rinci oyuncu bu tafl› alamaz, çünkü bir önceki

hamlesinde ikinci oyuncu 1 tafl alm›flt›. Birinci

oyuncu oynayamad›¤›ndan oyunu kaybeder.

Bu oyunda kazanmak için birinci oyunun stra-

tejisinin hemen hemen ayn›s› uygulanmal›.

Diyelim 27 tafll› bir oyunda birinci oyuncuyuz.

‹lk oyundaki gibi 3 tafl alal›m ve öbür oyuncuya 24

tafl b›rakal›m. E¤er öbür

oyuncu 1 tafl al›rsa 3 tafl

alal›m ve oyunu 20 tafla

indirgeyelim. E¤er öbür

oyuncu 3 tafl al›rsa 1 tafl

alal›m ve oyunu gene 20

tafla indirgeyelim. Peki,

ya öbür oyuncu 2 tafl

al›p oyunu 22 tafla indir-

gerse ne yapmal›y›z? Yu-

kardaki oyunu oynasay-

d›k, biz de 2 tafl al›p

oyunu 20 tafla indirger-

dik. Ne yaz›k ki 2 tafl almaya kurallar izin vermi-

yor. Ya 1 ya 3 tafl alaca¤›z. Ne yapmal›y›z? 1 tafl

m› almal›y›z 3 tafl m›?

Kaç tafl al›rsak alal›m, önemli de¤il. Çünkü ne

oynarsak oynayal›m, öbür oyuncu bize 4’e bölü-

nen say›da tafl b›rakamaz: Diyelim 1 tafl ald›k ve

geriye 21 tafl kald›. Öbür oyuncu 1 tafl alamayaca-

¤›ndan oyunu 20 tafla indirgeyemez. Diyelim 3 tafl

al›p oyunu 19 tafla indirgedik. Öbür oyuncu 3 tafl

alamayaca¤›ndan oyunu 16 tafla indirgeyemez.

E¤er bu yöntemi uygularsak, her zaman 4’e

bölünen say›da tafl b›rakamayabiliriz ama, öbür

oyuncunun bize 4’e bölünen say›da tafl b›rakmas›-

n› engelleriz. Böylece hiçbir zaman 4’e bölünen sa-

y›da tafl gelmez önümüze. Dolay›s›yla hiçbir zaman

0 tafll› bir oyun devralmay›z (0, 4’e bölünür!) ve tafl

yoklu¤undan oyunu kaybedemeyiz. 

Peki, bu yöntemle oynayarak, önümüze 1 tafl

gelip de bu tafl› alamad›¤›m›zdan oyunu kaybetti-

¤imiz olur mu? Olmaz. Neden olmaz? Çünkü önü-

müze 1 tafl gelmiflse ve bu tafl› alam›yorsak, bir ön-

ceki hamlede öbür oyuncu kümeden 1 tafl alm›fl de-

mektir. Demek ki bu oyuncuya 2 tafll› bir oyun

devretmiflizdir. Öbür oyuncu bu 2 tafl› alabilseydi

al›rd›. Almad›¤›na göre bir önceki hamlemizde 2

tafl alm›fl›zd›r. Demek ki bir önceki oyunda önü-

müzde 4 tafl varm›fl. Yani, önümüze 4 tafll› bir

oyun sunulmufl bir an! Ama önümüze 4’e bölünen

say›da tafl b›rak›lamayaca¤›n› biraz önce kan›tla-

m›flt›k. Demek ki böyle de kaybedemeyiz. Demek

ki hiçbir türlü kaybedemeyiz. Demek ki bu strate-

jiyle oyunu kazan›r›z.

Sonuç olarak hep 4’e bölünen bir say›da tafl b›-

rakmal›y›z. Oyunun kurallar› bunu engelliyorsa,

ne yaparsak yapal›m önemli de¤ildir. 

Bu son dedi¤im pek do¤ru de¤il... E¤er önü-

müze gelen oyunun tafl

say›s› 4’e bölünüyorsa, 2

tafl almayal›m. Çünkü 2

tafl al›rsak, öbür oyun-

cunun yanl›fl yapmas›na

olanak yoktur. Ya 1 ya 3

tafl alal›m.

Bir önceki oyunun

yöntemini öbür oyuncu

bir iki kez oynad›ktan

sonra kolayca anlayabi-

lir. Bu oyunun yöntemini

öbür oyuncunun anla-

mas› daha zordur. Çünkü oyunun kimi aflamalar›n-

da ister 1 ister 3 tafl alabiliriz. Kimileyin 1, kimile-

yin 3 tafl alarak yöntemimizi uzun süre öbür oyun-

cudan gizleyebiliriz.

Do¤ru Yan›t› Nas›l Buldum? Bu yaz›y› az kal-

s›n burda kesecektim. Biraz düflününce, bu yaz›y›

burda kesmenin yalan söylemek olaca¤›n› anlad›m.

Çünkü do¤ru stratejiyi nas›l buldu¤umdan, geçti-

¤im süreçlerden sözetmedim.

Bir önceki oyunda hangi oyuncunun nas›l oy-

narsa kazanaca¤›n› nas›l buldum? Okur, anlatt›¤›-

m› hemen buldu¤umu san›yorsa yan›l›yor. Tereya-

¤›ndan k›l çeker gibi olmad›. Geçti¤im aflamalar›

teker teker yazay›m:

1. Önce oldukça uzun süren hesaplar yaparak

oyunu kimin ve hangi stratejiyle oynayarak kaza-

naca¤›n› buldum. Ama buldu¤um strateji yukarda-
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ki gibi yal›n de¤ildi. Do¤ru olmas›na do¤ruydu

ama karmafl›k bir biçimde ifade edilmiflti. Strateji-

nin do¤ru strateji oldu¤unun kan›t› da oldukça

karmafl›kt›. Hiç de güzel bir kan›t de¤ildi. Hatta

öylesine çirkindi ki, bir ara bu yaz›y› yazmaktan

vazgeçmifltim.

2. Buldu¤um stratejiyi birkaç kez gözden geçi-

rince stratejiyi daha yal›n bir biçimde ifade edebi-

lece¤imi gördüm.

3. Bu yal›n ifadeyi gene yal›n bir biçimde ka-

n›tlamaya çal›flt›m. Bu pek zor olmad› ve yukarda-

ki kan›t› buldum.

Yaz›m›n yukardaki bölümünde 2 ve 3 say›l›

aflamalar›n sonuçlar›n› okudunuz. Birinci aflamay›

sizden gizledim. Yani sonucu bulmak için çekti¤im

güçlükleri göstermedim. Yaz›n›n bundan sonraki

bölümünde o ilk aflamay› anlataca¤›m.

‹lk aflamay› atlay›p do¤rudan ikinci aflamaya

geçebilen matematikçiler, hatta ö¤renciler vard›r.

Ama böyle insanlar az›nl›ktad›r. Genellikle mate-

matikçilerin ilk çözümleri oldukça karmafl›kt›r.

Matematikçiler bulduklar› ilk çözümü aç›klamaz-

lar. Nas›l bir ressam tablosuyla birlikte tablosunun

eskizlerini sergilemezse, bir matematikçi de kan›t-

lad›¤› teoremle birlikte önüne ç›kan zorluklar› ser-

gilemez. Teoremin en k›sa, en özlü, en yal›n ve en

güzel kan›t›n› aç›klamakla yetinir. Bu kural› bu ya-

z›mda bozarak, yaz›n›n süre¤inde do¤ru yan›t› bul-

mak için geçti¤im evreleri aç›klayaca¤›m. Kendimi

yinelememek için, yukardaki oyuna benzer bir

oyun ele alaca¤›m. Hep birlikte do¤ru stratejiyi ve

bu stratejinin neden do¤ru oldu¤unu bulaca¤›z.

Üçüncü Oyun. Bu oyun da bir önceki oyun gi-

bi, ancak iki oyuncunun peflpefle ald›klar› tafl say›-

s›n›n toplam› 4 olamaz. Yani bir oyuncu 1 tafl al-

m›flsa sonraki oyuncu 3 tafl alamaz, 2 tafl alm›flsa

sonraki oyuncu 2 tafl alamaz, 3 tafl alm›flsa sonraki

oyuncu 1 tafl alamaz. Hamle yapamayan oyunu

kaybediyor. Yani son hamleyi yapan oyunu kazan›-

yor. Oyunu hangi oyuncu nas›l oynayarak kazan›r?

Üçüncü Oyunun Stratejisi. Do¤ru yan›t› he-

men vermeyece¤im. Türlü güçlüklerden geçtikten

sonra hep birlikte bulaca¤›z.

Bafllang›çta n tafl olan oyunlara An oyunu diye-

lim. An oyununu kimin nas›l oynayarak kazand›¤›-

n› bulmaya çal›fl›yoruz.

E¤er n küçük bir say›ysa, yani oyunumuzda az

tafl varsa, yan›t› bulmak zor de¤il. Örne¤in, A1, A2,

A3 oyunlar›n› birinci oyuncu bütün tafllar› alarak

kazan›r. A4 oyununu da birinci oyuncu kazan›r,

hem de ne oynarsa oynas›n kazan›r. Öte yandan A5

oyununu (bir tafl alarak) ikinci oyuncu kazan›r.

Her oyunun bir de¤eri olsun. E¤er birinci

oyuncunun kazanan bir stratejisi varsa oyunun de-

¤eri 1 olsun. E¤er ikinci oyuncunun kazanan bir

stratejisi varsa oyunun de¤eri 0 olsun. Bu tan›ma

göre, A1, A2, A3 ve A4 oyunlar›n›n de¤eri 1’dir.

Öte yandan A5 oyununun de¤eri 0’d›r. An oyunu-

nun de¤erini an’yle simgeleyelim. Dolay›s›yla,

a1 = 1

a2 = 1

a3 = 1

a4 = 1

a5 = 0

eflitlikleri do¤rudur. an say›lar›n› bulaca¤›z. Bu de-

¤erleri buldu¤umuzda strateji hemen hemen kendi-

li¤inden belli olacak.

Yukarda, her oyunun, her hamleden sonra bir

baflka oyuna dönüfltü¤ünü söylemifltik. An oyunu

ilk hamleden sonra hangi oyuna dönüflür? Diyelim

A27 oyununda birinci oyuncu 1 tafl ald›. fiimdi

oyunda 26 tafl var. Ama bu yeni oyun A26 oyunu

de¤ildir. Çünkü A26 oyununun birinci hamlesinde

3 tafl al›nabilir, oysa A27’nin yolaçt›¤› 26 tafll› bu

yeni oyunun ilk hamlesinde 3 tafl al›namaz. Bu ye-

ni oyuna A26,1 diyelim. A26,1 oyunu A26 oyunu gi-

bi, aralar›ndaki tek ayr›m A26,1 oyununda birinci

oyuncunun 3 tafl alamayaca¤› kural›.

Birinci oyuncu 1 tafl ald›¤›nda A27 oyunu A26,1

oyununa dönüflüyor. A27 oyununda birinci oyun-

cunun 2 ya da 3 tafl ald›¤›nda ortaya ç›kan yeni

oyunlara s›ras›yla A25,2 ve A24,3 diyelim. Görüldü-

¤ü gibi, ilk say› oyundaki tafl say›s›n› gösteriyor.

‹kinci say›ysa o oyuna kaç tafl al›narak gelindi¤ini

gösteriyor.

Genel olarak, An oyununda birinci oyuncunun

1, 2 ve 3 tafl al›p ikinci oyuncuya sundu¤u oyunla-

ra s›ras›yla,

An–1,1, An–2,2 ve An–3,3

diyelim. An,1 oyunuyla An oyunu aras›ndaki tek

ayr›m, An,1 oyununda birinci oyuncunun 3 tafl al-

mas›n› yasaklayan kural.

An,1 oyununda ilk oyuncu 2 tafl al›rsa, oyun

An–2,2 oyununa dönüflür elbet.

An oyununu birinci kazan›r m› ve kazan›rsa
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nas›l kazan›r? E¤er birinci oyuncunun ikinci oyun-

cuya sunaca¤› 

An–1,1, An–2,2, An–3,3

oyunlar›ndan en az birinde ikinci oyuncu kazan›-

yorsa birinci oyuncu An oyununu kazan›r. Yoksa,

yani bu üç oyunun her birini birinci oyunu kazan›-

yorsa birinci oyuncu An oyununu kaybeder. Örne-

¤in An–2,2 oyununu ikinci oyuncu kazan›yorsa, bi-

rinci oyuncu, 2 tafl alarak An oyununu An–2,2 oyu-

nuna dönüfltürür. Dolay›s›yla An oyununun de¤e-

rini (yani an say›s›n›) bulmak için An–1,1, An–2,2 ve

An–3,3 oyunlar›n›n de¤erlerini bulmak gerekir. Bu

de¤erlere s›ras›yla an–1,1, an–2,2, an–3,3 diyelim. Ör-

ne¤in e¤er An–1,1 oyununu birinci oyuncu kazan›-

yorsa, an–1,1 = 1’dir, yoksa an–1,1 = 0’d›r.

an,1, an,2 ve an,3 say›lar›n› küçük n’ler için he-

saplamak zor de¤ildir. Örne¤in a2,2 = 0’d›r, çünkü

ortada 2 tafl vard›r ve birinci oyuncu 2 tafl alamaz,

1 tafl almak zorundad›r. ‹kinci oyuncu kalan tafl›

alarak oyunu kazan›r.

n = 1,2,3 için bu say›lar› bulal›m:

Bu tablodaki de¤erlerin do¤rulu¤unu kontrol

etmeyi okura b›rak›yoruz.

n > 3 ise bu say›lar› nas›l bulabiliriz?

An,1 oyununun An–1,1 ve An–2,2 oyunlar›ndan

birine dönüflece¤ini biliyoruz. (An–3,3 oyununa dö-

nüflemez.) Dolay›s›yla ancak bu iki oyundan birin-

de birinci oyuncu kaybediyorsa, An,1 oyununu bi-

rinci oyuncu kazan›r, yoksa An,1 oyununu birinci

oyuncu kaybeder. Yani an,1’in 1 olmas› için gerek-

li ve yeterli koflul, an–1,1 ve an–2,2 say›lar›ndan en

az birinin 0 olmas›d›r. Bunu cebirsel olarak ifade

edersek, 

an,1 = 1 – an–1,1an–2,2

eflitli¤ini buluruz. (Okur biraz düflünsün burda.)

an,2, an,3 ve an için de buna benzer eflitlikler bul-

mak pek zor de¤ildir. 

an,1 = 1 – an–1,1an–2,2

an,2 = 1 – an–1,1an–3,3

an,3 = 1 – an–2,2an–3,3

an = 1 – an–1,1an–2,2an–3,3.

Yani an, an,1, an,2 ve an,3 say›lar›n› belirlemek için,

an–1,1, an–2,2, an–3,3

say›lar›na ihtiyac›m›z var.

fiimdi yukardaki tabloyu n > 3 için sürdürebiliriz.

Örne¤in, 

a4,1 = 1 – a3,1a2,2 = 1

eflitli¤ini bulabiliriz. ‹flte tablonun ilk onbefl s›ras›:

Tabloyu daha fazla sürdürmeye gerek yok çün-

kü kolayca görülebilece¤i gibi ilk befl s›rayla ikinci

befl ve üçüncü befl s›ralar birbirlerinin ayn›s›. Tab-

lo böylece sonsuza de¤in sürer.

Yukardaki tablodan da kolayca anlafl›laca¤›

gibi, e¤er n befle bölünmezse an = 1, bölünürse an

= 0’d›r. Yani e¤er tafl say›s› befle bölünmüyorsa

oyunu birinci oyuncu kazan›r, bölünüyorsa ikinci

oyuncu.

fiimdi s›ra stratejiyi bulmaya geldi.

Diyelim 13 tafll› bir oyunun, yani A13’ün birin-

ci oyuncusuyuz, yani Bülent’iz. Afla¤›daki flekilden

izleyelim. a13 = 1 oldu¤un-

dan, oyunu iyi oynayarak

kazanabilece¤imizi biliyo-

ruz. Nas›l oynayarak kaza-

nabiliriz? Bu oyunu A12,1,

A11,2, A10,3 oyunlar›ndan

birine dönüfltürebiliriz. Han-

gisine dönüfltürmeliyiz? Bu

üç oyunun de¤erlerine, yani

a12,1, a11,2, a10,3 say›lar›na

bakal›m. Bu say›lardan han-

gisi 0’d›r? Yaln›zca a10,3 sa-

y›s› 0. Dolay›s›yla 3 tafl al›p

65

Matematik Dünyas›, 2008-II

n   an,1  an,2  an,3  an

1    1      1      0     1

2    1      0      1     1

3    0      1      1     1

n 3  an 3,1  an 3,2  an 3,3  an 3

n 2  an 2,1  an 2,2  an 2,3  an 2

n 1  an 1,1  an 1,2  an 1,3  an 1

n      an,1     an,2     an,3     an

n    an,1  an,2  an,3  an

1     1      1      0     1

2     1      0      1     1

3     0      1      1     1

4     1      1      1     1

5     0      0      0     0

6     1      1      0     1

7     1      0      1     1

8     0      1      1     1

9     1      1      1     1

10   0      0      0     0

11   1      1      0     1

12   1      0      1     1

13   0      1      1     1

14   1      1      1     1

15   0      0      0     0

n    an,1  an,2  an,3  an

1     1      1      0     1

2     1      0      1     1

3     0      1      1     1

4     1      1      1     1

5     0      0      0     0

6     1      1      0     1

7     1      0      1     1

8     0      1      1     1

9     1      1      1     1

10   0      0      0     0

11   1      1      0     1

12   1      0      1     1

13   0      1      1     1

14   1      1      1     1

15   0      0      0     0



oyunu A10,3 oyununa dönüfltürelim. S›ra öbür

oyuncuda, yani ‹hsan’da. Öbür oyuncu ne oynarsa

oynas›n, oyunu kazanabile-

ce¤imizi biliyoruz. Diyelim

öbür oyuncu 1 tafl alarak

oyunu A9,1 oyununa dönüfl-

türdü. Yandaki flekilden de-

vam edelim. Biz flimdi ya 2

ya 3 tafl alabiliriz. 2 tafl al›r-

sak oyunu A7,2’e, 3 tafl al›r-

sak A6,3’e dönüfltürürüz. Bu

oyunlar›n de¤erleri olan a7,2

ve a6,3 say›lar›na bakal›m.

Bu iki say›dan hangisi 0’d›r?

Her ikisi de. Demek ki ister

2 tafl alabiliriz, ister 3. Her

iki durumda da oyunu iyi oynayarak kazan›r›z.

Oyunu böyle oynarsak sonunda kazan›r›z.

San›r›m strateji belli olmufltur. Stratejimizi ma-

tematiksel olarak ifade edelim. Bunun için yukar-

daki tablonun birkaç sat›r›n› genelleflmifl olarak

yazal›m:

E¤er önümüzde 5k tafll› bir oyun varsa ve oy-

nama s›ras› bizdeyse, ne oynarsak oynayal›m, öbür

oyuncu iyi oynarsa kaybedece¤imizi biliyoruz. Bu

durumda kazanan bir strateji yoktur.

Diyelim önümüzde 5k + 1’lik bir oyun var.

E¤er A5k+1,1 oyunundaysak 1 tafl almal›y›z. E¤er

A5k+1,2 oyunundaysak gene 1 tafl almal›y›z. Her iki

durumda da oyunu 5k’l›k bir oyuna dönüfltürdük.

E¤er A5k+1,3 oyunundaysak 1 alamay›z, oyunu

öbür oyuncu iyi oynayarak kazanabilir; dolay›s›y-

la bu durumda kazanan strateji yoktur. E¤er A5k+1

oyunundaysak 1 tafl almal›y›z elbette. 

Okur, 5k + 2 ve 5k + 3’lük oyunlara bakarsa,

bu oyunlarda da 5k tafl b›rakmas› gerekti¤ini anla-

yacakt›r.

5k + 4 tafll› oyunlarda istedi¤imizi oynayabili-

riz! Ne oynarsak oynayal›m oyunu kazanabiliriz.

Görüldü¤ü gibi öbür oyuncuya 5’e bölünen sa-

y›da tafl b›rak›rsak oyunu kazanabiliriz. 5k + 4 tafl-

l› oyunlarda ikinci oyuncuya 5’e bölünen say›da

tafl b›rakamay›z ama bunun hiç önemi yok, bu

oyunlarda at›fl serbest, istedi¤inizi oynay›n. E¤er

5’e bölünen say›da tafl b›rakam›yorsak, ne yapt›¤›-

m›z önemli de¤ildir pek.

Önünüze gelen oyunun tafl say›s› 5’e bölünü-

yorsa, tek umudunuz öbür oyuncunun bir yanl›fl

yapmas›. Öbür oyuncunun yanl›fl yapmas›na ola-

nak tan›mak için 1 tafl almay›n, çünkü 1 tafl al›rsa-

n›z, öbür oyuncunun her hamlesi do¤ru hamle ola-

cakt›r. Bu durumda ya 2 ya 3 tafl al›n. Alabilirseniz

2 tafl al›n ki oyundaki tafl say›s› çok azalmas›n ve

öbür oyuncunun yanl›fl yapma olas›l›¤› arts›n.

Bu Son Oyunun Negatifi. Ayn› oyun, ama bu

sefer son hamleyi yapan kaybediyor. Oyunun ana-

lizini okura b›rak›yoruz. (Yukarda kaybedenin bu

oyunda kazanaca¤› san›lmas›n!) �
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   n     an,1  an,2  an,3  an

5k 3    1      0      1     1

5k 2    0      1      1     1

5k 1    1      1      1     1

5k        0      0      0     0

5k+1    1      1      0     1

5k+2    1      0      1     1

5k+3    0      1      1     1

5k+4    1      1      1     1

n    an,1  an,2  an,3  an

1     1      1      0     1

2     1      0      1     1

3     0      1      1     1

4     1      1      1     1

5     0      0      0     0

6     1      1      0     1

7     1      0      1     1

8     0      1      1     1

9     1      1      1     1

10   0      0      0     0

11   1      1      0     1

12   1      0      1     1

13   0      1      1     1

14   1      1      1     1

15   0      0      0     0


