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Tas Eksiltme Oyunlan

Birinci Oyun. Oyunumuz en az iki kisi arasin-
da oynaniyor. Ne iskambil kagidina ne kalem ka-
gida ne de bir tahtaya gereksinim var bu oyunu oy-
namak i¢in. Yolda, otobiiste, vapurda, sinemada,
tiyatroda, tarlada, fabrikada, atolyede, her yerde
oynayabilirsiniz.

Biz oyunu iki kisi arasinda oynatacagiz ve
aciklamasi kolay olsun diye ¢akil taglar1 kullanaca-
g1z. Ama dedigim gibi, bu oyunu oynamak igin hig-
bir gerece gereksinim yok.

Belli bir sayida ¢akil tagi koyun ortaya. Her
oyuncu sirasi geldiginde bu kiimeden 1, 2 ya da 3
cakil tagi alacak. Son hamleyi yapan oyuncu oyu-
nu kazanir. Bir bagka
deyisle, ortada ¢akil tagi
birakmayan oyuncu
oyunu kazanir.,

Ornegin, oyunun ba-
sinda 4 tag varsa, oyuna
basglayan oyuncu oyunu
kaybeder. 1 tag alsa,
obir oyuncu kalan 3 tas1
alir. 2 tas alsa obir
oyuncu kalan 2 tag1 alir.
3 tag alsa, obiir oyuncu
kalan tek tagi alir. De-
mek ki 4 tash oyunda,
eger ikinci oyuncu iyi oy-
narsa, birinci oyuncu
oyunu kaybeder.

6 tagh oyunlari - iyi
oynarsa — birinci oyuncu
kazanir. Obiir oyuncu nasil oynarsa oynasin, birin-
ci oyuncu hep kazanacak hamleyi bulur. Nasil m1
kazanir? Ilk hamlesinde 2 tas alir kiimeden. Geriye
4 tag kalmustir. Sira ikinci oyuncuda. Ikinci oyun-
cu 4 taslik bir oyuna baglayacak ve yukarda gordu-
gumiiz gibi oyunu kaybedecek.

Bu yazida su soruyu yanitlayacagiz: Birinci
oyuncu kag tagh oyunlar1 kazanir? Yani oyunda
kag tag olmalidir ki, ikinci oyuncunun hamleleri ne
olursa olsun, birinci oyuncu hep kazanacak hamle-
leri bulabilsin?
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Belli ki birinci oyuncunun bu oyunda bir avan-
taji var; ne de olsa ilk oyuncu ve oyunu bir nebze de
olsa yonlendirebilir. Dolayisiyla oyunlarin ¢ogunu
birinci oyuncunun kazanacagini umabiliriz.

Birinci Oyunun Stratejisi. Hemen yaniti vere-
yim: Eger kuimedeki tas sayis1 4’e bolinmiiyorsa
oyunu birinci oyuncu (iyi oynarsa elbet) kazanir.
Eger kumedeki tas sayis1 4’e boluntuyorsa oyunu
ikinci oyuncu (iyi oynarsa) kazanir. Ornegin 25,
26, 27 tashk oyunlari birinci oyuncu kazanir; 24,
28, 32 taslik oyunlariysa ikinci oyuncu kazanir,

Neden ve nasil?

T Kimede 1, 2 ya da

(ﬁqsgﬁﬁﬁ" 3 tag varsa, oyunu oyu-

GATIRMAR na baslayan oyuncu ka-

SAFaSL 2 ..

- zanir: taglarin hepsini

birden alir; ortada tas

kalmadigindan ikinci

oyuncu oynayamaz ve
oyunu kaybeder.

Eger kiimede 4 tag
varsa, oyuna baglayan
oyuncu oyunu kaybede-
cektir. Cunki birinci
oyuncu Obiir oyuncuya
ya 1 ya 2 ya da 3 taghk
bir oyun sunmak zorun-
dadir. Obiir oyuncu bii-
tiin taglar1 toplayip kii-
mede tas birakmayabilir,
yani oyunu kazanabilir.

Eger kiimede 5, 6 ya da 7 tas varsa, oyuna bag-
layan oyuncu oyunu kazanir. Cunkii bu oyuncu,
gerektigi kadar tas alip, oyunu 4 taghk bir oyuna
déniistiirebilir. Obiir oyuncu 4 taglik bir oyunun
birinci oyuncusu olmak zorunda ve yukarda gor-
digimiiz gibi oyunu kaybeder.

Eger kimede 8 tag varsa, oyuna baglayan
oyuncu oyunu 3, 6 ya da 7 tasglik bir oyuna doniig-
tiirmek zorundadir. Obiir oyuncu bu $, 6 ya da 7
taglik oyunun birinci oyuncusu olacak ve dolayi-
styla — iyl oynayarak — kazanacaktir. Yukarda da
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acikladigimiz gibi, obiir oyuncu kendisine sunulan
bu oyunu 4 tagh oyuna doniistiirecektir (bagka tiir-
i oynarsa kaybeder.) Demek ki 8 tashi oyunu bi-
rinci oyuncu kaybeder.

Artik oyunu kimin ve nasil kazanacag belli ol-
mugtur sanirim. Oyunda hep 4’e boliinen bir say1-
da tas birakmaya calisalim. Bunu basarabilirsek
oyunu kazaniriz. Ornegin 27 tash bir oyun oynu-
yorsak ve sira bizdeyse, 3 tas almaliyiz. Eger sira
bizde degilse, 6biir oyuncunun hata yapmasim
beklemekten bagka caremiz yok. Diyelim sira biz-
deydi ve 3 tas aldik. Obiir oyuncuya 24 tas kaldi.
O oyuncu kag tas alirsa alsin, sira bize geldiginde,
oyunu 20 taghk bir oyuna ¢evirmeliyiz. Bir sonra-
ki oyunumuzda da oyunu 16 taghk bir oyuna ge-
virmeliyiz. Boyle gide gide obiir oyuncuya 12, 8, 4
ve 0 taslik oyunlar kalir.

Eger oniiniize 4’e boliinen sayida tag gelmisse,
1 tas alin ki tas sayisi fazla azalmasin. Boylece
obir oyuncunun hata yapma olasithgini artirmig
olursunuz.

Goruldigu gibi oyunlarin doértte ti¢iinii birinci
oyuncu kazaniyor. Ilk hamleyi yapmak ona hatiri
sayilir bir avantaj sagliyor.

Biraz Sohbet. Bu oyunu ¢oziimlemek igin, her
hamleden sonra oyunun bir bagka oyuna donustii-
gii olgusunu kullandik. Ornegin 27 taslik bir oyun,
bir sonraki hamlede 26, 25 ya da 24 taslik bir oyu-
na doniigiir. Ama 27 taglik oyunun birinci oyuncu-
su, donusturdugi 26, 25 ya da 24 tash oyunun
ikinci oyuncusu olacaktir.

Eger A oyununu oynuyorsak ve sira bizdeyse,
yapabilecegimiz hamlelere bakalim. Diyelim yapa-
bilecegimiz bes hamle var. Her hamlemizden sonra
oyun bir bagka oyuna dontisecektir. Bu oyunlara
Ay, Ay, A3, Ay ve Ag oyunlar diyelim. Obiir oyun-
cuya bu oyunlardan birini sunacagiz ve 6biir oyun-
cu kendisine sunulan bu oyunun birinci oyuncusu
olacak. Eger Aq, A;, A3, A4, A5 oyunlarindan en
az birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa, A oyununu
kazanmak icin, A oyununu bu oyuna doniigtiire-
cek hamleyi yapmaliyiz.

Yukardaki 6rnekte A, 27 tagh bir oyun. Yapa-
bilecegimiz ti¢ hamle var: 1, 2 ya da 3 tag alabili-
riz. Ay, Ay, Aj sirasiyla 26, 25 ve 24 tash oyunlar
simgelesin. A3 oyununda ikinci oyuncu kazandi-
gindan, 3 tas almalyiz.
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Bu Oyunun Negatifi. Her oyunun bir de nega-
tifi vardir. Yukardaki oyunda son hamleyi yapan
kazaniyordu, bu oyunun negatifinde ise son ham-
leyi yapan kaybeder.

Negatif oyunda oniine 1 ¢akil gelen oyuncu
oyunu kaybeder, ¢iinkii bu son cakili alarak son
hamleyi yapmak zorunda kalacaktir. Demek ki
ontine 2, 3 ya da 4 c¢akil gelen oyuncu kargisinda-
kine tek bir ¢akil sunarak oyunu kazanir. Dolayi-
siyla, oniinde § ¢akil bulan oyuncu oyunu kaybe-
der ciinkii oyunu 4, 3 ya da 2 ¢akilli bir oyuna do-
nistiirmek zorundadir ve bu oyunlarda baslayan
kazanir. Ozetle, birinci oyuncu, eger tas sayisi,

1 ise kaybediyor. (Son hamleyi yapar.)

2, 3, 4 ise kazanmiyor. (Oyunu 1’e doniistiiriir.)

5 ise kaybediyor. (Oyunu yukardaki 2, 3, 4
oyunlarindan birine doniistiirmek zorunda.)

6, 7, 8 ise kazaniyor. (Oyunu 5’e donustiiriir.)

9 ise kaybediyor. (Oyunu yukardaki 6, 7, 8
oyunlarindan birine doniistiirmek zorunda.)

Oyunun akibeti belli: 4z + 1’lik oyunlarda bag-
layan (eger diger oyuncu dogru hamleleri yaparsa)
kaybeder. Diger oyunlar1 (dogru hareketleri yapa-
rak, oyunu 47 + 1 oyunlarina dontstiirerek) birin-
ci oyuncu kazanir.

Ikinci Oyun. Bir 6nceki oyun basit geldiyse,
kurallar1 biraz zorlastiralim. Oyunu gene iki kisi
arasinda ve ¢akil taglariyla oynatacagiz. Oyuncular
gene ortadaki kiimeden 1, 2 ya da 3 tas alabilecek-
ler. Ilk oyunumuzdaki gibi yapacak hamle bulama-
yan ilk oyuncu oyunu kaybedecek, yani son ham-
leyi yapan kazanacak.

Ancak bir kuralimiz daha var bu kez. Oyuncu-
lar bir 6nceki oyuncunun aldig1 tas kadar tas ala-
mazlar yerden. Ornegin bir hamlenizde 2 tas almis-
saniz, bir sonraki hamlede 6biir oyuncu 2 tag ala-
maz, 1 ya da 3 tas alabilir ancak. Oyuna baslayan
oyuncunun béyle bir kisitlamasi yoktur elbet.

Son hamleyi yapan kazanir.

Biittin taglar aldigimizda oyunu kazaniriz bel-
li ki. Ama, 1 tag alarak kiimede 1 tag biraktigimiz-
da da oyunu kazaniriz. Ciinkii 6biir oyuncu yerde-
ki o tek tast alamaz. Oyunun kurallar1 bu hamleyi
engelliyor.

Gene ayni soruyu soruyoruz: Bu yeni oyunu
hangi oyuncu ve nasil oynayarak kazanir? Yanit
oyunun bagindaki tas sayisina gore degisebilir elbet.
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Ikinci Oyunun Stratejisi. Bu oyunun da yanit1
yukardaki yanit gibi: Tag sayis1 4’e bolinmiiyorsa
oyunu birinci oyuncu kazanir, tas sayis1 4’e bolii-
niiyorsa oyunu ikinci oyuncu kazanir! Ve sasilacak
sey, bu oyunun stratejisi de yukardaki oyunun
stratejisi gibidir, hatta daha da kolaydir!

4 tasli oyunu birinci oyuncu kaybeder. 1 tas al-
sa, ikinci oyuncu kalan 3 tag1 alir. 3 tas alsa, ikin-
ci oyuncu kalan tag1 alir. 2 tas alsa, ikinci oyuncu
2 tag alamaz ama 1 tas alabilir ve hatta 1 tas almak
zorundadir. Birinci oyuncuya 1 tag kalir. Ama bi-
rinci oyuncu bu tagt alamaz, ¢inkii bir 6nceki
hamlesinde ikinci oyuncu 1 tas almusti. Birinci
oyuncu oynayamadigindan oyunu kaybeder.

Bu oyunda kazanmak i¢in birinci oyunun stra-
tejisinin hemen hemen aynisi uygulanmali.

Diyelim 27 tash bir oyunda birinci oyuncuyuz.
[k oyundaki gibi 3 tag alalim ve 6biir oyuncuya 24
tas birakalim. Eger obiir

oyuncu 1 tas alirsa 3 tag
TOSLAET

alalim ve oyunu 20 tasa ExrstLTEYIM
- bt |

indirgeyelim. Eger obiir bEEcEN
oyuncu 3 tag alirsa 1 tag AaMhALACT
ExsyLTMES.

alalim ve oyunu gene 20
tasa indirgeyelim. Peki,
ya oObir oyuncu 2 tag
alip oyunu 22 tasa indir-
gerse ne yapmaliy1z? Yu-
kardaki oyunu oynasay-
dik, biz de 2 tas alip
oyunu 20 tasa indirger-
dik. Ne yazik ki 2 tas almaya kurallar izin vermi-
yor. Ya 1 ya 3 tas alacagiz. Ne yapmaliyiz? 1 tag
mi almaliyiz 3 tag m1?

Kag tas alirsak alalim, 6nemli degil. Cunki ne
oynarsak oynayalim, 6biir oyuncu bize 4’e bolii-
nen sayida tag birakamaz: Diyelim 1 tas aldik ve
geriye 21 tas kaldi. Obiir oyuncu 1 tas alamayaca-
gindan oyunu 20 tasa indirgeyemez. Diyelim 3 tag
alip oyunu 19 tasa indirgedik. Obiir oyuncu 3 tas
alamayacagindan oyunu 16 tasa indirgeyemez.

Eger bu yontemi uygularsak, her zaman 4’e
bolinen sayida tas birakamayabiliriz ama, obir
oyuncunun bize 4’e boliinen sayida tag birakmasi-
n1 engelleriz. Boylece higbir zaman 4’e boliinen sa-
yida tas gelmez onumiuze. Dolayisiyla hicbir zaman
0 tash bir oyun devralmayiz (0, 4’e boluntir!) ve tas
yoklugundan oyunu kaybedemeyiz.

Peki, bu yontemle oynayarak, ontimiize 1 tas
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gelip de bu tasi alamadigimizdan oyunu kaybetti-
gimiz olur mu? Olmaz. Neden olmaz? Cinkii 6ni-
miize 1 tas gelmigse ve bu tag1 alamiyorsak, bir 6n-
ceki hamlede 6biir oyuncu kiimeden 1 tas almig de-
mektir. Demek ki bu oyuncuya 2 tash bir oyun
devretmisizdir. Obiir oyuncu bu 2 tagi alabilseydi
alirdi. Almadigina gore bir onceki hamlemizde 2
tas almigizdir. Demek ki bir 6nceki oyunda 6nii-
mizde 4 tas varmis. Yani, onimize 4 tagh bir
oyun sunulmus bir an! Ama 6ntimuze 4’e boliinen
sayida tag birakilamayacagini biraz once kanitla-
mustik. Demek ki boyle de kaybedemeyiz. Demek
ki higbir tirla kaybedemeyiz. Demek ki bu strate-
jiyle oyunu kazaniriz.

Sonug olarak hep 4’e bolinen bir sayida tag bi-
rakmaliyiz. Oyunun kurallart bunu engelliyorsa,
ne yaparsak yapalim onemli degildir.

Bu son dedigim pek dogru degil... Eger onii-
miize gelen oyunun tag
sayist 4’e boluniyorsa, 2
tas almayalim. Ciinki 2
tag alirsak, obir oyun-
cunun yanls yapmasina
olanak yoktur. Ya1ya3
tas alalim.

Bir oOnceki oyunun
yontemini Obiir oyuncu
bir iki kez oynadiktan
. sonra kolayca anlayabi-
lir. Bu oyunun yéntemini
obir oyuncunun anla-
masi daha zordur. Ctinkii oyunun kimi agamalarin-
da ister 1 ister 3 tag alabiliriz. Kimileyin 1, kimile-
yin 3 tag alarak yontemimizi uzun siire 6bir oyun-
cudan gizleyebiliriz.

Dogru Yanmit1 Nasil Buldum? Bu yaziy1 az kal-
sin burda kesecektim. Biraz digiiniince, bu yaziyi
burda kesmenin yalan sdylemek olacagini anladim.
Cunki dogru stratejiyi nasil buldugumdan, gegti-
gim siireglerden sozetmedim.

Bir 6nceki oyunda hangi oyuncunun nasil oy-
narsa kazanacagini nasil buldum? Okur, anlattig1-
mi1 hemen buldugumu saniyorsa yaniliyor. Tereya-
gindan kil geker gibi olmadi. Gegtigim asamalari
teker teker yazayim:

1. Once oldukga uzun siiren hesaplar yaparak
oyunu kimin ve hangi stratejiyle oynayarak kaza-
nacagini buldum. Ama buldugum strateji yukarda-
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ki gibi yalin degildi. Dogru olmasina dogruydu
ama karmagik bir bigimde ifade edilmisti. Strateji-
nin dogru strateji oldugunun kamti da olduk¢a
karmagikti. Hi¢ de giizel bir kanit degildi. Hatta
Oylesine cirkindi ki, bir ara bu yaziy1 yazmaktan
vazgegmistim.

2. Buldugum stratejiyi birkag kez gozden geci-
rince stratejiyi daha yalin bir bigimde ifade edebi-
lecegimi gordiim.

3. Bu yalin ifadeyi gene yalin bir bicimde ka-
nitlamaya calistim. Bu pek zor olmadi ve yukarda-
ki kanit1 buldum.

Yazimin yukardaki bolimiinde 2 ve 3 sayih
agsamalarin sonuglarini okudunuz. Birinci agamayi
sizden gizledim. Yani sonucu bulmak i¢in ¢ektigim
glclikleri gostermedim. Yazinin bundan sonraki
bolumunde o ilk asamayi anlatacagim.

Ik agamayi atlayip dogrudan ikinci agamaya
gecebilen matematikgiler, hatta o6grenciler vardir.
Ama boyle insanlar azinliktadir. Genellikle mate-
matikgilerin ilk ¢ozumleri olduk¢a karmasiktir.
Matematikgiler bulduklar: ilk ¢6ziimii agiklamaz-
lar. Nasil bir ressam tablosuyla birlikte tablosunun
eskizlerini sergilemezse, bir matematik¢i de kanit-
ladig1 teoremle birlikte 6niine ¢ikan zorluklar: ser-
gilemez. Teoremin en kisa, en 6zIii, en yalin ve en
glizel kanitin1 agiklamakla yetinir. Bu kurali bu ya-
zimda bozarak, yazinin siireginde dogru yaniti bul-
mak icin gegtigim evreleri agiklayacagim. Kendimi
yinelememek icin, yukardaki oyuna benzer bir
oyun ele alacagim. Hep birlikte dogru stratejiyi ve
bu stratejinin neden dogru oldugunu bulacag:z.

Ugiincii Oyun. Bu oyun da bir énceki oyun gi-
bi, ancak iki oyuncunun pespese aldiklar: tas sayi-
simn toplami 4 olamaz. Yani bir oyuncu 1 tas al-
miugsa sonraki oyuncu 3 tas alamaz, 2 tas alnussa
sonraki oyuncu 2 tas alamaz, 3 tas almissa sonraki
oyuncu 1 tas alamaz. Hamle yapamayan oyunu
kaybediyor. Yani son hamleyi yapan oyunu kazani-
yor. Oyunu hangi oyuncu nasil oynayarak kazanir?

Uciincii Oyunun Stratejisi. Dogru yaniti he-
men vermeyecegim. Turlt guigliklerden gectikten
sonra hep birlikte bulacagz.

Baglangicta # tag olan oyunlara A, oyunu diye-
lim. A,, oyununu kimin nasil oynayarak kazandigi-
n1 bulmaya caligiyoruz.
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Eger n kiigik bir sayiysa, yani oyunumuzda az
tag varsa, yaniti bulmak zor degil. Ornegin, A4, A,,
Aj3 oyunlarini birinci oyuncu biitiin taglar1 alarak
kazanir. A4 oyununu da birinci oyuncu kazanur,
hem de ne oynarsa oynasin kazanir. Ote yandan Aj
oyununu (bir tag alarak) ikinci oyuncu kazanir.

Her oyunun bir degeri olsun. Eger birinci
oyuncunun kazanan bir stratejisi varsa oyunun de-
geri 1 olsun. Eger ikinci oyuncunun kazanan bir
stratejisi varsa oyunun degeri 0 olsun. Bu tanima
gore, A1, Ay, Ay ve A4 oyunlarinin degeri 1’dir.
Ote yandan A5 oyununun degeri 0’dir. A,, oyunu-
nun degerini a,,’yle simgeleyelim. Dolaysiyla,

611:1
(lz:l
613:1
(l4=1
615:0

esitlikleri dogrudur. a,, sayilarini bulacagiz. Bu de-
gerleri buldugumuzda strateji hemen hemen kendi-
liginden belli olacak.

Yukarda, her oyunun, her hamleden sonra bir
bagka oyuna doéntstigiini sylemistik. A, oyunu
ilk hamleden sonra hangi oyuna donusiir? Diyelim
A,7 oyununda birinci oyuncu 1 tag aldi. Simdi
oyunda 26 tas var. Ama bu yeni oyun A,¢ oyunu
degildir. Ciinkii A,¢ oyununun birinci hamlesinde
3 tas alinabilir, oysa A,~’nin yolactig1 26 tash bu
yeni oyunun ilk hamlesinde 3 tas alinamaz. Bu ye-
ni oyuna Ajg 1 diyelim. Ay4 ; oyunu A4 oyunu gi-
bi, aralarindaki tek ayrim A4 ; oyununda birinci
oyuncunun 3 tas alamayacag kurali.

Birinci oyuncu 1 tas aldiginda A, oyunu Ayg 4
oyununa doéniisiiyor. A,5 oyununda birinci oyun-
cunun 2 ya da 3 tas aldiginda ortaya ¢ikan yeni
oyunlara sirastyla Ajs 5 ve Ayy 3 diyelim. Goriildi-
gu gibi, ilk say1 oyundaki tag sayisini gosteriyor.
Ikinci sayiysa o oyuna kag tas alinarak gelindigini
gosteriyor.

Genel olarak, A,, oyununda birinci oyuncunun
1, 2 ve 3 tas alip ikinci oyuncuya sundugu oyunla-
ra sirasiyla,

Ap1,1 Anap Ve Ay 33
diyelim. A, ; oyunuyla A, oyunu arasindaki tek
ayrim, A, ; oyununda birinci oyuncunun 3 tas al-
masini yasaklayan kural.

A, 1 oyununda ilk oyuncu 2 tas alirsa, oyun
A, oyununa déniisiir elbet.

A,, oyununu birinci kazamir mi ve kazanirsa
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nasil kazanir? Eger birinci oyuncunun ikinci oyun-
cuya sunacagi
A1 Ans A3 3

oyunlarindan en az birinde ikinci oyuncu kazani-
yorsa birinci oyuncu A,, oyununu kazanir. Yoksa,
yani bu ti¢ oyunun her birini birinci oyunu kazani-
yorsa birinci oyuncu A,, oyununu kaybeder. Orne-
gin A,,_, » oyununu ikinci oyuncu kazaniyorsa, bi-
rinci oyuncu, 2 tas alarak A, oyununu A,,_, , oyu-
nuna dontstiriir. Dolayisiyla A,, oyununun dege-
rini (yani a,, sayisin1) bulmak igin A,,_; 1, A, 5 ve
A,,_3,3 oyunlarmin degerlerini bulmak gerekir. Bu
degerlere sirasiyla a,,_1 1, a,,5 5, a,,_3 3 diyelim. Or-
negin eger A,_; 1 oyununu birinci oyuncu kazani-
yorsa, a,_1 1 = 1’dir, yoksa a,,_; 1 = 0’dur.

15 Ay VE a4, 3 sayilarinu kiiciik 7’ler icin he-
saplamak zor degildir. Ornegin ay 5 = 0°dir, giinkd
ortada 2 tas vardir ve birinci oyuncu 2 tas alamaz,
1 tas almak zorundadir. Ikinci oyuncu kalan tas:
alarak oyunu kazanir.

n = 1,2,3 i¢in bu sayilar1 bulalim:

D1 | 2| T3 | @
1

W [N —| X
k=1
= =] =S

1
1
0 [1

Bu tablodaki degerlerin dogrulugunu kontrol
etmeyi okura birakiyoruz.

n > 3 ise bu sayilar1 nasil bulabiliriz?

A, 1 oyununun A, ; ve A, 5 oyunlarindan
birine doniisecegini biliyoruz. (A,,_3 3 oyununa dé-
nusemez.) Dolayisiyla ancak bu iki oyundan birin-
de birinci oyuncu kaybediyorsa, A, 1 oyununu bi-
rinci oyuncu kazanir, yoksa A, | oyununu birinci
oyuncu kaybeder. Yani a,, 1’in 1 olmasi i¢in gerek-
li ve yeterli kosul, a,,_; 1 ve a,,_, » sayilarindan en
az birinin 0 olmasidir. Bunu cebirsel olarak ifade
edersek,

g =1-a, 11,2,
esitligini buluruz. (Okur biraz disiinsiin burda.)
a,25 y3 V€ a, icin de buna benzer esitlikler bul-
mak pek zor degildir.
apy =1 -a, 430, 5,
anp =1-a,410,33
any =1-a, 270,33
ay  =1=a,410,,a, 33
Yania,, a, 1, a,, 5 ve a,, 3 sayilarini belirlemek igin,
An-1,1> 4n-2.2> 9-3,3
sayilarina ihtiyacimiz var.

73|, 34| 4y 35| Gz 3| D3

n=20a, 54| 4,35|%, 23|92

n-1 anfl,l anfl,Z anfl,3 @
n a a

n,1 an,Z n,3 an

Simdi yukardaki tabloyu 7 > 3 i¢in stirdiirebiliriz.
Ornegin,

agr=1-a3jay5=1
esitligini bulabiliriz. Iste tablonun ilk onbes sirasi:

n an,l an,Z an,} @
111 110 |1
2 |1 0 101
310 11 1 (1
411 1 111
S10 1010710
6 |1 1 011
711 0 11
8§10 1 1 11
9 11 1 111
1000 |O 1010
11] 1 1 011
12)1 |0 |1 |1
13( 0 1 1|1
14| 1 1 1 ]1
15{0 [0 [0 10O

Tabloyu daha fazla siirdiirmeye gerek yok ¢iin-
kit kolayca goriilebilecegi gibi ilk beg sirayla ikinci
bes ve liglincti bes siralar birbirlerinin aynisi. Tab-
lo boylece sonsuza degin siirer.

Yukardaki tablodan da kolayca anlagilacag
gibi, eger n bese bolinmezse a,, = 1, boluniirse a,,
= O’dir. Yani eger tag sayisi bese boliinmiiyorsa
oyunu birinci oyuncu kazanir, boliiniiyorsa ikinci
oyuncu.

Simdi sira stratejiyi bulmaya geldi.

Diyelim 13 tash bir oyunun, yani Aq3’iin birin-
ci oyuncusuyuz, yani Biilent’iz. Asagidaki sekilden
izleyelim. a3 = 1 oldugun-

dan, oyunu iyi oynayarak " %uw1]%2|%3 (%
kazanabilecegimizi biliyo- ; 1 (1) (1) 1
ruz. Nasil oynayarak kaza- 3o [ |1 |1
nabiliriz? Bu oyunu Ajpq, 4f1 |1 |11
Ay1, Aqp3 oyunlarndan 240 0 0 0
birine donustiirebiliriz. Han- g 1 (l) (1) 1
gisine donustirmeliyiz? Bu g [0 [ 1 [ 1 |1
i¢ oyunun degerlerine, yani 9 |1 [1 |1 |1
a1, 112> 10,3 sayllarma 1000 10 L 0,10
bakalim. Bu sayilardan han- E L\ é‘" (1)\ 1
gisi 0°’dir? Yalmizea ajg3sa- 500 [ [T 11
yist 0. Dolaywsiyla 3 tasalip 141 [1 |1 |1

1510 [0 OO
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oyunu Ajg3 oyununa doniistiirelim. Sira Obiir
oyuncuda, yani Ihsan’da. Obiir oyuncu ne oynarsa
oynasin, oyunu kazanabile-

n|a a a a . .. .- . .

7 1”‘1 ?‘2 ’6’3 = cegimizi biliyoruz. Diyelim
21 |o |1 |1| obur oyuncu 1 tas alarak
340 11 11111 oyunuAg; oyununa donis-
AL 1T LY tiirdii. Yandaki sekilden de-
S10 101010 deli Biz simdi 2
s 1 1 Lo vam edelim. Biz gimdi ya
211 o1 1] ya3 tasalabiliriz. 2 tag alir-
8lo /1 [1]1] sak oyunu Az ’e, 3 tag alir-
o941 11 11111 sak Ag y’e doniistiiriiriiz. Bu
90 0 004, unla’rln degerleri olan a
111 [ 1] 0\ 1 y & 7.2
12| 1<l0 |7t )1 | Ve a3 sayllarma bakalim.
130 [1 [ 1T1]| Buikisayidan hangisi 0°dir?
1411 |1 111} Her ikisi de. Demek ki ister
150 |0 [0 1O

2 tas alabiliriz, ister 3. Her
iki durumda da oyunu iyi oynayarak kazaniriz.
Oyunu boyle oynarsak sonunda kazaniriz.
Sanirim strateji belli olmustur. Stratejimizi ma-
tematiksel olarak ifade edelim. Bunun igin yukar-
daki tablonun birkag¢ satirini genellegsmis olarak

yazalim:

n ﬂn 1 ﬂn 2 ﬂn 3 ﬂn
Sk=3 1| O 1] 1
Sk=2] 0 | 1 1] 1
Sk—1| 1 1 111
Sk 01 0] 0]0
Sk+1| 1 1] 01
Sk+2 1 1 0] 1] 1
Sk+3| 0 | 1| 11
Sk+4| 1 1 1] 1

Eger onumiizde 5k tagh bir oyun varsa ve oy-
nama sirast bizdeyse, ne oynarsak oynayalim, 6biir
oyuncu iyi oynarsa kaybedecegimizi biliyoruz. Bu
durumda kazanan bir strateji yoktur.

Diyelim ontimiizde 5k + 1’lik bir oyun var.
Eger Asp,11 oyunundaysak 1 tag almaliyiz. Eger
Asp,1,2 oyunundaysak gene 1 tag almaliyrz. Her iki
durumda da oyunu Sk’lik bir oyuna dontstiirdiik.
Eger Asg,13 oyunundaysak 1 alamayiz, oyunu
obir oyuncu iyi oynayarak kazanabilir; dolayisiy-
la bu durumda kazanan strateji yoktur. Eger As;.q
oyunundaysak 1 tas almaliyiz elbette.

Okur, 5k + 2 ve Sk + 3’lik oyunlara bakarsa,
bu oyunlarda da Sk tag birakmasi gerektigini anla-
yacaktir.

Sk + 4 tagh oyunlarda istedigimizi oynayabili-
riz! Ne oynarsak oynayalim oyunu kazanabiliriz.

Goriildiigh gibi 6biir oyuncuya 5’e bolinen sa-
yida tag birakirsak oyunu kazanabiliriz. 5k + 4 tas-
i oyunlarda ikinci oyuncuya 5’e bolinen sayida
tas birakamayiz ama bunun hi¢ 6nemi yok, bu
oyunlarda atig serbest, istediginizi oynaym. Eger
5’e bolinen sayida tag birakamiyorsak, ne yaptigi-
miz 6nemli degildir pek.

Oniiniize gelen oyunun tas sayisi 5’e boliinii-
yorsa, tek umudunuz 6biir oyuncunun bir yanls
yapmasi. Obiir oyuncunun yanlis yapmasina ola-
nak tanimak i¢in 1 tas almayin, ¢iinkii 1 tas alirsa-
niz, 6biir oyuncunun her hamlesi dogru hamle ola-
caktir. Bu durumda ya 2 ya 3 tas alin. Alabilirseniz
2 tas alin ki oyundaki tas sayist ¢ok azalmasin ve
obiir oyuncunun yanlis yapma olasihigi artsin.

Bu Son Oyunun Negatifi. Ayni oyun, ama bu
sefer son hamleyi yapan kaybediyor. Oyunun ana-
lizini okura birakiyoruz. (Yukarda kaybedenin bu
oyunda kazanacagi sanilmasin!) ¥




