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Birimsel Analiz
veya Elmalari Insanlara Bolmek
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atematik neden bu kadar zordur? Yazim-

da, cogu zaman farkedilmeyen ama 6gren-

ilerin matematigi algilayislarinda ciddi et-

kileri olan yap1 ve kavramlardan birine kisa bir bakig
sunacagim.

1. “Adlandirilmis” Sayilar. Cocukken ogret-
menim bana “adlandirilnug” sayilara dikkat et-
mem gerektigini ve insanlarla elmalari zoplama-
mam gerektigini soyledigi zaman, ona o halde ne-
den elmalari insanlara béolebildigimizi sordum:

10 elma : 5 insan = 2 elma. (1)

Daha da beteri; 10 elmay1 herkese 2 elma vere-
rek dagittigimiz zaman, elimizde

10 elma : 2 elma = 5 insan (2)
esitligi oluyor. Esitligin sag tarafindaki “insan” da
nerden ¢ikiyor? Neden “insan” da mesela “cocuk”
degil? Esitligin sol tarafinda hi¢ “insan” yoktu! Sol
taraftaki sayilar sag taraftaki sayinin adini nereden
biliyor?

Ogretmenimden tatmin edici bir cevap alama-
dim ve ancak ¢ok uzun zaman sonra sayilarin as-
linda

10 elma : 5 insan = 2 elma/insan,
10 elma : 2 elma/insan = 5 insan. (3)
diye adlandirilmas: gerektigini anladim.

Egitim psikologlarinin (1) esitliginin (buna
paylastirmak diyelim) (2) esitligiyle (buna da dagit-
mak demek mantikli olur) pek alakast olmadigint
giivenle iddia etmelerinin nedeni budur. Dagitmak
¢ok daha karmagik islemler gerektirir.

Bir Ogrencinin matematiksel yeteneklerinin,
caligtig1 sayilar kiimesiyle beraber biiytidigi genel-
gecer bir bilgidir: Dogal sayilardan tamsayilara,

*  EFFL matematik 6gretmeni. Yazi1 Asli Nesin tarafindan Ingiliz-
ceden gevrilmigtir. Yazar, yakinda ¢ikacak olan Mathematics un-
der the Microscope baslikli yeni kitabindan bazi kisimlarimi
kullanmigtir. S6z konusu kitap http:/www.maths.manches-
ter.ac.uk/~avb/micromath adresinden ticretsiz indirilebilir. Bu ya-
z1 aym zamanda 2008 yazinda Tiirkiye’de, Nesin Matematik Ko-
yi’nde yazar tarafindan verilecek Elementary mathematics from
the point of view of “higher” mathematics dersinin bir bolumtint
olusturacaktir.

sonra kesirli, gercel ve karmagik sayilara gecildik-

¢e matematiksel olgunluk artar.
NcZcQcRcC.

Bu dogal hiyerarside eksik olan sey, ilkokul
aritmetigi seviyesindeki ¢cocuklarin bile kullandigi,
¢ok daha sofistike bir yapidir:

Q [xq, 2,7, oy X, x,,71]
yani Q {izerine 7 degiskenli “Laurent polinomla-
r1”nin kiimesi (daha dogrusu halkasi). Bu kiimenin
elemanlari,

3 59 - 4 4
3- ;x%xz 1x3xgx64 + §x17x%x43;x5
gibi terimlerdir. Yukardaki terim,

3 x%xg,xg . 4 x%x2x5

7

37x4 s
2%6 X1

olarak da yazlabilir. Buradaki x, ..., x,, sembolle-
ri, hesaplarda kullanilan nesnelerin adlar1 yerine

gegebilir; elmalar, insanlar vs. Ornegin elma yerine

R i
Giuseppe Arcimboldo (1527-1593). Matematik¢iler elmalari

insanlara bolmeye calisadursun, sanatcilar yizyillardir
meyveleri ve sebzeleri toplayarak insan yapiyorlar!
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X1, insan yerine x, yazarsak, (2) denklemini,
1Ox1
5362

= 2x1x2

olarak yazabiliriz. Bu sayede elma ve insanlarla is-
lem yapabiliriz.

Genellikle sadece tek degiskenli Laurent poli-
nomlarinin fiziksel olarak (veya gercek hayatta)
anlamli olduklar1 yorumu yapilir. Ama heterojen
miktarlarin toplami da anlamlidir ve bilegen bile-
sen yapilir; mesela bir ¢cantada (2 elma + 1 porta-
kal) varsa ve bir bagka ¢antada (1 elma + 1 porta-
kal) varsa, ikisinde toplam
(2 elma + 1 portakal) + (1 elma + 1 portakal)

= (3 elma + 2 portakal)
olur.

Bunun vektorlere de cok sezgisel ve dogrudan
bir yaklagim! verdigini de fark edebilirsiniz.

Tabii ki Laurent polinomlarini ¢ocuklara 6g-
retmeye gerek yok, ama ogretmenlere 6gretmenin
bir zarar1 olamaz. 1591°de Introduction to the
Analytic Art isimli kitabinda

Eger bir biiyiikliik baska bir biiyiikliige bo-

liingirse, |boliimiin birimi| oncekilerden

farkli olur. Eski analizcilerin belirsizligi ve
anlasilmazligi bu [kurallara) dikkat etme-
melerinden kaynaklanir.
satirlarini yazan Frangois Viéete de bu konuda be-
nim mittefigimdir.

Ogretmenlerin, ogrencilerinin elma/insan bi-
rimli miktarlarla ¢alhigsip ¢alisamayacaklar konu-
sundaki sorularim1 cevaplamalarinda bir sakinca
yok. Cevap olumludur tabii ki, bu birimin daha
kullanigh adi “kisi basina elma”’dir. Ancak insan-
lar bu yeni miktarlara bazen yeni isimler verirler.
Mesela,

para
insan x zaman
miktarina ¢ogunlukla maas deniyor.

“Adlandirilmig” sayilarin en ug 6rnegi, spesifik
nesneleri saymak icin kullanilan 6zel rakam isimle-

1 Ustelik, vektorlere bu “yemek gantas1” yaklasimi dualite ve ten-
sorlere ayni zamanda dogal bir giris saglar: gy, g5, g3 mikta-
rinda, fiyatlari pl, p2, p3 olan birtakim mallarin toplam fiya-
t1, >.g;p’ seklinde skaler ¢arpim tiirtinden bir ifadedir. g; ve p?

miktarlarimin dogalarmin ¢ok farkli olabileceklerini goriiyoruz.
Lisans egitimindeki lineer cebir dersindeki skaler (dot) ¢arpi-
muna verilen standart yaklagim genellikle skaler carpimmin vek-
tor uzaylarinin dualitesinin bir sonucu oldugu olgusunu giz-
ler, ve bu sonradan tensor cebirlerinin ve fonksiyonel analizin
calisilmasinda devasa zorluklar meydana getirir.

ridir. (Muhtemelen tarihsel olarak bildigimiz evren-
sel say1 sisteminden 6nce ortaya ¢ikmuslardir.) Ingil-
tere’de, Yorkshire’lilar1 kotiillemek igin popiiler bir
iftira, koyunlari saymak i¢in 6zel rakam isimleri kul-
landiklaridir. Lakeland Lehce Dernegi’nin web site-
sine inanacak olursak, yerel insanlar gururla gele-
neklerine tutunduklarinm itiraf ediyorlar. Wensley-
dale’de mesela, ilk on koyun sayisi sunlardir:
yan, tean, tither, mither, pip,
teaser, leaser, catra, horna, dick.

Daha ¢agdas zamanlara bakarsak, koyun sayi-
larim1 Richard Feynman’in espirisiyle kargilastir-
mak eglencelidir:

Anliyor musunuz, kimyacilarin tubaf bir

sayma yontemi vardwr: “bir, iki, iic, dort,

bes proton” diyecekleri yerde “hidrojen,
helyum, lityum, berilyum, bor” derler.

Fizikgiler,

R[mesafetl, zaman*!, kiitlet!]
Laurent polinom halkasinda ¢alismaya bayilirlar,
cuinkii bitiin fiziksel miktarlari, adlarina ti¢ temel
birimin kombinasyonlar1 seklinde 6lgmek isterler.
Bu ti¢ temel birim, mesafe, zaman ve kiitledir. Ama
bu ti¢ degiskenle bile halka kiiciik kalir, ¢tinkt fizik-
ciler temel birimlerin kesirli giiglerini almak zorun-
da kaliyorlar. Ornegin, hizin birimi mesafe/za-

man’dir. Elektrik yiikiine? ise
1/2 1/2

kiitle'’ © x mesafe

zaman
birimi varmis gibi davranmak gerekir.

Fizikgilere herseyi fazla basite indirgiyorlar di-
ye cok da ¢catmamak lazim. Hepimiz herseyi sade-
ce iki temel olcege gore degerlendiren insanlar ta-
niyoruz: para ve zaman. Hepimizin bildigi gibi,
kiitle kolayca paraya donustiirilebilir; yerel stiper-
marketin sarkiiteri bolimiinde bir “pound” jam-
bon istedigim zaman, satic1 kiz bana genelde “Pa-
ra anlaminda m1 pound, agirlik anlaminda mi po-
und?” diye sorar. Ve tabii hepimizin bildigi gibi
vakit nakittir.

Bir fizik formiiliinde kullanilan birimlere dik-
kat etmek ise yarayabilir: Sol ve sag tarafta bulu-
nan birimlerin dengesi formuliin sekli hakkinda

2 Eger birimlerimizi uzayin dielektrik sabiti gy boyutsuz olacak
sekilde segersek, o zaman,
1 a9

F=—— 4192

47'[8() rz
formiiliiyle yazilan Coulomb yasasini, g4 = g, = g diyecegimiz
iki esit yuke uygulandigimizda, ¢%/r*nin kuvvetin boyutlari-

na sahip oldugunu goriiriiz.
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bilgi verebilir. Boyle bir birimsel analizi bizi ¢abu-
cak inanilmaz derin sonuglara gotiiriir, 6rnegin
Kolmogorov’un tiirbiilans’in enerji spektrumu
hakkindaki inla “5/3 Yasasi”.
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Unlii “The Far Side” cizeri Larson’dan: Einstein vaktin nakit
oldugunu anlarken.

2. Birimsel Analizin Zaferi: Kolmogorov’un
“5/3” Yasasi. Unlii matematik¢i Andrei Kolmogo-
rov bugiine kadar matematikte goriilmiis olan en
carpici ve en glizel birimsel analiz argiimani 6rnegi-
nin yaraticisidir. Tirbilansh sivilardaki enerji dagi-
lim1 konusundaki ufuk agic1 “5/3 yasas1” birkag sa-
tirda agiklanacak basitliktedir. Ustelik birimsel ana-
liz kullandig1 igin adlandirilmig sayilarin aritmetigi
ile dogrudan alakalidir. (Bkz. Boliim 1.)

Fizik 6gretmenimin (sonsuz tesekkiirlerimi sun-
dugum Anatoly Mikhailovich Trubachov) dogagla-

ma derslerinin birinde “5/3 yasas1”n1 ¢ikardigini go-

Unli Rus matematikci Andrey Kolmogorov
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Katsushika Hokusai'nin Kanagawa aciklarindaki Biiylik Dalga
tahta graviriinden bir sivinin farkli dlceklerdeki hareketi.
(Fuji Dagindan Otuz Alti Manzara, 1823-29). Bu resmi kaos

bilimcileri cok severler.

recek kadar iyi bir liseye gitme sansim oldu. Acikla-
mamda Arnold ve Ball’dan bazi ayrintilari 6diing
aliyorum. (Ball’dan Katsushika Hokusai’nin gravii-
riinii ilustrasyon olarak kullanma fikrini de aldim.)

Bir stvinin tirbiilansh akimi girdaplardan olu-
sur; her girdaptaki akim daha kiiciik girdaplara
donusiir ve bu dontsiim, sivinin viskozitesinin ha-
reketteki kinetik enerjiyi tamamiyla 1siya donug-
mesine neden olacak derecede kuguk olcege kadar
devam eder. Eger disardan enerji gelmiyorsa (Ho-
kusai’nin graviirindeki firtina ¢ikaran ruzgar gibi),
hareketin enerjisi gittikge azalir ve bir siire sonra su
hareketsiz kalir. Biz degismeyen bir enerji kaynagi-
mizin oldugunu varsayalim; firtina tam giictine
ulagmigtir ve Oyle kalacaktir. Bir sivinin hareketi
farkli uzunluklarda olan dalgalardan olusur; Kol-
mogorov’un sorusu, “belli uzunluktaki bir dalga
enerjinin ne kadarini tagiyor?” sorusuydu.

Burada, Kolmogorov’un analizini biraz basit-
lestirerek sunacagiz.

Calisacagimiz birimlerin ve bu birimlerin bi-
rimlerinin bir listesini yapmakla baglayalim.

Birincisi, enerji akimudir. € olarak simgelenir.
1 kitle birimi ve 1 zaman birimi bagina diisen
enerjidir. (Bizim diizenimizde enerji akiminin ener-
ji yayilimiyla ayni oldugunu hatirlatayim). Enerji-
nin birimi

kiitle x mesafe?

zaman?
dir. (Hareket halindeki fiziksel bir noktanin kinetik

enerjisi icin K = mw2/2 formiiliinii hatirlaymn.) O za-
man €, yani enerji akimmnin birimi,

enerji mesafe”

kiitle x zaman  zaman?
olur.
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Dalgalar1 saymak i¢in de dalga sayisini, yani
bir mesafe birimine sigan dalgalarin sayisini kul-
lanmak kullanigh olacaktir. O zaman dalga sayisi
olan k’nin birimi

1

mesafe

olur.

Son olarak, E(k) enerji spektrumu, iki dalga
sayisinin arasindaki aralik Ak = &k — k, olarak ve-
rildigi zaman bu araliktaki dalgalarin tasidig: (kiit-
le birimi bagina) enerji yaklasik E(k{)Ak olacak se-
kildedir. Boylece E(k)’nin birimi

enerji

kiitle x dalga sayisi
yani
mesafe’

zaman?
dir.
Asagidaki 6nemli hesaplari yapmak icin, Kol-
mogorov sunu demeye denk olan 6nemli bir varsa-

3 Bu ifade ¢ogu uzmanin kabul edeceginden daha kaba bir ifa-
de; onu Arnold’dan 6diing aldim.

yim yapti3:

En biiyiik girdaplardan (biitiin kitay: kap-

layan bir kaswrga gibi) en kiiciiklerine ka-

dar (bir sokak késesinde donen tozlar gi-

bi), dalga sayisi ne olursa olsun, kiiciik gir-

daplar biiyiik girdaplarla ayni sekilde mey-

dana gelir.

O zaman enerji spektrumu E(k)’nin, enerji aki-
mi €’un ve dalga sayis1 K’nin bagka higbir sey iger-
meyen bir denklemle birbirine bagl oldugunu var-
sayabiliriz. Bahsettigimiz i miktarin birimleri ta-
mamen farkli oldugu icin, onlar1 sadece

E(k) ~ Cex-kY

tiriinden bir denklem vasitasiyla birbirine bagla-
yabiliriz. Buradaki C bir sabittir; kiiciik ve buyiik
Olgeklerde denklem ayni kalacag igin, denklemin
sekli ol¢ti birimi secimine dayanmamali, dolayisiy-
la C birimsiz olmalidir.

Simdi her iki tarafin da birimlerine goz atalim
ve sadece birimler agisindan denklemin nasil go-
rindugiine bakalim:

Van Gogh'un “Yildizli Gece” adli tablosunda girdaplar herhalde sanat¢inin gecirdigi asiri bunalimin gdstergesi.
Kolmogorov'un 5/3 yasasina uyuyorlar mi?
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1
mesafe

mesafe’ (mesafesz ( )y
= 3 X

Mesafeleri mesafelerle ve zamanlar: zamanlar-

zamanz zaman

la esitledikten sonra, elimizde
mesafe3 = mesafe2* x mesafe™y
zaman? = zaman3*
kalir, bu da bize x ve y diye iki degiskeni olan iki
denklemli bir sistem verir,
3=2x-y
2 = 3x.
Bu sistem kolaylikla ¢oziiliip
x=2/3vey=-5/3
bulunur. Dolayisiyla Kolmogorov’un “5/3” Yasa-
sina geldik:
E(k) = Ce2/3.p-513,

Birimsiz olan C sabiti deneysel olarak buluna-
bilir ve 1’ bir hayli yakin oldugu ortaya ¢ikar.

Bu tinlii sonucun konumu bir hayli sasirticidir.
Bir tiirbiilans uzmani olan Alexander Chorin’in ke-
limeleriyle,

Hicbir sey tiirbiilans’n ne derecede cebalet-
le 151k arasinda asili durdugunu Komogo-
rov’un tiirbiilans teorisi kadar ortaya koya-
maz; bem bildiklerimizin kose tasidir hem
de dipsiz bir esrardir ayni anda.
Ay spektrum |...] giineste, denizde ve in-
san yapimi makinelerde beliriyor. 5/3 yasas
deneysel olarak cok iyi dogrulannustir, ve
her yeni problem icin biitiin lceklerin yeni-
den besaplanmasina gerek kalmamasi, pra-
tik modellemeye kapryr agryor.

Arnold bize Kolmogorov’un argiimaninin bas-
lica varsayimlarinin hila kanitlanmamis oldugunu
hatirlatiyor. Ustelik 60 seneyi askin bir siiredir!

Daha da beteri, Chorin asagidaki epey rahatsiz
edici noktaya parmak basiyor:

Kolmogorov’un spektrumu, varsaymmlarmin

actkca dogrulanmadigi problemlerde sikca

ortaya cikiyor. 5/3 yasast artik bir siirii fark-

It yolla c¢ikarilabiliyor, bhatta cogu zaman

Kolmogorov’un varsaymmlarina ters diisen

varsayimlarla.

Tiirbiilans teorisi tubaf bir durumda: Bir

yandan en 6nemli sonucunu anlamaya ugra-

sirken diger yandan tiim teorisini hald anla-
yamadigr bu sonucun iistiine kurmak zorun-
da kaliyor.
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Ahstirmalar
Birimsel analiz tarihinin izi, D’Arcy Thomp-
son’un On Growth and Form (Biyliime ve Bicim
Uzerine) isimli kitabinda hayvanlarin hizinin anali-

D’Arcy Thompson

zi i¢in etkili bir sekilde kullanilan Froude’un Vapur
Karsilastirma Yasast’na kadar takip edilebilir [On
Growth and Form, sayfa 8-24]:
Yaklasik aymi bicimde tasarlannus vapurla-
rin azami iz, uzunluklarvun kare kokiiyle
orantilidir.

Suyun gemilere sundugu diren¢ ve gemilerin
dengesiyle ilgili ilk gtivenilir yasalar1 William Fro-
ude (1810-1879) formiile etmistir.

Aligstirma 1, orta. Froude Yasasi’n1 kanitlayin.

Ahgtirma 2, kolay. Bir farenin viicut yapisi ne-
den bir filinkine oranla daha incedir?

Alistirma 3, kolay. Froude Yasas’nin agsagida-
ki sonucunu kanitlayin: Bir baligin goreceli hizi
(yani birim zamanda baligin kendi uzunlugunun
ka¢ katini katettigi), uzunlugunun kare kokiyle
ters orantihdir.
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William Froude

Bu bilinen bir fenomeni agiklar: bir akarsuda-

ki kugiik baliklar ¢ok hizli goruniir.

Alistirma 4, daha da kolay. Hangisinin gorece-
li olarak daha hizli oldugunu tahmin edin: bir ka-
rinca mui bir yaris ati mi?

Bir Arastirma Projesi. Alistirma 2’deki fikirleri
kullanarak, cinsi verilmis bir agacin ulasabilecegi
azami uzunluk i¢in bir tahmin yontemi gelistirin.

Bu problemin ciddi bir pratik degeri var. Bir
Ingilize bunu agiklamak icin bir tek kelime yeter:
Leylandii. Bir yabanci i¢in, Wikipedia su agiklama-
y1 veriyor:

Leyland Servi Agaci, (Cupressocyparis ley-

landii), genellikle sadece Leylandii olarak

bilinir. Bahcecilikte, ozellikle ¢it ve babce
ayrimlary icin kullamilip bzl biiyiiyen, yap-
rak dokmeyen bir agactir.

Leyland Servisi, Monterey Servisi ve Noot-

ka Servisi arast bir melezdir. Bu melez en az

20 farkly durumda ortaya ¢iknustir, ber se-

ferinde acik havada polenlesmeyle. |...]

Leyland Servileri genelde hizli bir sekilde

sir ¢izmek veya ¢it gorevi gormek igin

babgelere dikilir. Ancak biiyiime hizlar

(senede bir metreye kadar), koyu gilgeleri

ve olaganiistii potansiyel uzunluklar: (bah-

ce sartlarinda 20 metreyi asip, en az 35

metreye ulasabiliyorlar) bu agaclari bir so-
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run haline getiriyor. Biiyiik Britanya’da,
181 kesme kapasiteleri yiiziinden bircok
tinlii komsu kavgasina sebebiyet vermigler-
dir, hatta bu kavgalar siddet kullanimina
(ve son zamanlardaki bir durumda cinaye-
te) kadar gidebiliyor.

Leylandii

Sorun su ki kimse son melezlerin ulasabilecegi
azami uzunlugu bilmiyor. Biitiin bilinen 6rnekler
biiyiimeye devam ediyor... ¥
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