
M
atematik neden bu kadar zordur? Yaz›m-

da, ço¤u zaman farkedilmeyen ama ö¤ren-

cilerin matemati¤i alg›lay›fllar›nda ciddi et-

kileri olan yap› ve kavramlardan birine k›sa bir bak›fl

sunaca¤›m.

1. “Adland›r›lm›fl” Say›lar. Çocukken ö¤ret-

menim bana “adland›r›lm›fl” say›lara dikkat et-

mem gerekti¤ini ve insanlarla elmalar› toplama-

mam gerekti¤ini söyledi¤i zaman, ona o halde ne-

den elmalar› insanlara bölebildi¤imizi sordum: 

10 elma : 5 insan = 2 elma. (1)

Daha da beteri; 10 elmay› herkese 2 elma vere-

rek da¤›tt›¤›m›z zaman, elimizde

10 elma : 2 elma = 5 insan (2)

eflitli¤i oluyor. Eflitli¤in sa¤ taraf›ndaki “insan” da

nerden ç›k›yor? Neden “insan” da mesela “çocuk”

de¤il? Eflitli¤in sol taraf›nda hiç “insan” yoktu! Sol

taraftaki say›lar sa¤ taraftaki say›n›n ad›n› nereden

biliyor?

Ö¤retmenimden tatmin edici bir cevap alama-

d›m ve ancak çok uzun zaman sonra say›lar›n as-

l›nda 

10 elma : 5 insan = 2 elma/insan,

10 elma : 2 elma/insan = 5 insan. (3)

diye adland›r›lmas› gerekti¤ini anlad›m.

E¤itim psikologlar›n›n (1) eflitli¤inin (buna

paylaflt›rmak diyelim) (2) eflitli¤iyle (buna da da¤›t-

mak demek mant›kl› olur) pek alakas› olmad›¤›n›

güvenle iddia etmelerinin nedeni budur. Da¤›tmak

çok daha karmafl›k ifllemler gerektirir.

Bir ö¤rencinin matematiksel yeteneklerinin,

çal›flt›¤› say›lar kümesiyle beraber büyüdü¤ü genel-

geçer bir bilgidir: Do¤al say›lardan tamsay›lara,

sonra kesirli, gerçel ve karmafl›k say›lara geçildik-

çe matematiksel olgunluk artar.

.

Bu do¤al hiyerarflide eksik olan fley, ilkokul

aritmeti¤i seviyesindeki çocuklar›n bile kulland›¤›,

çok daha sofistike bir yap›d›r:

[x1, x 1, ..., xn, xn
1]

yani üzerine n de¤iflkenli “Laurent polinomla-

r›”n›n kümesi (daha do¤rusu halkas›). Bu kümenin

elemanlar›,

gibi terimlerdir. Yukardaki terim,

olarak da yaz›labilir. Buradaki x1, ..., xn sembolle-

ri, hesaplarda kullan›lan nesnelerin adlar› yerine

geçebilir; elmalar, insanlar vs. Örne¤in elma yerine
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Alexandre V. Borovik* / alexandre.borovik@gmail.com

* EFFL matematik ö¤retmeni. Yaz› Asl› Nesin taraf›ndan ‹ngiliz-
ceden çevrilmifltir. Yazar, yak›nda ç›kacak olan Mathematics un-

der the Microscope bafll›kl› yeni kitab›ndan baz› k›s›mlar›n›
kullanm›flt›r. Söz konusu kitap http://www.maths.manches-
ter.ac.uk/ avb/micromath adresinden ücretsiz indirilebilir. Bu ya-
z› ayn› zamanda 2008 yaz›nda Türkiye’de, Nesin Matematik Kö-
yü’nde yazar taraf›ndan verilecek Elementary mathematics from

the point of view of “higher” mathematics dersinin bir bölümünü
oluflturacakt›r.
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Giuseppe Arcimboldo (1527-1593). Matematikçiler elmalar›
insanlara bölmeye çal›fladursun, sanatç›lar yüzy›llard›r

meyveleri ve sebzeleri toplayarak insan yap›yorlar!



x1, insan yerine x2 yazarsak, (2) denklemini,

olarak yazabiliriz. Bu sayede elma ve insanlarla ifl-

lem yapabiliriz. 

Genellikle sadece tek de¤iflkenli Laurent poli-

nomlar›n›n fiziksel olarak (veya gerçek hayatta)

anlaml› olduklar› yorumu yap›l›r. Ama heterojen

miktarlar›n toplam› da anlaml›d›r ve bileflen bile-

flen yap›l›r; mesela bir çantada (2 elma + 1 porta-

kal) varsa ve bir baflka çantada (1 elma + 1 porta-

kal) varsa, ikisinde toplam

(2 elma + 1 portakal) + (1 elma + 1 portakal) 

= (3 elma + 2 portakal)

olur.

Bunun vektörlere de çok sezgisel ve do¤rudan

bir yaklafl›m1 verdi¤ini de fark edebilirsiniz. 

Tabii ki Laurent polinomlar›n› çocuklara ö¤-

retmeye gerek yok, ama ö¤retmenlere ö¤retmenin

bir zarar› olamaz. 1591’de Introduction to the

Analytic Art isimli kitab›nda

E¤er bir büyüklük baflka bir büyüklü¤e bö-

lünürse, [bölümün birimi] öncekilerden

farkl› olur. Eski analizcilerin belirsizli¤i ve

anlafl›lmazl›¤› bu [kurallara] dikkat etme-

melerinden kaynaklan›r.

sat›rlar›n› yazan François Viète de bu konuda be-

nim müttefi¤imdir.

Ö¤retmenlerin, ö¤rencilerinin elma/insan bi-

rimli miktarlarla çal›fl›p çal›flamayacaklar› konu-

sundaki sorular›n› cevaplamalar›nda bir sak›nca

yok. Cevap olumludur tabii ki, bu birimin daha

kullan›fll› ad› “kifli bafl›na elma”’d›r. Ancak insan-

lar bu yeni miktarlara bazen yeni isimler verirler.

Mesela,

miktar›na ço¤unlukla maafl deniyor.

“Adland›r›lm›fl” say›lar›n en uç örne¤i, spesifik

nesneleri saymak için kullan›lan özel rakam isimle-

ridir. (Muhtemelen tarihsel olarak bildi¤imiz evren-

sel say› sisteminden önce ortaya ç›km›fllard›r.) ‹ngil-

tere’de, Yorkshire’l›lar› kötülemek için popüler bir

iftira, koyunlar› saymak için özel rakam isimleri kul-

land›klar›d›r. Lakeland Lehçe Derne¤i’nin web site-

sine inanacak olursak, yerel insanlar gururla gele-

neklerine tutunduklar›n› itiraf ediyorlar. Wensley-

dale’de mesela, ilk on koyun say›s› flunlard›r: 

yan, tean, tither, mither, pip, 

teaser, leaser, catra, horna, dick.

Daha ça¤dafl zamanlara bakarsak, koyun say›-

lar›n› Richard Feynman’›n espirisiyle karfl›laflt›r-

mak e¤lencelidir:

Anl›yor musunuz, kimyac›lar›n tuhaf bir

sayma yöntemi vard›r: ”bir, iki, üç, dört,

befl proton” diyecekleri yerde “hidrojen,

helyum, lityum, berilyum, bor” derler.

Fizikçiler,

[mesafe 1, zaman 1, kütle 1]

Laurent polinom halkas›nda çal›flmaya bay›l›rlar,

çünkü bütün fiziksel miktarlar›, adlar›na üç temel

birimin kombinasyonlar› fleklinde ölçmek isterler.

Bu üç temel birim, mesafe, zaman ve kütledir. Ama

bu üç de¤iflkenle bile halka küçük kal›r, çünkü fizik-

çiler temel birimlerin kesirli güçlerini almak zorun-

da kal›yorlar. Örne¤in, h›z›n birimi mesafe/za-

man’d›r. Elektrik yüküne2 ise

birimi varm›fl gibi davranmak gerekir.

Fizikçilere herfleyi fazla basite indirgiyorlar di-

ye çok da çatmamak laz›m. Hepimiz herfleyi sade-

ce iki temel ölçe¤e göre de¤erlendiren insanlar ta-

n›yoruz: para ve zaman. Hepimizin bildi¤i gibi,

kütle kolayca paraya dönüfltürülebilir; yerel süper-

marketin flarküteri bölümünde bir “pound” jam-

bon istedi¤im zaman, sat›c› k›z bana genelde “Pa-

ra anlam›nda m› pound, a¤›rl›k anlam›nda m› po-

und?” diye sorar. Ve tabii hepimizin bildi¤i gibi

vakit nakittir.

Bir fizik formülünde kullan›lan birimlere dik-

kat etmek ifle yarayabilir: Sol ve sa¤ tarafta bulu-

nan birimlerin dengesi formülün flekli hakk›nda
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2 E¤er birimlerimizi uzay›n dielektrik sabiti 0 boyutsuz olacak
flekilde seçersek, o zaman,

formülüyle yaz›lan Coulomb yasas›n›, q1 = q2 = q diyece¤imiz
iki eflit yüke uyguland›¤›m›zda, q2/r2’nin kuvvetin boyutlar›-
na sahip oldu¤unu görürüz.

F
q q

r

1

4 0

1 2
2

1 Üstelik, vektörlere bu “yemek çantas›” yaklafl›m› dualite ve ten-
sörlere ayn› zamanda do¤al bir girifl sa¤lar: g1, g2, g3 mikta-

r›nda, fiyatlar› p1, p2, p3 olan birtak›m mallar›n toplam fiya-
t›, gipi fleklinde skaler çarp›m türünden bir ifadedir. gi ve pi

miktarlar›n›n do¤alar›n›n çok farkl› olabileceklerini görüyoruz.
Lisans e¤itimindeki lineer cebir dersindeki skaler (dot) çarp›-
m›na verilen standart yaklafl›m genellikle skaler çarp›m›n›n vek-
tör uzaylar›n›n dualitesinin bir sonucu oldu¤u olgusunu giz-
ler, ve bu sonradan tensor cebirlerinin ve fonksiyonel analizin
çal›fl›lmas›nda devasa zorluklar meydana getirir.
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bilgi verebilir. Böyle bir birimsel analizi bizi çabu-

cak inan›lmaz derin sonuçlara götürür, örne¤in

Kolmogorov’un türbülans’›n enerji spektrumu

hakk›ndaki ünlü “5/3 Yasas›”.

2. Birimsel Analizin Zaferi: Kolmogorov’un

“5/3” Yasas›. Ünlü matematikçi Andrei Kolmogo-

rov bugüne kadar matematikte görülmüfl olan en

çarp›c› ve en güzel birimsel analiz argüman› örne¤i-

nin yarat›c›s›d›r. Türbülansl› s›v›lardaki enerji da¤›-

l›m› konusundaki ufuk aç›c› “5/3 yasas›” birkaç sa-

t›rda aç›klanacak basitliktedir. Üstelik birimsel ana-

liz kulland›¤› için adland›r›lm›fl say›lar›n aritmeti¤i

ile do¤rudan alakal›d›r. (Bkz. Bölüm 1.) 

Fizik ö¤retmenimin (sonsuz teflekkürlerimi sun-

du¤um Anatoly Mikhailovich Trubachov) do¤açla-

ma derslerinin birinde “5/3 yasas›”n› ç›kard›¤›n› gö-

recek kadar iyi bir liseye gitme flans›m oldu. Aç›kla-

mamda Arnold ve Ball’dan baz› ayr›nt›lar› ödünç

al›yorum. (Ball’dan Katsushika Hokusai’nin gravü-

rünü ilustrasyon olarak kullanma fikrini de ald›m.)

Bir s›v›n›n türbülansl› ak›m› girdaplardan olu-

flur; her girdaptaki ak›m daha küçük girdaplara

dönüflür ve bu dönüflüm, s›v›n›n viskozitesinin ha-

reketteki kinetik enerjiyi tamam›yla ›s›ya dönüfl-

mesine neden olacak derecede küçük ölçe¤e kadar

devam eder. E¤er d›flardan enerji gelmiyorsa (Ho-

kusai’nin gravüründeki f›rt›na ç›karan rüzgar gibi),

hareketin enerjisi gittikçe azal›r ve bir süre sonra su

hareketsiz kal›r. Biz de¤iflmeyen bir enerji kayna¤›-

m›z›n oldu¤unu varsayal›m; f›rt›na tam gücüne

ulaflm›flt›r ve öyle kalacakt›r. Bir s›v›n›n hareketi

farkl› uzunluklarda olan dalgalardan oluflur; Kol-

mogorov’un sorusu, “belli uzunluktaki bir dalga

enerjinin ne kadar›n› tafl›yor?” sorusuydu.

Burada, Kolmogorov’un analizini biraz basit-

lefltirerek sunaca¤›z. 

Çal›flaca¤›m›z birimlerin ve bu birimlerin bi-

rimlerinin bir listesini yapmakla bafllayal›m. 

Birincisi, enerji ak›m›d›r. olarak simgelenir.

1 kütle birimi ve 1 zaman birimi bafl›na düflen

enerjidir. (Bizim düzenimizde enerji ak›m›n›n ener-

ji yay›l›m›yla ayn› oldu¤unu hat›rlatay›m). Enerji-

nin birimi

dir. (Hareket halindeki fiziksel bir noktan›n kinetik

enerjisi için K = mv2/2 formülünü hat›rlay›n.) O za-

man , yani enerji ak›m›n›n birimi,

olur. 
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Katsushika Hokusai’nin Kanagawa aç›klar›ndak› Büyük Dalga
tahta gravüründen bir s›v›n›n farkl› ölçeklerdeki hareketi.

(Fuji Da¤›ndan Otuz Alt› Manzara, 1823-29). Bu resmi kaos
bilimcileri çok severler.

Ünlü Rus matematikçi Andrey Kolmogorov

Ünlü “The Far Side” çizeri Larson’dan: Einstein vaktin nakit
oldu¤unu anlarken.

kütle mesafe

zaman2

2

enerji

kütle zaman

mesafe

zaman3

2



Dalgalar› saymak için de dalga say›s›n›, yani

bir mesafe birimine s›¤an dalgalar›n say›s›n› kul-

lanmak kullan›fll› olacakt›r. O zaman dalga say›s›

olan k’n›n birimi

olur.

Son olarak, E(k) enerji spektrumu, iki dalga

say›s›n›n aras›ndaki aral›k k = k1 k2 olarak ve-

rildi¤i zaman bu aral›ktaki dalgalar›n tafl›d›¤› (küt-

le birimi bafl›na) enerji yaklafl›k E(k1) k olacak fle-

kildedir. Böylece E(k)’n›n birimi

yani

dir.

Afla¤›daki önemli hesaplar› yapmak için, Kol-

mogorov flunu demeye denk olan önemli bir varsa-

y›m yapt›3:

En büyük girdaplardan (bütün k›tay› kap-

layan bir kas›rga gibi) en küçüklerine ka-

dar (bir sokak köflesinde dönen tozlar gi-

bi), dalga say›s› ne olursa olsun, küçük gir-

daplar büyük girdaplarla ayn› flekilde mey-

dana gelir.

O zaman enerji spektrumu E(k)’n›n, enerji ak›-

m› ’un ve dalga say›s› k’n›n baflka hiçbir fley içer-

meyen bir denklemle birbirine ba¤l› oldu¤unu var-

sayabiliriz. Bahsetti¤imiz üç miktar›n birimleri ta-

mamen farkl› oldu¤u için, onlar› sadece

E(k) C x ky

türünden bir denklem vas›tas›yla birbirine ba¤la-

yabiliriz. Buradaki C bir sabittir; küçük ve büyük

ölçeklerde denklem ayn› kalaca¤› için, denklemin

flekli ölçü birimi seçimine dayanmamal›, dolay›s›y-

la C birimsiz olmal›d›r.

fiimdi her iki taraf›n da birimlerine göz atal›m

ve sadece birimler aç›s›ndan denklemin nas›l gö-

ründü¤üne bakal›m:
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Van Gogh’un “Y›ld›zl› Gece” adl› tablosunda girdaplar herhalde sanatç›n›n geçirdi¤i afl›r› bunal›m›n göstergesi.
Kolmogorov’un 5/3 yasas›na uyuyorlar m›?

3 Bu ifade ço¤u uzman›n kabul edece¤inden daha kaba bir ifa-
de; onu Arnold’dan ödünç ald›m.
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Mesafeleri mesafelerle ve zamanlar› zamanlar-

la eflitledikten sonra, elimizde

mesafe3 = mesafe2x mesafe y

zaman2 = zaman3x

kal›r, bu da bize x ve y diye iki de¤iflkeni olan iki

denklemli bir sistem verir,

3 = 2x y

2 = 3x.

Bu sistem kolayl›kla çözülüp

x = 2/3 ve y = 5/3

bulunur. Dolay›s›yla Kolmogorov’un “5/3” Yasa-

s›na geldik:

E(k) C 2/3 k 5/3.

Birimsiz olan C sabiti deneysel olarak buluna-

bilir ve 1’e bir hayli yak›n oldu¤u ortaya ç›kar.

Bu ünlü sonucun konumu bir hayli flafl›rt›c›d›r.

Bir türbülans uzman› olan Alexander Chorin’in ke-

limeleriyle,

Hiçbir fley türbülans’›n ne derecede cehalet-

le ›fl›k aras›nda as›l› durdu¤unu Komogo-

rov’un türbülans teorisi kadar ortaya koya-

maz; hem bildiklerimizin köfle tafl›d›r hem

de dipsiz bir esrard›r ayn› anda.

Ayn› spektrum [...] güneflte, denizde ve in-

san yap›m› makinelerde beliriyor. 5/3 yasas›

deneysel olarak çok iyi do¤rulanm›flt›r, ve

her yeni problem için bütün ölçeklerin yeni-

den hesaplanmas›na gerek kalmamas›, pra-

tik modellemeye kap›y› aç›yor.

Arnold bize Kolmogorov’un argüman›n›n bafl-

l›ca varsay›mlar›n›n hâlâ kan›tlanmam›fl oldu¤unu

hat›rlat›yor. Üstelik 60 seneyi aflk›n bir süredir!

Daha da beteri, Chorin afla¤›daki epey rahats›z

edici noktaya parmak bas›yor:

Kolmogorov’un spektrumu, varsay›mlar›n›n

aç›kça do¤rulanmad›¤› problemlerde s›kça

ortaya ç›k›yor. 5/3 yasas› art›k bir sürü fark-

l› yolla ç›kar›labiliyor, hatta ço¤u zaman

Kolmogorov’un varsay›mlar›na ters düflen

varsay›mlarla.

Türbülans teorisi tuhaf bir durumda: Bir

yandan en önemli sonucunu anlamaya u¤ra-

fl›rken di¤er yandan tüm teorisini hâlâ anla-

yamad›¤› bu sonucun üstüne kurmak zorun-

da kal›yor. 

Al›flt›rmalar

Birimsel analiz tarihinin izi, D’Arcy Thomp-

son’un On Growth and Form (Büyüme ve Biçim

Üzerine) isimli kitab›nda hayvanlar›n h›z›n›n anali-

zi için etkili bir flekilde kullan›lan Froude’un Vapur

Karfl›laflt›rma Yasas›’na kadar takip edilebilir [On

Growth and Form, sayfa 8-24]:

Yaklafl›k ayn› biçimde tasarlanm›fl vapurla-

r›n azami h›z›, uzunluklar›n›n kare köküyle

orant›l›d›r. 

Suyun gemilere sundu¤u direnç ve gemilerin

dengesiyle ilgili ilk güvenilir yasalar› William Fro-

ude (1810-1879) formüle etmifltir.

Al›flt›rma 1, orta. Froude Yasas›’n› kan›tlay›n.

Al›flt›rma 2, kolay. Bir farenin vücut yap›s› ne-

den bir filinkine oranla daha incedir?

Al›flt›rma 3, kolay. Froude Yasas›’n›n afla¤›da-

ki sonucunu kan›tlay›n: Bir bal›¤›n göreceli h›z›

(yani birim zamanda bal›¤›n kendi uzunlu¤unun

kaç kat›n› katetti¤i), uzunlu¤unun kare köküyle

ters orant›l›d›r.
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Bu bilinen bir fenomeni aç›klar: bir akarsuda-

ki küçük bal›klar çok h›zl› görünür.

Al›flt›rma 4, daha da kolay. Hangisinin görece-

li olarak daha h›zl› oldu¤unu tahmin edin: bir ka-

r›nca m› bir yar›fl at› m›?

Bir Araflt›rma Projesi. Al›flt›rma 2’deki fikirleri

kullanarak, cinsi verilmifl bir a¤ac›n ulaflabilece¤i

azami uzunluk için bir tahmin yöntemi gelifltirin.

Bu problemin ciddi bir pratik de¤eri var. Bir

Ingilize bunu aç›klamak için bir tek kelime yeter:

Leylandii. Bir yabanc› için, Wikipedia flu aç›klama-

y› veriyor:

Leyland Servi A¤ac›, (Cupressocyparis ley-

landii), genellikle sadece Leylandii olarak

bilinir. Bahçecilikte, özellikle çit ve bahçe

ayr›mlar› için kullan›l›p h›zl› büyüyen, yap-

rak dökmeyen bir a¤açt›r.

Leyland Servisi, Monterey Servisi ve Noot-

ka Servisi aras› bir melezdir. Bu melez en az

20 farkl› durumda ortaya ç›km›flt›r, her se-

ferinde aç›k havada polenleflmeyle. [...]

Leyland Servileri genelde h›zl› bir flekilde

s›n›r çizmek veya çit görevi görmek için

bahçelere dikilir. Ancak büyüme h›zlar›

(senede bir metreye kadar), koyu gölgeleri

ve ola¤anüstü potansiyel uzunluklar› (bah-

çe flartlar›nda 20 metreyi afl›p, en az 35

metreye ulaflabiliyorlar) bu a¤açlar› bir so-

run haline getiriyor. Büyük Britanya’da,

›fl›¤› kesme kapasiteleri yüzünden birçok

ünlü komflu kavgas›na sebebiyet vermifller-

dir, hatta bu kavgalar fliddet kullan›m›na

(ve son zamanlardaki bir durumda cinaye-

te) kadar gidebiliyor. 

Sorun flu ki kimse son melezlerin ulaflabilece¤i

azami uzunlu¤u bilmiyor. Bütün bilinen örnekler

büyümeye devam ediyor... �
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