
Matemati¤in en önemli ve

en temel konular›ndan bi-

rine geldik: Süreklilik. Her

zamanki gibi önce kavram›n sezgisel

anlam›n› aç›klayal›m.

Baz› fonksiyonlar›n grafi¤inde kopukluk yok-

tur, baz›lar›nda ise tam tersine kopukluk vard›r. 

Birinci örnekte kopukluk yokken ikinci örnek-

te a noktas›nda bir kopukluk, ani bir s›çrama var.

Matematiksel tan›m› birazdan verece¤iz,

ama flimdilik sezgi kazand›rmak amac›yla söyle-

yelim: Birinci örnekteki gibi fonksiyonlara ��������
denir. ‹kinci örnekteki fonksiyon ise a nokta-

s›nda ��������	��, orada bir kopukluk, bir s›çra-

ma vard›r.

‹nsanlar süreklilikten daha çok hofllan›rlar. Sü-

reklilik ola¤an durumdur, anlafl›lmas›, bafla ç›kmas›

daha kolayd›r. Deprem gibi, uçurumdan yuvarlan-

mak gibi, bas›nç düflmesi gibi, ola¤an koflullar›n sü-

reklili¤inin bozuldu¤u durumlar ölümcül olabilir.

Atomun varl›¤› kan›tland›¤›ndan beri maddenin

sürekli olmad›¤›n›, asl›nda varl›ktan çok yokluk ol-

du¤unu biliyoruz. Öte yandan makroskopik düzey-

de maddenin sürekli oldu¤unu varsaymak - bu var-

say›m yanl›fl da olsa - maddeyi (ve hareketini) alg›-

lamam›zda kolayl›k sa¤lar.

Her ne kadar saniye, dakika, gün ve hafta gibi

parçalara ay›rsak da, zaman›n da sürekli oldu¤unu

varsayar›z. Örne¤in, insan duyular›yla alg›lanmaya-

cak bir süre için bir elman›n kaybolup tekrar var

olabilece¤i, hatta tüm evrenin donup tekrar hareke-

te geçece¤i varsay›m› bize pek inand›r›c› gelmez.

Ama neden olmas›n!

Velhas›l› kelam, evren sürekli de süreksiz de ol-

sa, sürekliyi anlamak daha kolayd›r. (MD-2007-IV,

sayfa 34’te iflledi¤imiz bileflik faizler konusunda bu

dedi¤imizi destekleyen çarp›c› bir delil göstermifltik.)

Sezgisel olarak kolayca alg›lanabilen sürekli-

lik/süreksizlik kavram›n› matematiksellefltirmek

pek o kadar kolay olmam›flt›r. Süreklili¤in do¤ru

düzgün matematiksel bir tan›m›n› vermek 19’uncu

yüzy›lda Cauchy’ye nasip olmufltur. Tam matema-

tiksel tan›m› sunmadan önce sezgilerimize biraz

daha matematiksel bir biçim vermeye çal›flal›m.

“Süreksiz” diye nitelendirdi¤imiz ikinci fonksi-

yona dikkatlice bakal›m. Belli ki sorun a noktas›n-

da. Bu noktada fonksiyon b de¤erini al›yor. Peki a

çok az de¤iflti¤inde fonksiyonun ald›¤› de¤er ne olu-

yor? 

E¤er x, a’n›n sa¤›nda (yani a’dan daha büyük)

ama a’ya çok yak›nsa, ƒ(x), ƒ(a)’n›n, yani b’nin

çok yak›n›ndad›r. Hatta x’i a’n›n sa¤›nda ve x’e

çok çok yak›n alarak, ƒ(x) de¤erini ƒ(a)’ya diledi-

¤imiz kadar yaklaflt›rabiliriz. x, a’ya sa¤dan ne ka-

dar yak›n olursa, flekilden de anlafl›laca¤› üzere,

ƒ(x) de¤eri ƒ(a)’ya o kadar yak›n olur. 

Öte yandan a’ya sol taraftan yaklaflt›¤›m›zda,

fonksiyonun de¤erleri ƒ(a)’ya, yani b’ye de¤il,

b’den uzakta olan c’ye çok yaklafl›rlar; a’ya soldan

istedi¤imiz kadar sokulal›m, fonksiyonun de¤erleri

b’ye çok çok yaklaflamazlar.
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Kapak Konusu: Gerçel Say›lar V: Süreklilik ve Limit

Süreklilik

x

y

y = ƒ(x)

Grafi¤inde a noktas›nda kopukluk olan bir fonksiyon

x

y

y = ƒ(x)

Grafi¤inde kopukluk olmayan bir fonksiyon

a

ƒ(a) = b
c

x

y y = ƒ(x)

a

ƒ(a) = b
c

x

ƒ(x)



‹lk fonksiyonda böyle bir sorun olmaz. x yavafl

yavafl de¤iflti¤inde, ƒ(x) de yavafl yavafl de¤iflir.

‹kinci fonksiyonda ise x, a’n›n solundan sa¤›na ya

da sa¤›ndan soluna geçerken bir s›çrama yaflan›r.

Süreklili¤in matematiksel tan›m›n› vermenin

zaman› geldi.

A,  ’nin bir altkümesi, ƒ : A   bir fonksi-

yon ve a ! A olsun. ƒ’nin a noktas›nda sürekli ol-

mas›n›n matematiksel anlam›n› verece¤iz. b = ƒ(a)

olsun. Afla¤›daki flekilden takip edelim.

Herhangi bir " > 0 alal›m.  "’u çok çok küçük

(ama pozitif) bir say› olarak alg›layal›m. Ve y ekse-

ninde (b # ", b + ") aral›¤›na ve o aral›¤›n belirledi-

¤i yatay flerite bakal›m.

Bu flerit fonksiyonun grafi¤ini çeflitli yerlerden

keser ve bu kesiflimler a’n›n civar›nda bir bölge be-

lirlerler.

a civar›nda grafi¤e daha yak›ndan bakal›m:

Öyle bir $ > 0 var ki, (a #%$, a + $) aral›¤›n›n ƒ

alt›nda imgesi (b #%", b + ") aral›¤›n›n içine düfler.

Sadelefltirilmifl flekil afla¤›da:

‹flte “a’da süreklili¤in” tan›m› aynen bunu ifa-

de edecek, tek bir farkla ki 

(a #%$, a + $) aral›¤›n›n ƒ alt›nda imgesi

(b #%", b + ") aral›¤›n›n içine düfler

yerine 

(a #%$, a + $) & A kümesinin ƒ alt›nda im-

gesi (b #%", b + ") aral›¤›n›n içine düfler

demeliyiz çünkü ƒ fonksiyonu (a #%$, a + $) aral›-

¤›n›n tüm noktalar›nda tan›ml› olmayabilir.

Matematiksel tan›m› salal›m:

Tan›m. A,  ’nin bir altkümesi, ƒ : A   bir

fonksiyon ve a ! A olsun. E¤er her " > 0 için,

ƒ((a #%$, a + $) & A) ' (ƒ(a) #%", ƒ(a) + ")

iliflkisini sa¤layan bir $ > 0 varsa, ƒ fonksiyonuna

a’da sürekli denir.

Ayn› tan›m› kümelerle (ya da aral›klarla) de¤il

de elemanlarla ifade edebiliriz:

Tan›m. A,  ’nin bir altkümesi, ƒ : A   bir

fonksiyon ve a ! A olsun. E¤er her " > 0 için, A’n›n 

|x # a| < $

eflitsizli¤ini sa¤layan her x eleman›n›n

|ƒ(x) # ƒ(a)| < "

eflitsizli¤ini de sa¤lamak zorunda oldu¤u bir $ > 0

varsa, o zaman ƒ fonksiyonuna a’da sürekli denir.

‹ki tan›m aras›nda bir ayr›m olmad›¤›na okur

ikna olmal›d›r; bir ipucu verelim: |x # a| < $ koflu-

luyla x ! (a #%$, a + $) koflulu aras›nda bir ayr›m

yoktur.
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x

y
y = ƒ(x)

a
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b+"
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a#$ a+$
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ƒ(a)#"
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a#$ a+$

ƒ’nin a’da sürekli oldu¤unu
kan›tlamak için: " verilmifl, $’y› bul

y y = ƒ(x)
a

ƒ(a) = b

b#"

b+"

a#$ a+$

x

y
y = ƒ(x)

a
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b#"

b+"
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y
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Yukardaki tan›m› biraz daha açal›m. Verilmifl

bir ƒ : A   fonksiyonunun bir a ! A eleman›n-

da sürekli olmas› için her " > 0 için öyle bir $ > 0

olmal› ki, her x ! A için,

|x # a| < $%(%|ƒ(x) # ƒ(a)| < " (*)

olsun.

Tan›m› çerçeveleyelim ki sürekli gözümüzün

önünde bulunsun:

Tan›m kümesinin her noktas›nda sürekli olan

bir fonksiyona sürekli fonksiyon denir.

Tan›m› tartal›m tart›flal›m.

Her fleyden önce, tüm uyar›lara karfl›n ner-

deyse her ö¤rencinin kaç›n›lmaz olarak yapt›¤›

ve muhtemelen bu uyar›dan sonra da yapaca¤›

bir yanl›fltan sözedelim. Fonksiyonun a’da sü-

rekli oldu¤unu kan›tlamak için, verilen her " > 0

için (*) koflulunu sa¤layan bir $ > 0 bulmal›y›z.

Bu $ say›s› "’a ve a’ya göre de¤iflebilir ama x’ten

ba¤›ms›zd›r. Tekrar edelim: ƒ fonksiyonu, a ! X

noktas› ve " > 0 say›s› veriliyor ve (*) koflulunu

her x ! A için sa¤land›¤› x’ten ba¤›ms›z bir $ >

0 aran›yor. Bu nokta kesinlikle gözden kaçma-

mal›.

Tan›m› daha simgesel olarak yazmak yararl›

olabilir:

∀" > 0 )$ > 0 ∀x ! A (|x # a| < $% %|ƒ(x) # ƒ(a)| < ").

Tan›m› tart›flmaya devam edelim. 

E¤er verilmifl bir " > 0 için, bir $%*%+ say›s› (*)

koflulunu sa¤l›yorsa, $’dan küçük pozitif $1’ler de

(*) koflulunu ayn› " için sa¤larlar. Yani verilmifl bir

" için (*) koflulunu sa¤layan tek bir $ yoktur ve

e¤er (*) koflulunu sa¤layan bir $ varsa, istersek ve

içimizden öyle geçiyorsa ya da gerekliyse, $’y›

1’den, 1/2’den, 1/100’den ve istedi¤imiz herhangi

pozitif bir say›dan küçük seçebiliriz.

Gene de bulunacak $’n›n verilen "’a göre de¤ifl-

ti¤ini belirtelim: Genelde, " küçüldükçe, $ da küçül-

mek zorundad›r. Nitekim e¤er ($, ") çifti (*) koflulu-

nu sa¤l›yorsa ve e¤er "1 < " ise, o zaman ($, "1) çifti

(*) koflulunu sa¤lamayabilir, çünkü bunun için $ ye-

terince küçük olmayabilir, $’y› daha da küçük seç-

mek zorunda kalabiliriz. Bu yüzden bazen $ yerine

$" yazmak yerinde olabilir. Hatta $, a’ya göre de de-

¤iflebilece¤inden, $ yerine $a," da yaz›labilir.

Bir ƒ : A   fonksiyonunun bir a ! A nokta-

s›nda sürekli oldu¤unu kan›tlamak için, önce her-

hangi bir pozitif " say›s› seçilir. Sonra, x ! A için,

|ƒ(x) # ƒ(a)| < "

eflitsizli¤inin sa¤lanmas› için x’in a’ya ne kadar ya-

k›n olmas› gerekti¤i araflt›r›l›r. Bunun için, genel-

likle,

|ƒ(x) # ƒ(a)|

ifadesiyle oynan›r. Amaç, bu ifadeyle oynayarak,

ifadeyi, bir biçimde, içinde |x # a| bulunan bir ifa-

deden daha küçük olarak ifade etmektir. Bilmem

kendimizi iyi ifade edebildik mi?

Ö¤retici olmas› aç›s›ndan çok basit olmayan,

ama gene de çok çok zor olmayan örnekler sunma-

dan önce a noktas›n›n tan›m kümesinde olmak zo-

runda oldu¤unu an›msatal›m (yoksa ƒ(a)’dan söze-

demeyiz bile!)

Örnek 1. ƒ(x) = x2 kural›yla tan›mlanm›fl ’den

 ’ye giden ƒ fonksiyonu süreklidir. (Burada A =  .)

19

Matematik Dünyas›, 2008-III

Bir ƒ : A   fonksiyonunun bir a ! A nok-

tas›nda sürekli olmas› için,

her " > 0 için öyle bir $ > 0 olmal› ki,

her x ! A için, 

|x # a| < $%(%|ƒ(x) # ƒ(a)| < " (*)

olsun.

Do¤al ama Süreksiz Bir Fonksiyon

Düzlemde güzel (yani sürekli) bir e¤ri ve bir

de bir P noktas› alal›m. P’den geçen do¤rular

e¤riyi baz› noktalarda keser. ƒ(,), yatay do¤-

ruyla , derecelik bir aç› yapan do¤runun e¤riyi

kesti¤i nokta say›s› olsun. Örne¤in ƒ(0) = ƒ(90)

= 0. Do¤rular P civar›nda yavafl yavafl döndü-

¤ünde, ƒ s›çramalar yapar. Bu s›çramalar genel-

likle do¤runun e¤riye te¤et oldu¤u aç›larda

meydana gelir. Burada, do¤al biçimde tan›m-

lanm›fl ama sürekli olmayan bir fonksiyon söz-

konusu.

0
1

2

2

33

3

2

21
0

1

P

B

A



Kan›t: a !  olsun. Rastgele bir pozitif " say›-

s› seçelim. " say›s›n› çok küçük bir say› olarak alg›-

layal›m. fiimdi, x ! A için,

|ƒ(x) # ƒ(a)| < "

eflitsizli¤inin sa¤lanmas› için x’in a’ya ne kadar ya-

k›n olmas› gerekti¤ini araflt›ral›m; bakal›m x’in

a’ya belli bir $ > 0 mesafesinden daha yak›n olma-

s› bu eflitsizli¤in sa¤lanmas› için yeterli oluyor mu,

böyle bir $ var m›? Bunun için

|ƒ(x) # ƒ(a)|

ifadesiyle oynayaca¤›z. Oynayal›m:

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |x2 # a2| = |x # a||x + a|.

Oynad›k. En sa¤daki |x # a| ifadesi hoflumuza gidi-

yor, çünkü x’i |x # a| çok küçük olacak flekilde se-

çersek, |x # a||x + a| ifadesinin de çok küçük olma

("’dan küçük olma) ihtimali var ve bizim de istedi-

¤imiz tam bu. Ama e¤er |x + a| çok artarsa, o za-

man |x # a||x + a| ifadesini istedi¤imiz kadar küçül-

temeyebiliriz. Demek ki |x + a| ifadesinin çok art-

mad›¤›n›, belli bir say› taraf›ndan üstten s›n›rland›-

¤›n› kan›tlamal›y›z. E¤er x herhangi bir gerçel sa-

y›ysa, bu do¤ru de¤il elbet, ama x’i a’ya yak›n se-

çece¤imizi unutmayal›m. E¤er x’in a’ya mesafesi

ilelebet artm›yorsa, |x + a| ifadesi de zaptedilemez

bir biçimde artamaz. 

|x + a| ifadesini üstten s›n›rlamak için, - ilerde

bu sözü tutmak üzere - bulaca¤›m›z $’y› 1’den kü-

çük alaca¤›m›z sözünü verelim. (Yukardaki flekil

böyle bir seçim yapabilece¤imizi aç›klamaya çal›fl›-

yor.) O zaman, x’i,

|x # a| < $%≤ 1

olacak biçimde seçmifl olaca¤›z ve bu seçimle,

#1 < x # a < 1,

ya da

a #1 < x < a + 1,

yani 

2a #1 < x + a < 2a + 1

olur; böylece, e¤er A = max{|2a #1|, |2a + 1|} ise,

|x + a| < A

eflitsizli¤ine ulaflm›fl oluruz. Bafllad›¤›m›z hesaba

bu eflitsizlik ›fl›¤›nda devam edelim:

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |x2 # a2| = |x # a||x + a| < |x # a|A.

Demek ki |ƒ(x) # ƒ(a)| ifadesinin "’dan küçük ol-

mas› için |x # a|A ifadesinin "’dan küçük olmas› ye-

terli. Dolay›s›yla |x # a|’y› "/A’dan küçük seçersek

iflimiz ifl. Ama bir dakika! |x # a|’n›n sadece

"/A’dan küçük olmas› yetmez, 1’den de küçük ol-

mal›. Yani e¤er

$ = min{"/A, 1}

olarak seçersek, o zaman |x # a| < $ eflitsizli¤inden

|ƒ(x) # ƒ(a)| < "

eflitsizli¤i ç›kar. 

Bu kan›t› toparlay›p vasat bir kitapta yaz›ld›¤›

biçimiyle gösterelim:

" > 0 herhangi bir say› olsun.

A = max{|2a #1|, |2a + 1|}

olsun. Tan›mdan dolay› A > 0 olur. Ve 

$ = min{"/A, 1} 

olsun. $, elbette pozitif bir say›. Ve son olarak, x,

|x # a| < $

eflitsizli¤ini sa¤las›n. Bundan, s›ras›yla,

#$ < x # a < $,

#$ + a < x < $ + a,

#1 + a < x < 1 + a,

#1 + 2a < x + a < 1 + 2a,

|x + a| < max{#1 + 2a, 1 + 2a} = A

eflitsizlikleri ç›kar. Bu hesaplar› |x + a|’y› s›n›rla-

mak için yapt›k:

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |x2 # a2| = |x # a||x + a| 

< |x # a|A < $A ≤ ("/A)A = "

buluruz, tam istedi¤imiz gibi. n

Kan›t›n çok çok kolay olmad›¤› do¤ru ama ifl-

te matematik böyle bir fley.

Al›flt›rmalar.
1. ƒ(x) = x2 + 3x # 7 kural›yla tan›mlanm›fl

 ’den  ’ye giden ƒ fonksiyonunun sürekli oldu¤u-

nu kan›tlay›n.

2. ƒ(x) = x3 kural›yla tan›mlanm›fl  ’den  ’ye

giden ƒ fonksiyonunun sürekli oldu¤unu kan›tlay›n.

Sürekli olmayan bir fonksiyon örne¤i verelim.

Verelim ama önce bir noktada sürekli olmaman›n

ne demek oldu¤unu daha yak›ndan irdeleyelim. Bir

iki sayfa yukarda, ƒ : A   fonksiyonunun bir 

a ! A noktas›nda sürekli olmas› için,
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x

y y = ƒ(x)

a

a2#"
a2

a2+"

a#$ a+$
" verilmifl, $’y› bulmal›y›z.
E¤er öyle bir $ varsa, ayn› özelli¤i
sa¤layan 1’den küçük bir $ vard›r.
$’y› 1’den küçük bulmaya çal›flabiliriz.

x

y
y = ƒ(x) = x2



∀" > 0 )$ > 0 ∀x ! A (|x#a| < $% %|ƒ(x)#ƒ(a)| < ").

önermesinin do¤ru olmas› gerekti¤ini söylemifltik.

Bu önermenin tam tersini, yani z›dd›n› yazal›m.

Bunun için basit mant›k kullanaca¤›z. Yukardaki

önermenin z›dd›,

)" > 0 ∀$ > 0 )x ! A (|x # a| < $%-%|ƒ(x) # ƒ(a)| ≥ ")

önermesidir. Yani bir ƒ : A   fonksiyonunun

bir a ! A noktas›nda sürekli olmamas› için öyle bir

" > 0 say›s› olmal›d›r ki, hangi $ > 0 say›s› al›n›rsa

al›ns›n, |x # a| < $ eflitsizli¤ini sa¤layan ama 

|ƒ(x) # ƒ(a)| < "

eflitsizli¤ini sa¤lamayan bir x ! A noktas› olmal›d›r.

Örneklerle her fleyin daha aç›k olaca¤›ndan kufl-

kumuz yok! Belki sosyoloji kitaplar› d›fl›nda hemen

her kitapta bulunan standart bir örnek verelim.

fonksiyonu sürekli de¤ildir. 

ƒ,  ’den  ’ye gider ve grafi¤i flöyledir:

Grafikten de anlafl›laca¤› üzere, bu fonksiyon 0

d›fl›nda her noktada süreklidir, sadece 0 noktas›n-

da süreksizdir. Bu söylediklerimizi matematiksel

olarak kan›tlayal›m.

1. Fonksiyon a = 0 noktas›nda sürekli de¤ildir.

(*) koflulunun hiçbir $ > 0 için do¤ru olmad›¤›

bir " > 0 bulmak gerekiyor. Bir sonraki flekilden ta-

kip edin.  " = 1 olsun. fiimdi $ > 0 ne olursa olsun

(daha do¤rusu, ne kadar küçük olursa olsun), x =

#$/2 al›rsak,

|x # a| = |#$/2 # 0| = |#$/2| = $/2 < $

olur ama 

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |ƒ(#$/2) # ƒ(0)| = |0 # 1| = 1 ≥ 1 = "

olur, yani |ƒ(x) # ƒ(a)| < " eflitsizli¤i do¤ru olmaz. 

Ayn› sonucu " = 1/2, ya da herhangi bir " > 0

alarak da bulabilirdik tabii, yeter ki " ≤ 1 olsun.

2. E¤er a . 0 ise fonksiyon a noktas›nda sürek-

lidir.

" > 0 verilmifl olsun. (*) koflulunun bir $ > 0 ta-

raf›ndan sa¤land›¤›n› göstermemiz gerekiyor. $ =

|a|/2 olsun. x, 

|x # a| < $

koflulunu sa¤las›n. O zaman,

#|a|/2 = #$%< x # a < $%= |a|/2,

yani

a #%|a|/2 < x < a + |a|/2

olur. Bundan, e¤er a < 0 ise, x < a + |a|/2 = a/2 < 0,

ve a > 0 ise, 0 < a/2 = a #%|a|/2 < x bulunur. Yani a

ile x’in iflaretleri ayn›d›r, biri pozitifse di¤eri de po-

zitif, biri negatifse di¤eri de negatif olur. Dolay›s›y-

la ƒ(x) = ƒ(a) olur, yani

|ƒ(x) # ƒ(a)| = 0 < "

olur. ‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r.

Bir önceki örne¤i hafifçe de¤ifltirece¤iz, fonksi-

yonun kural› ayn› olacak ama tan›m kümesi bu se-

fer  yerine  \ {0} olacak.

olsun. ƒ fonksiyonu süreklidir.

Kan›t› aynen bir önceki kan›t gibidir, ama ta-

bii a’y› bu sefer 0 seçemeyiz, çünkü fonksiyonun

tan›m kümesi  \ {0}’d›r. ƒ,  \ {0}’dan  ’ye gider. 

fiimdi ilk bak›flta flafl›rt›c›, ikinci bak›flta do¤al

gelebilecek bir sonuç kan›tlayal›m.

Örnek 4. !’den  ’ye giden herhangi bir fonk-

siyon süreklidir.

Kan›t: ƒ : !  herhangi bir fonksiyon olsun.

Burada A = !’dir. a ! !, herhangi bir tamsay› ol-

sun. Ve " > 0 verilmifl olsun. $’y› 0 < $ ≤ 1 eflitsiz-
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liklerini sa¤layan herhangi bir say› olarak seçelim,

örne¤in $ = 1/2 olsun. O zaman e¤er x ! ! ise ve x,

|x # a| < $

koflulunu sa¤l›yorsa, x = a olmak zorundad›r çün-

kü iki de¤iflik tamsay› aras›ndaki fark 1’den küçük

olamaz. Demek ki, bu durumda,

|ƒ(x) # ƒ(a)| = 0 < "

olur. ‹stedi¤imiz bir kez daha kan›tlanm›flt›r.

Yukardaki örnekteki fonksiyonu her noktada

sürekli k›lan, de¤iflik tamsay›lar aras›ndaki mesafe-

nin 1’den küçük olamayaca¤›d›r. Daha do¤rusu, her

tamsay›n›n belli bir “komflulu¤u”nda bir baflka

tamsay›n›n bulunamayaca¤›d›r. Bu fikri afla¤›daki

al›flt›rmada sömürece¤iz.

Al›flt›rmalar
1. A = {1/n : n ! " \ {0}} olsun. ƒ : A  her-

hangi bir fonksiyon olsun. ƒ’nin sürekli oldu¤unu

kan›tlay›n.

2. A, yukardaki gibi olsun. B = A / {0} olsun.

ƒ : B  herhangi bir fonksiyon olsun. ƒ’nin 0’da

sürekli olmas› için, limn 0 ƒ(1/n) = ƒ(0) eflitli¤inin

yeter ve gerekli oldu¤unu kan›tlay›n.

3. A,  ’nin ayr›k bir altkümesi olsun, yani her

a ! A için, (a #%$, a + $) & A = {a} eflitli¤ini sa¤la-

yan bir $ > 0 olsun. (Burada $, a’ya göre de¤iflebi-

lir.) A’dan  ’ye giden her fonksiyonun sürekli ol-

du¤unu kan›tlay›n.

4. A,  ’nin bir altkümesi olsun. a ! A, A’dan

ayr›k bir eleman olsun, yani (a #%,, a + ,) & A = {a}

eflitli¤ini sa¤layan bir , > 0 olsun. A’dan  ’ye giden

her fonksiyonun a’da  sürekli oldu¤unu kan›tlay›n.

5. ƒ(x) = [x] (= x’in tamk›sm›, bkz. MD-2007-

III, sayfa 26, Teorem 6). ƒ :    fonksiyonu

hangi noktalarda sürekli de¤ildir?

6.  ’nin sonlu bir kümesinden  ’ye giden her

fonksiyonun sürekli oldu¤unu kan›tlay›n.

7.  ’den !’ye giden sürekli bir fonksiyonun sa-

bit olmas› gerekti¤ini kan›tlay›n.

8. ƒ :    fonksiyonu sürekli olsun ama im-

gesi sonlu olsun. ƒ’nin sabit bir fonksiyon oldu¤u-

nu kan›tlay›n.

9*.  ’den #’ya giden her sürekli fonksiyonun

sabit oldu¤unu kan›tlay›n.

10*.  ’den  ’ye giden her sürekli ve birebir

fonksiyonun tersinin de sürekli oldu¤unu kan›tla-

y›n.

Bir baflka klasik örnekle yaz›m›za devam ede-

lim:

fonksiyonu  ’nin hiçbir noktas›nda sürekli de¤il-

dir.

Bu fonksiyon nas›l sürekli olsun ki, fonksiyon

z›rt p›rt 0 ve 1 de¤erlerini al›yor! Biçimsel kan›t›

okura b›rak›yoruz. Bir ipucu verelim # ve  \ #

kümelerinin her ikisi de  ’de yo¤undurlar, yani

boflküme olmayan herhangi bir aç›k aral›kta hem

kesirli hem de kesirli olmayan say›lar vard›r.

Kolay (hatta bu aflamada biraz fazla kolay)

ama önemli iki örnek geliyor son olarak:

Örnek 6. Sabit bir fonksiyon süreklidir.

Kan›t: ƒ sabit bir fonksiyon olsun. " > 0 ve $ >

0 ne olursa olsunlar, hep |ƒ(x) # ƒ(a)| = 0 < " olur.

Demek ki ƒ süreklidir.

Örnek 7. Özdefllik fonksiyonu süreklidir.

Kan›t: Özdefllik fonksiyonunun Id (x) = x ku-

ral›yla tan›mlanm›fl Id :    fonksiyonu oldu-

¤unu an›msat›r›z. a !  ve " > 0 verilmifl olsun. $

= " > 0 alal›m. O zaman |x # a| < $ koflulunu sa¤-

layan her a !  için, 

|Id (x) # Id (a)| = |x # a| < $ = "

olur; bu da istedi¤imizi kan›tlar.

Örnek 8. Her c !  için, x  cx ve x  c + x

sürekli fonksiyonlard›r.
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Kan›t: ƒ :    fonksiyonu her x !  için

ƒ(x) = x + c formülüyle tan›mlanm›fl olsun. ƒ’nin

her noktada sürekli oldu¤unu kan›tlayal›m. a !  ,

herhangi bir gerçel say› olsun. " > 0 olsun. $ = "

alal›m. O zaman, |x # a| < $ ise,

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |(x + c) # (a + c)| = |x # a| < $ = "

olur. Dolay›s›yla ƒ fonksiyonu a noktas›nda sürek-

lidir.

Çarpmaya geçmeden önce ilerde çok önemli

olacak bir noktaya parmak basal›m. Genellikle, bu-

lunan $ say›s› a ve " say›lar›na göre de¤iflir. $’n›n

"’dan ba¤›ms›z olmas› nerdeyse imkâns›zd›r da yu-

kardaki son üç örnekte oldu¤u gibi $, a’dan ba¤›m-

s›z olacak biçimde seçilebilir. Bu durumda çok güç-

lü bir süreklilik sözkonusudur ve buna düzgün sü-

reklilik ad› verilir. Analizin çok önemli bir kavram›

olan düzgün süreklili¤e ilerde s›k s›k de¤inece¤iz.

Çarpmaya gelelim. c !  olsun. ƒ :    

fonksiyonu her x !  için ƒ(x) = cx formülüyle ta-

n›mlanm›fl olsun. ƒ’nin her noktada sürekli oldu¤u-

nu kan›tlayal›m. E¤er c = 0 ise, sabit 0 fonksiyonu-

nu elde ederiz ve bu fonksiyonun (düzgün) sürekli

oldu¤unu Örnek 6’dan biliyoruz. Bundan böyle c .

0 varsay›m›n› yapal›m. a !  , herhangi bir gerçel

say› olsun. " > 0 olsun. $ = "/|c| olsun. O zaman,

e¤er |x # a| < $ ise,

|ƒ(x) # ƒ(a)| = |cx # ca| = |c||x # a| < |c|$ = "

olur. Dolay›s›yla ƒ fonksiyonu a noktas›nda sürek-

lidir. Demek ki bu fonksiyon da süreklidir, üstelik

düzgün süreklidir.

Bundan sonraki sonuçlar matematikte “folk-

lor” olarak nitelendirilir. Yani herkesin bildi¤i ama

kitaplarda pek yaz›lmayan sonuçlar...

Örnek 9. Sürekli Fonksiyonlar› Yap›flt›rmak/
Birlefltirmek. ‹ki sürekli fonksiyonu yap›flt›rarak (ya

da birlefltirerek) her zaman sürekli bir fonksiyon el-

de etmeyiz. Örne¤in Örnek 2’deki fonksiyon iki sü-

rekli fonksiyonun birleflimidir (hangileri?) ama elde

edilen fonksiyon sürekli de¤ildir. Örnek 5’te de ayn›

sorun vard›r. Öte yandan Örnek 3’teki gibi baz› du-

rumlarda yap›flt›r›larak elde edilen iki sürekli fonk-

siyon süreklili¤i korur:

Teorem 1. a < b ve c < d olsun. ƒ : (a, b)   

ve g : (c, d)   iki sürekli fonksiyon olsun. Ayr›-

ca her x ! (a, b) & (c, d) için

ƒ(x) = g(x) 

eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu varsayal›m, o zaman,

kural›yla tan›mlanan

ƒ / g : (a, b) / (c, d)   

fonksiyonu süreklidir.

Elde edilen ƒ / g fonksiyonunun grafi¤inin ƒ

ve g fonksiyonlar›n›n grafi¤inden nas›l elde edilece-

¤i yukardaki flekilde gösteriliyor.

Önermenin, Örnek 3’teki gibi, (a, b) & (c, d) =

1 oldu¤u zaman da do¤ru oldu¤una dikkatinizi çe-

keriz. Örne¤in b = c oldu¤unda... Bu dedi¤imiz, in-

ce ama önemli bir ayr›nt›d›r.

Ayr›ca fonksiyonlar›n tan›m aral›klar›n› kapa-

l› da alabilirdik, önerme gene do¤ru olurdu. Bunun

özel bir hali ƒ(b) = g(b) eflitli¤ini sa¤layan

ƒ : (a, b]   ve g : [b, c)   

fonksiyonlar›n›n yap›flt›r›lmas›yla elde edilen fonk-

siyondur.
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Öte yandan ayn› önerme Örnek 2’de görüldü-

¤ü gibi (a, b) ve [b, c) aral›klar› için yanl›flt›r.

(a, b) ve (c, d) yerine  ’nin bambaflka altküme-

lerini al›rsak da teorem yanl›fl olur. Bkz. Örnek 5.

Al›flt›rma. Teorem 1’i ve daha sonra söylenen-

leri kan›tlay›n.

Yerellik
Önermenin do¤rulu¤u süreklili¤in “yerel” bir

kavram olmas›ndan kaynaklanmaktad›r. Bu “yerel”

kavram›n› biraz açal›m; analizde çok önemlidir.

Bir fonksiyonun belli bir a noktas›nda sürekli

olmas›, sadece ve sadece o fonksiyonun a civar›n-

daki davran›fl›na göre de¤iflir ve fonksiyonun a’dan

uzakta neler yapt›¤›ndan ba¤›ms›zd›r. Afla¤›da-

ki flekil okuru en az›ndan görsel olarak doyurmal›.

Bir sonraki önerme ise bu dedi¤imizin mate-

matikçesidir. 

Teorem 2. X '  , Y '  ve a ! X & Y olsun.

ƒ : X  , g : Y  

iki fonksiyon olsun. Belli bir , > 0 için (a #%,, a + ,)

' X & Y olsun ve bu aral›k üstünde ƒ = g eflitli¤ini,

yani her x ! (a #%,, a + ,) için ƒ(x) = g(x) eflitli¤ini

varsayal›m. O zaman, e¤er ƒ ve g fonksiyonlar›ndan

biri a’da sürekliyse di¤eri de a’da süreklidir.

Kan›t: Verilmifl bir " > 0 için bulmam›z gere-

ken $’y› ,’dan küçük seçmek yeterlidir. Ayr›nt›lar›

okura b›rak›yoruz. n

Al›flt›rma. X '  , Y '  ve a ! X & Y olsun.

ƒ : X  , g : Y  

iki fonksiyon olsun. Belli bir , > 0 için 

(a #%,, a + ,) & Y ' X

olsun ve (a #%,, a + ,) & Y üstünde ƒ = g eflitli¤ini,

yani her x ! (a #%,, a + ,) & Y için ƒ(x) = g(x) eflit-

li¤ini varsayal›m. O zaman, e¤er ƒ fonksiyonu a’da

sürekliyse g de a’da süreklidir.

Bir sonraki teoremimiz, sürekli bir fonksiyonun

k›s›tlanmas›n›n da sürekli oldu¤unu söyleyecek.

Önce fonksiyon k›s›tlaman›n ne demek oldu¤unu

an›msatal›m. ƒ, bir A kümesinden bir Y kümesine

giden bir fonksiyon olsun. B, A’n›n bir altkümesi

olsun. g : B Y fonksiyonu her b ! B için,

g(b) = ƒ(b)

kural›yla tan›mlanm›fl olsun. Yani g’nin alaca¤› de-

¤erler ƒ fonksiyonu taraf›ndan belirlenmifl olsun.

Bu durumda g fonksiyonuna ƒ’nin k›s›tlan›fl› ad›

verilir ve g = ƒ2B yaz›l›r. Duruma göre, kimi zaman

da ƒ’ye g’nin (bir) genifllemesi ad› verilir.

Teorem 3. b ! B ' A '  ve ƒ : A  olsun.

E¤er ƒ fonksiyonu b’de sürekliyse ƒ2B fonksiyonu

da b’de süreklidir.

Gözda¤›: Kan›t› bundan daha kolay bir teorem

zor bulunur. n

Süreklilik konusunda ilerki yaz›larda daha de-

rinleflece¤iz. fiimdilik süreklili¤in oldukça basit

özelliklerinden sözedelim.

1. Süreklili¤i,  ’nin bir A altkümesinden  ’ye

giden fonksiyonlar için tan›mlad›k. Oysa, tan›ma

bak›l›rsa fonksiyonun illa  ’ye de¤il,  ’nin bir alt-

kümesine gitmesi yeterli, nitekim tan›mda fonksi-

yonun var›fl kümesini hiç kullanmad›k, tek kullan-

d›¤›m›z de¤erlerin gerçel say›lar olmas›yd›. Yani A

ve B,  ’nin altkümeleriyse ve ƒ : A B, A’dan B’ye

giden bir fonksiyonsa, süreklili¤i bu ƒ fonksiyonu

için de tan›mlayabiliriz, ayn› tan›m› kabul edelim,

olsun bitsin. Bundan böyle süreklili¤in  ’nin bir

altkümesinden gene  ’nin bir altkümesine giden

fonksiyonlar için tan›mland›¤›n› kabul edece¤iz.

2. E¤er ƒ : A B fonksiyonu bir a ! A nokta-

s›nda sürekliyse ve ƒ(A) ' C '% ise, ayn› grafi¤i

olan ve her x ! A için g(x) = ƒ(x) kural›yla tan›m-

lanan g : A C fonksiyonu da a noktas›nda sürek-

lidir. 

3. E¤er ƒ : A B fonksiyonu bir a ! A nokta-

s›nda sürekliyse ve a ! C ' A ise, her x ! C için

(ƒ|C)(x) = ƒ(x) kural›yla tan›mlanan ƒ|C : C  B
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fonksiyonu da a noktas›nda süreklidir. Bunu bili-

yoruz.

Öte yandan, ƒ : A B fonksiyonu a ! A nok-

tas›nda sürekli de¤ilse ve a ! C ' A ise, 

ƒ|C : C B

fonksiyonu a noktas›nda pekâlâ sürekli olabilir. Ni-

tekim ƒ ne olursa olsun, C = {a} ise ƒ|C fonksiyonu

a’da süreklidir! (Bkz. Sayfa 22, Al›flt›rma 6.) Biraz

daha sofistike bir örnek verelim: ƒ, Örnek 2’deki

fonksiyon olsun A =  , a = 0 ve 

C = (#0, #1) / [0, 0) 

olsun, ya da 

C = [0, 0) 

olsun. Bu durumda ƒ|C fonksiyonu 0’da süreklidir.

4. ƒ : A B bir fonksiyon olsun. 

C = {a ! A : ƒ, a’da sürekli} 

olsun. O zaman ƒ|C fonksiyonu süreklidir.

Al›flt›rmalar
1. ƒ(x) = x2 kural›yla tan›mlanan ƒ : #   

fonksiyonunun sürekli oldu¤unu a) Tan›ma baflvu-

rarak, b) Bu yaz›daki sonuçlarla kan›tlay›n.

2. ƒ, (0, 1) / (2, 3) kümesinden  ’ye giden ve

ƒ(x) = x kural›yla tan›mlanan fonksiyon olsun.

ƒ’nin grafi¤ini çizin. ƒ’nin sürekli oldu¤unu kan›t-

lay›n.

3. ƒ, (0, 2) aral›¤›ndan  ’ye giden, (0, 1) aral›-

¤› üzerinde ƒ(x) = x ve [1, 2) aral›¤› üzerinde ƒ(x)

= x2 kural›yla tan›mlanan fonksiyon olsun. ƒ’nin

grafi¤ini çizin. ƒ’nin sürekli oldu¤unu kan›tlay›n.

4. r !  olsun. ƒ : #  fonksiyonu,

olarak tan›mlans›n. Hangi r !  say›lar› için ƒ sü-

reklidir?

5. ƒ :    olsun ve her x için ƒ(x) = ƒ(#x)

olsun. E¤er ƒ, a’da sürekliyse, #a’da da sürekli ol-

du¤unu kan›tlay›n. Bundan ƒ, a’da sürekli de¤ilse

#a’da da sürekli olamayaca¤›n› ç›kar›n. Ayn› fleyi

ƒ(#x) = #ƒ(x) eflitli¤ini sa¤layan bir fonksiyon için

de yap›n.

6. Her x !  için 0 ≤ ƒ(x) ≤ |x| eflitsizli¤ini sa¤-

layan bir fonksiyonun 0’da sürekli oldu¤unu kan›t-

lay›n.

7a. E¤er p ve q birbirine asal iki tamsay›ysa,

ƒ(p/q) = |p| + |q| olsun. Bu kuralla tan›mlanm›fl

olan ƒ : # " fonksiyonunun hiçbir noktada sü-

rekli olmad›¤›n› kan›tlay›n.

7b. g : # # fonksiyonu, g(x) = 1/ƒ(x) kura-

l›yla tan›mlans›n. g fonksiyonun sürekli olmad›¤›-

n› kan›tlay›n.

8. a ! V '  ’nin bir altkümesi olsun. E¤er

a ! I ' V

koflulunu sa¤layan aç›k bir I aral›¤› varsa V’ye

a’n›n komflulu¤u ad› verilir. 

fiimdi ƒ :    herhangi bir fonksiyon olsun.

ƒ’nin a’da sürekli olmas› için, 

ƒ(a)’n›n her V komflulu¤u için, ƒ#1(V) kü-

mesi a’n›n bir komflulu¤udur

koflulunun yeter ve gerek oldu¤unu kan›tlay›n.

9. A,  ’nin bir altkümesi olsun. a ! A olsun.

A’n›n, bir " > 0 için,

A & (a # ", a + ")

altkümesini içeren V altkümelerine a’n›n A’da
komflulu¤u ad› verilir. Demek ki a’n›n A’da kom-

flulu¤u, a’n›n (bir önceki soruda tan›mlanan) bir

komflulu¤uyla A’n›n kesiflimidir. 

fiimdi ƒ : A  herhangi bir fonksiyon olsun.

ƒ’nin a’da sürekli olmas› için, 

ƒ(a)’n›n  ’de her V komflulu¤u için, ƒ#1(V)

kümesi a’n›n A’da bir komflulu¤udur

koflulunun yeter ve gerek oldu¤unu kan›tlay›n. ©
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Çeflit Çeflit Süreklilik

Verdi¤imiz süreklilik tan›m› Cauchy’nin ol-

du¤u için bazen sürekli yerine Cauchy-sürekli

denir. Süreklili¤in baflka adlarla an›lan baflka ta-

n›mlar› vard›r; örne¤in Heine-süreklilik. Heine-

sürekli bir fonksiyon yak›nsak bir diziyi yak›n-

sak bir diziye götürür. Bu iki kavram aras›nda

bir fark olmad›¤›n› görece¤iz.

Kullan›lan bir baflka Cauchy süreklili¤i kav-

ram› daha vard›r: Cauchy dizilerini Cauchy dizi-

lerine götüren bir fonksiyona da bazen Cauchy

sürekli denir. E¤er X .  ise, sürekli fonksiyon-

lar Cauchy-sürekli olmayabilirler. Örne¤in  say-

fa 21, Örnek 2’deki fonksiyon süreklidir ama

Cauchy-sürekli de¤ildir. Öte yandan X =  ise

Cauchy-sürekli bir fonksiyon sürekli olmak zo-

rundad›r. ‹lerde kan›tlayaca¤›m›z bu sonucu

flimdilik okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.


