Matematik Diinyasi, 2008-III

Kapak Konusu: Gergel Sayilar V: Siireklilik ve Limit

Sireklilik

\ en temel konularindan bi-
rine geldik: Sureklilik. Her
zamanki gibi 6nce kavramin sezgisel

anlamini agiklayalim.
Baz1 fonksiyonlarin grafiginde kopukluk yok-
tur, bazilarinda ise tam tersine kopukluk vardir.
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Grafiginde kopukluk olmayan bir fonksiyon

y = flx)

Ay

y <

fla)=1b

Grafiginde a noktasinda kopukluk olan bir fonksiyon

Birinci 6rnekte kopukluk yokken ikinci 6rnek-
te a noktasinda bir kopukluk, ani bir sigrama var.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz,
ama simdilik sezgi kazandirmak amaciyla soyle-
yelim: Birinci 6rnekteki gibi fonksiyonlara szirek-
li denir. Ikinci 6rnekteki fonksiyon ise @ nokta-
sinda sgireksizdir, orada bir kopukluk, bir sigra-
ma vardir.

Insanlar siireklilikten daha ¢ok hoslanirlar. Sii-
reklilik olagan durumdur, anlasilmasi, basa ¢ikmasi
daha kolaydir. Deprem gibi, u¢urumdan yuvarlan-
mak gibi, basing diigmesi gibi, olagan kosullarin sii-
rekliliginin bozuldugu durumlar olumcul olabilir.

Atomun varhigi kanitlandigindan beri maddenin
surekli olmadigini, aslinda varliktan ¢cok yokluk ol-
dugunu biliyoruz. Ote yandan makroskopik diizey-
de maddenin siirekli oldugunu varsaymak - bu var-
sayim yanls da olsa - maddeyi (ve hareketini) algi-
lamamizda kolaylik saglar.
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Her ne kadar saniye, dakika, giin ve hafta gibi
pargalara ayirsak da, zamanin da siirekli oldugunu
varsayariz. Ornegin, insan duyulariyla algilanmaya-
cak bir siire icin bir elmanin kaybolup tekrar var
olabilecegi, hatta tiim evrenin donup tekrar hareke-
te gegecegi varsayimi bize pek inandirici gelmez.
Ama neden olmasin!

Velhasili kelam, evren siirekli de siireksiz de ol-
sa, surekliyi anlamak daha kolaydir. (MD-2007-1V,
sayfa 34’te igledigimiz bilesik faizler konusunda bu
dedigimizi destekleyen carpici bir delil gostermistik.)

Sezgisel olarak kolayca algilanabilen surekli-
lik/sureksizlik kavramini matematiksellestirmek
pek o kadar kolay olmamustir. Strekliligin dogru
diizgiin matematiksel bir tanimini vermek 19’uncu
yuzyilda Cauchy’ye nasip olmustur. Tam matema-
tiksel tanimi sunmadan Once sezgilerimize biraz
daha matematiksel bir bi¢cim vermeye ¢alisalim.

“Suireksiz” diye nitelendirdigimiz ikinci fonksi-
yona dikkatlice bakalim. Belli ki sorun a noktasin-
da. Bu noktada fonksiyon b degerini aliyor. Peki a
cok az degistiginde fonksiyonun aldigi deger ne olu-
yor?

Eger x, @’nin saginda (yani @’dan daha biyik)
ama a’ya cok yakinsa, f(x), f(a)’nin, yani b’nin
¢ok yakinindadir. Hatta x’i @’nin saginda ve x’e
cok cok yakin alarak, f(x) degerini f(a)’ya diledi-

el

gimiz kadar yaklastirabiliriz. x, a’ya sagdan ne ka-
dar yakin olursa, sekilden de anlasilacagi uzere,
f(x) degeri f(a)’ya o kadar yakin olur.

Ote yandan a’ya sol taraftan yaklastigimizda,
fonksiyonun degerleri f(a)’ya, yani b’ye degil,
b’den uzakta olan c’ye ¢ok yaklasirlar; a’ya soldan
istedigimiz kadar sokulalim, fonksiyonun degerleri
b’ye cok ¢ok yaklagamazlar.
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[k fonksiyonda boyle bir sorun olmaz. x yavas
yavas degistiginde, f(x) de yavas yavas degisir.
Ikinci fonksiyonda ise x, @’nin solundan sagina ya
da sagindan soluna gecerken bir sigrama yasanir.

Surekliligin matematiksel tanimini vermenin
zamani geldi.

A, R’nin bir altkiimesi, f : A — R bir fonksi-
yon ve a € A olsun. f’nin a noktasinda strekli ol-
masinin matematiksel anlamini verecegiz. b = f(a)
olsun. Asagidaki sekilden takip edelim.

Y y = flx)

Herhangi bir ¢ > 0 alalm. €’u ¢ok ¢ok kiiguk

A

fla)=b

(ama pozitif) bir say1 olarak algilayalim. Ve y ekse-
ninde (b — &, b + ¢) araligina ve o araligin belirledi-
gi yatay serite bakalim.

Y y=f(x)

Bu serit fonksiyonun grafigini cesitli yerlerden

b+e

fla)=b
b—¢

keser ve bu kesisimler a’nin civarinda bir bolge be-

Y y = flx)
/

a civarinda grafige daha yakindan bakalim:

a-8 a a+d /y = /)

lirlerler.

A

Y
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Opyle bir § > 0 var ki, (a — 8, a + 8) araliginin f
altinda imgesi (b — ¢, b + ¢) araliginin igine diser.
Sadelestirilmis sekil asagida:

sy /y=f(x)
a6 a4 a+d

b—¢ ¢

Iste “a’da siirekliligin” tanimi aynen bunu ifa-
de edecek, tek bir farkla ki
(a =38, a + 8) araliginin f altinda imgesi
(b — &, b + g) araliginin i¢ine diiser
yerine
(a—38,a+8) N A kiimesinin f altinda im-
gesi (b — ¢, b + ¢) araliginin icine diiser
demeliyiz ¢tinkii f fonksiyonu (a — 8, a + ) arali-
ginin tim noktalarinda tanimh olmayabilir.
Matematiksel tanimi salalim:

Tanmm. A, R’nin bir altkiimesi, f : A — R bir
fonksiyon ve a € A olsun. Eger her ¢ > 0 icin,

flla=38,a+38) nA)c(fla)—¢, fla) + )
iliskisini saglayan bir § > 0 varsa, f fonksiyonuna
@’da stirvekli denir.

Ayni tanimi kiimelerle (ya da araliklarla) degil
de elemanlarla ifade edebiliriz:

Tanim. A, R’nin bir altkiimesi, f : A — R bir
fonksiyon ve a € A olsun. Eger her € > 0 icin, A’nin
lx —al <8

esitsizligini saglayan her x elemaninin

If(x) - fla)l <&
esitsizligini de saglamak zorunda oldugu bir & > 0
varsa, o zaman f fonksiyonuna a’da siirekli denir.

Iki tanim arasinda bir ayrim olmadigia okur
ikna olmalidir; bir ipucu verelim: Ix — al < 8 kosu-
luyla x € (a — 8, a + 8) kosulu arasinda bir ayrim

yoktur.

Y y = f(x)

A\

a-8 a a+d

\Ania’da siirekli oldugunu

kanitlamak icin: € verilmis, 8’y1 bul
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Yukardaki tanimi biraz daha acalim. Verilmis
bir f : A — R fonksiyonunun bir @ € A elemanin-
da siirekli olmast i¢in her & > 0 igin oyle bir & > 0
olmali ki, her x € A icin,

lx —al <d=If(x) - fla)l <& (*)
olsun.

Tanmimui cerceveleyelim ki siirekli goziimiiziin
ontinde bulunsun:

Tanim kiimesinin her noktasinda stirekli olan

bir fonksiyona siirekli fonksiyon denir.

Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A nok-
tasinda stirekli olmasi icin,
her € > 0 icin dyle bir 8 > 0 olmals ki,
her x € A icin,
lx —al <d=If(x) — fla)l <& (%)

olsun.

Tanimi tartalim tartigalim.

Her seyden once, tiim uyarilara karsin ner-
deyse her 6grencinin kacinilmaz olarak yaptigi
ve muhtemelen bu uyaridan sonra da yapacag
bir yanlistan sozedelim. Fonksiyonun a’da sii-

Dogal ama Siireksiz Bir Fonksiyon

Diizlemde giizel (yani stirekli) bir egri ve bir
de bir P noktasi alalim. P’den gegen dogrular
egriyi bazi noktalarda keser. f(a), yatay dog-
ruyla o derecelik bir a¢1 yapan dogrunun egriyi
kestigi nokta sayisi olsun. Ornegin £(0) = £(90)
= 0. Dogrular P civarinda yavag yavas dondii-
gunde, f sicramalar yapar. Bu sigcramalar genel-
likle dogrunun egriye teget oldugu acilarda
meydana gelir. Burada, dogal bicimde tanim-
lanmig ama stirekli olmayan bir fonksiyon soz-
konusu.
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rekli oldugunu kanitlamak i¢in, verilen her € > 0
icin (*) kosulunu saglayan bir & > 0 bulmaliyiz.
Bu & sayisi €’a ve a’ya gore degisebilir ama x’ten
bagimsizdir. Tekrar edelim: f fonksiyonu, a € X
noktasi ve ¢ > 0 sayisi veriliyor ve (*) kosulunu
her x € A i¢in saglandig1 x’ten bagimsiz bir § >
0 aramiyor. Bu nokta kesinlikle gozden ka¢cma-
mall.

Tanmimi daha simgesel olarak yazmak yararh
olabilir:

Ve>038>0Vx e A(lx—a <8 If(x) - fla)l < ).

Tanimi tartigmaya devam edelim.

Eger verilmis bir ¢ > 0 i¢in, bir § > 0 sayis1 (*)
kosulunu sagliyorsa, 8’dan kii¢iik pozitif 8;’ler de
(*) kogulunu ayni ¢ i¢in saglarlar. Yani verilmis bir
¢ icin (*) kosulunu saglayan tek bir 8 yoktur ve
eger (*) kosulunu saglayan bir & varsa, istersek ve
icimizden Oyle geciyorsa ya da gerekliyse, 8’y1
1’den, 1/2’den, 1/100’den ve istedigimiz herhangi
pozitif bir sayidan kiiciik segebiliriz.

Gene de bulunacak 8’nin verilen £’a gore degis-
tigini belirtelim: Genelde, ¢ ki¢tuldiikge, & da kiiciil-
mek zorundadir. Nitekim eger (3, €) ¢ifti (*) kosulu-
nu sagliyorsa ve eger & < € ise, 0 zaman (3, 1) ¢ifti
(*) kosulunu saglamayabilir, ¢iinkii bunun igin 8 ye-
terince kiiciik olmayabilir, 8’y1 daha da kiiciik sec-
mek zorunda kalabiliriz. Bu yuzden bazen & yerine
8, yazmak yerinde olabilir. Hatta §, a’ya gore de de-
gisebileceginden, & yerine 5, da yazilabilir.

Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A nokta-
sinda siirekli oldugunu kanitlamak igin, once her-
hangi bir pozitif ¢ sayisi secilir. Sonra, x € A igin,

If(x) = fla)l <&
esitsizliinin saglanmasi i¢in x’in @’ya ne kadar ya-
kin olmas: gerektigi arastirilir. Bunun igin, genel-
likle,

If(x) = fla)l

ifadesiyle oynanir. Amag, bu ifadeyle oynayarak,
ifadeyi, bir bicimde, icinde Ix — al bulunan bir ifa-
deden daha kiciik olarak ifade etmektir. Bilmem
kendimizi iyi ifade edebildik mi?

Ogretici olmasi agisindan cok basit olmayan,
ama gene de ¢cok cok zor olmayan ornekler sunma-
dan 6nce a noktasinin tanim kiimesinde olmak zo-
runda oldugunu animsatalim (yoksa f(a)’dan soze-
demeyiz bile!)

Ornek 1. f(x) = x2 kuralryla tamsmlanmis R’den
R’ye giden f fonksiyonu siireklidir. (Burada A = R.)
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Y y = [fl(x)

X

Kanit: a € R olsun. Rastgele bir pozitif ¢ sayi-
s1 segelim. € sayisini cok kiiciik bir say1 olarak algi-
layalim. Simdi, x € A igin,

If(x) - fla) <&

esitsizliginin saglanmasi i¢in x’in @’ya ne kadar ya-
kin olmasi gerektigini arastiralim; bakalim x’in
a’ya belli bir 8 > 0 mesafesinden daha yakin olma-
st bu esitsizligin saglanmasi i¢in yeterli oluyor mu,
boyle bir & var mi? Bunun i¢in

I£(x) - fla)
ifadesiyle oynayacagiz. Oynayalim:

If (x) = f(a)l = 1x2 — a2l = Ix — allx + al.
Oynadik. En sagdaki Ix — al ifadesi hogumuza gidi-
yor, ¢linkii x’i lx — al cok kiigtik olacak sekilde se-
cersek, Ix — allx + al ifadesinin de ¢ok kiigiik olma
(¢’dan kiguk olma) ihtimali var ve bizim de istedi-
gimiz tam bu. Ama eger Ix + al ¢ok artarsa, o za-
man |x — allx + al ifadesini istedigimiz kadar ki¢tl-
temeyebiliriz. Demek ki |x + al ifadesinin ¢ok art-
madigini, belli bir say1 tarafindan tstten sinirlandi-
gin1 kanitlamaliyiz. Eger x herhangi bir gercel sa-
yiysa, bu dogru degil elbet, ama x’i a’ya yakin se-
cecegimizi unutmayalm. Eger x’in a’ya mesafesi
ilelebet artmiyorsa, Ix + al ifadesi de zaptedilemez
bir bi¢imde artamaz.

Ix + al ifadesini Gstten sinirlamak icin, - ilerde
bu sozii tutmak tizere - bulacagimiz 8’y1 1’den k-

+y y = flx)

a-3a a+d
¢ verilmis, 8’y1 bulmalryiz.
Eger 6yle bir § varsa, ayni 6zelligi
saglayan 1’den kiigiik bir & vardir.
8’y 1’den kiiciik bulmaya calisabiliriz.
ciik alacagimiz sozint verelim. (Yukardaki sekil
boyle bir secim yapabilecegimizi aciklamaya caligi-
yor.) O zaman, x’i,
lx—al<8<1
olacak bigimde se¢mig olacagiz ve bu secimle,
-l<x—-a<l,
ya da
a-l<x<a+1,
yani
2a-1<x+a<2a+1
olur; boylece, eger A = max{l2a —11, 12a + 11} ise,
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lx +al <A
esitsizligine ulagmis oluruz. Bagladigimiz hesaba
bu esitsizlik 1131inda devam edelim:

If (x) = fla)l = Ix2 — a2l = Ix — allx + al < Ix — alA.
Demek ki If(x) — f(a)l ifadesinin &’dan kugik ol-
mast icin lx — alA ifadesinin ¢’dan kiigiik olmasi ye-
terli. Dolayisiyla lx — al’y1 ¢/A’dan kiigiik secersek
isimiz is. Ama bir dakika! Ix — al’nin sadece
¢/A’dan kiigiik olmasi yetmez, 1’den de kiiciik ol-
mali. Yani eger

d = minfe/A, 1}
olarak secersek, o zaman Ix — al < & esitsizliginden
If(x) - flal <e
esitsizligi ¢ikar.
Bu kaniti toparlayip vasat bir kitapta yazildig
bigimiyle gosterelim:
¢ > 0 herhangi bir say1 olsun.
A = max{l2a —1l, 2a + 11}
olsun. Tanimdan dolay1 A > 0 olur. Ve
6 = min{e/A, 1}
olsun. 8, elbette pozitif bir say1. Ve son olarak, x,
Ix —al <8
esitsizligini saglasin. Bundan, sirasiyla,

-d<x—a<?d,

d+a<x<d+a,

~1l+a<x<1+a,

—1+2a<x+a<1+2a,

lx + al < max{-1 +2a,1+2a}=A
esitsizlikleri ¢ikar. Bu hesaplari Ix + al’y1 sinirla-
mak i¢in yaptik:

If(x) — f(a)l = Ix2 — 22| = Ix — allx + al
<lx—alA <8A < (e/A)A = ¢
buluruz, tam istedigimiz gibi. O
Kanitin ¢cok ¢ok kolay olmadigi dogru ama is-
te matematik boyle bir sey.

Alistirmalar.

1. f(x) = x2 + 3x — 7 kuraliyla tanimlanmus
R’den R’ye giden f fonksiyonunun siirekli oldugu-
nu kanitlayin.

2. f(x) = x3 kuraliyla tamimlanmis R’den R’ye
giden f fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayin.

Surekli olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim.
Verelim ama 6nce bir noktada siirekli olmamanin
ne demek oldugunu daha yakindan irdeleyelim. Bir
iki sayfa yukarda, f : A — R fonksiyonunun bir
a € A noktasinda siirekli olmasi igin,
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Ve>038>0Vx € A (Ix—al <8 — If(x)-f(a)l < ).
onermesinin dogru olmasi gerektigini soylemistik.
Bu onermenin tam tersini, yani ziddini yazalim.
Bunun i¢in basit mantik kullanacagiz. Yukardaki
onermenin ziddi,
Fe>0V8>03x e A (lx—al <dAlf(x)— fla)l =¢)
onermesidir. Yani bir f : A > R fonksiyonunun
bir a € A noktasinda stirekli olmamast igin oyle bir
¢ > 0 sayisi olmalidir ki, hangi 8 > 0 sayis1 alinirsa
alinsin, |x — al < & esitsizligini saglayan ama
lf(x) - fla)l <e

esitsizligini saglamayan bir x € A noktasi olmalidir.

Orneklerle her seyin daha agik olacagindan kus-
kumuz yok! Belki sosyoloji kitaplari disinda hemen
her kitapta bulunan standart bir 6rnek verelim.

1 eger x>0 ise
0 eger x<0 ise

Ornek 2. f(x)

fonksiyonu siirekli degildir.
y

f, R’den R’ye gider ve grafigi soyledir:

Grafikten de anlagilacag tizere, bu fonksiyon 0
disinda her noktada siireklidir, sadece 0 noktasin-
da streksizdir. Bu soylediklerimizi matematiksel
olarak kanitlayalim.

1. Fonksiyon a = 0 noktasinda stirekli degildir.

(*) kosulunun higbir § > 0 i¢in dogru olmadig:
bir & > 0 bulmak gerekiyor. Bir sonraki sekilden ta-
kip edin. € =1 olsun. Simdi 8 > 0 ne olursa olsun
(daha dogrusu, ne kadar kiigtik olursa olsun), x =
—8/2 alirsak,

lx —al =1-8/2 - 0l = |-8/21 = 8/2 < §

olur ama
If(x) = fla)l = 1f(-8/2) = fO) =10 —1l=121=¢
olur, yani If(x) — f(a)l < ¢ esitsizligi dogru olmaz.

Ayni sonucu € = 1/2, ya da herhangi bir ¢ > 0
alarak da bulabilirdik tabii, yeter ki ¢ < 1 olsun.
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2. Eger a # 0 ise fonksiyon a noktasinda siirek-

lidir.
y
1 ‘__

a—BI x

¢ > 0 verilmis olsun. (*) kosulunun bir & > 0 ta-
rafindan saglandigini gostermemiz gerekiyor. & =
lal/2 olsun. x,

Ix —al <8
kosulunu saglasin. O zaman,
—lall2 =8 <x—-a<8=lal2,
yani
a—lall2 <x <a+lall2
olur. Bundan, eger a < O ise, x < a + lal/2 = a/2 < 0,
vea> 0ise, 0 <a/2 =a—lal/2 < x bulunur. Yani a
ile x’in isaretleri aynidir, biri pozitifse digeri de po-
zitif, biri negatifse digeri de negatif olur. Dolayisiy-
la f(x) = f(a) olur, yani
If(x) — fla)l =0 <¢

olur. Istedigimiz kanitlanmustir.

Bir onceki ornegi hafifce degistirecegiz, fonksi-
yonun kurali ayni olacak ama tanim kiimesi bu se-
fer R yerine R \ {0} olacak.

1 eger x>0 ise
0 eger x<O0 ise

olsun. f fonksiyonu siireklidir.

Ornek 3. f(x)

Y

Kaniti aynen bir 6nceki kanit gibidir, ama ta-
bii @’y1 bu sefer 0 secemeyiz, ¢iinkii fonksiyonun
tanim kiimesi R\ {0’dir. f, R\ {0}’dan R’ye gider.

Simdi ilk bakista sasirtici, ikinci bakigta dogal
gelebilecek bir sonug kanitlayalim.

Ornek 4. Z’den R’ye giden berbangi bir fonk-
siyon siireklidir.

Kanit: f : Z — R herhangi bir fonksiyon olsun.
Burada A = Z’dir. a € Z, herhangi bir tamsay1 ol-
sun. Ve ¢ > 0 verilmis olsun. 8y1 0 < 8 < 1 esitsiz-
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liklerini saglayan herhangi bir say1 olarak segelim,
ornegin 8 = 1/2 olsun. O zaman eger x € Z ise ve x,
Ix —al <3
kosulunu sagliyorsa, x = a olmak zorundadir ¢iin-
kii iki degisik tamsay1 arasindaki fark 1’den kiiciik
olamaz. Demek ki, bu durumda,
If(x)— fla)l =0 <e¢

olur. Istedigimiz bir kez daha kanitlanmustir.

Yukardaki ornekteki fonksiyonu her noktada
surekli kilan, degisik tamsayilar arasindaki mesafe-
nin 1’den kiiciik olamayacagidir. Daha dogrusu, her
tamsaymin belli bir “komgsulugu”nda bir baska
tamsayinin bulunamayacagidir. Bu fikri asagidaki
alistirmada somiirecegiz.

Alistirmalar

1.A={1/n:n e N\{0}} olsun. f: A — R her-
hangi bir fonksiyon olsun. f’nin stirekli oldugunu
kanitlayin.

2. A, yukardaki gibi olsun. B = A U {0} olsun.
f : B— R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin 0’da
strekli olmast i¢in, lim,,_,, f(1/n) = f(0) esitliginin
yeter ve gerekli oldugunu kanitlayimn.

3. A, R’nin ayrik bir altkiimesi olsun, yani her
ae Aigin, (@ —38,a +3) N A = {a} esitligini sagla-
yan bir 8 > 0 olsun. (Burada 8, a’ya gore degisebi-
lir.) A’dan R’ye giden her fonksiyonun siirekli ol-
dugunu kanitlayin.

4. A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € A, A’dan
ayrik bir eleman olsun, yani (a — o, a + a) N A = {a}
esitligini saglayan bir o > 0 olsun. A’dan R’ye giden
her fonksiyonun a’da stirekli oldugunu kanitlayin.

5. f(x) = [x] (= x’in tamkismi, bkz. MD-2007-
I1I, sayfa 26, Teorem 6). f : R — R fonksiyonu
hangi noktalarda surekli degildir?

6. R’nin sonlu bir kiimesinden R’ye giden her
fonksiyonun siirekli oldugunu kanitlayin.

7. R’den Z’ye giden stirekli bir fonksiyonun sa-
bit olmasi gerektigini kanitlayin.

8. f : R = R fonksiyonu surekli olsun ama im-
gesi sonlu olsun. f’nin sabit bir fonksiyon oldugu-
nu kanitlayin.

9%, R’den Q’ya giden her siirekli fonksiyonun
sabit oldugunu kanitlayin.

10*. R’den R’ye giden her siirekli ve birebir
fonksiyonun tersinin de siirekli oldugunu kanitla-

yin.
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Bir bagka klasik ornekle yazimiza devam ede-
lim:

1 eger xeQ ise

0 egerxezQ ise
fonksiyonu R’nin hicbir noktasimda siirekli degil-
dir.

Bu fonksiyon nasil stirekli olsun ki, fonksiyon

Ornek 5. f(x)

zirt pirt 0 ve 1 degerlerini aliyor! Bigimsel kaniti
okura birakiyoruz. Bir ipucu verelim Q ve R\ Q
kumelerinin her ikisi de R’de yogundurlar, yani
boskiime olmayan herhangi bir agik aralikta hem
kesirli hem de kesirli olmayan sayilar vardir.

Kolay (hatta bu asamada biraz fazla kolay)
ama Onemli iki 6rnek geliyor son olarak:

Ornek 6. Sabit bir fonksiyon siireklidir.

Ay

C

> X

Sabit ¢ fonksiyonunun grafigi kesintisizdir,
dolayistyla bu fonksiyon her noktada
siireklidir.
Kanut: f sabit bir fonksiyon olsun. & > 0 ve 6 >
0 ne olursa olsunlar, hep If(x) — f(a)l = 0 < ¢ olur.

Demek ki f sureklidir.

Ornek 7. Ozdeslik fonksiyonu siireklidir.

by
y=x

Ozdeslik fonksiyonu 1dy nin grafigi capraz dogrudur
ve her dogru gibi bu grafik kesintisizdir. Dolayisiyla,
sezgisel bir bakis agistyla, 1dy fonksiyonu her noktada
stirekli olmalidir.

Kanit: Ozdeslik fonksiyonunun Idg(x) = x ku-
raliyla tamimlanmus Idg : R — R fonksiyonu oldu-
gunu animsatiriz. @ € R ve € > 0 verilmig olsun. &
= ¢ > 0 alalim. O zaman Ix — al < 8 kosulunu sag-
layan her a € R igin,

Idg(x) - Idg(@)l = Ix —al <8 = ¢
olur; bu da istedigimizi kanitlar.

Ornek 8. Her ¢ Ricin, x> cxvext c+x
stirekli fonksiyonlardir.
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y=x+c¢

| > X

Kanit: f : R — R fonksiyonu her x € R i¢in
f(x) = x + ¢ formiiliyle tanimlanmig olsun. f’nin
her noktada siirekli oldugunu kanitlayalim. a € R,
herhangi bir gergel say1 olsun. € > 0 olsun. 8 = ¢
alalim. O zaman, |x — al < § ise,

fx) = fla)l=lx+c)—(a+c)l=lx—al<b=¢
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda stirek-
lidir.

Carpmaya ge¢gmeden once ilerde cok onemli
olacak bir noktaya parmak basalim. Genellikle, bu-
lunan § sayisi a ve ¢ sayilarina gore degisir. 8’nin
¢’dan bagimsiz olmasi nerdeyse imkansizdir da yu-
kardaki son ti¢ drnekte oldugu gibi 8, a’dan bagim-
siz olacak bicimde segilebilir. Bu durumda ¢ok giig-
lt bir stireklilik sozkonusudur ve buna diizgiin sii-
reklilik adi verilir. Analizin ¢cok 6nemli bir kavrami
olan diizgun stireklilige ilerde sik sik deginecegiz.

Carpmaya gelelim. ¢ € R olsun. f : R - R
fonksiyonu her x € R icin f(x) = cx formiiliiyle ta-
nimlanmus olsun. f’nin her noktada siirekli oldugu-
nu kanitlayalim. Eger ¢ = 0 ise, sabit 0 fonksiyonu-
nu elde ederiz ve bu fonksiyonun (diizgiin) strekli
oldugunu Ornek 6’dan biliyoruz. Bundan boyle ¢ #
0 varsayimini yapalim. a € R, herhangi bir gergel

say1 olsun. ¢ > 0 olsun. § = ¢&/lcl olsun. O zaman,
eger Ix — al < § ise,

If(x) — fla)l = lex — cal = Icllx —al <1cld = ¢
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda stirek-
lidir. Demek ki bu fonksiyon da stireklidir, tstelik
duizgiin sureklidir.

Bundan sonraki sonuglar matematikte “folk-
lor” olarak nitelendirilir. Yani herkesin bildigi ama
kitaplarda pek yazilmayan sonuglar...

Ornek 9. Siirekli Fonksiyonlar1 Yapistirmak/
Birlestirmek. Iki siirekli fonksiyonu yapistirarak (ya
da birlegtirerek) her zaman siirekli bir fonksiyon el-
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de etmeyiz. Ornegin Ornek 2’deki fonksiyon iki sii-
rekli fonksiyonun birlesimidir (hangileri?) ama elde
edilen fonksiyon siirekli degildir. Ornek 5’te de ayni
sorun vardir. Ote yandan Ornek 3’teki gibi baz1 du-
rumlarda yapistirilarak elde edilen iki surekli fonk-
siyon surekliligi korur:

Teorem 1. a < b ve c <d olsun. f : (a, b) > R
ve g : (¢, d) > R iki siirekli fonksiyon olsun. Ayri-
ca her x € (a, b) M (c, d) icin

flx) = g(x)
esitliginin dogru oldugunu varsayalim, o zaman,

flx)
(fug)(x)={g(x)

kuraliyla tammlanan
fug:(a,b)ul(cd) >R
fonksiyonu siireklidir.

eger x €(a,b) ise

eger x €(c,d) ise

Y4
"/
X
a b >
Y4 / g
x
c d g
71 fug
/
N/
x
a c b d

f U g fonksiyonunun grafigini elde etmek igin,
f ve g fonksiyonlarimin grafiklerini birlestirmek yeterlidir.

Elde edilen f U g fonksiyonunun grafiginin f
ve g fonksiyonlarinin grafiginden nasil elde edilece-
gi yukardaki sekilde gosteriliyor.

Onermenin, Ornek 3’teki gibi, (a, b) N (¢, d) =
& oldugu zaman da dogru olduguna dikkatinizi ge-
keriz. Ornegin b = ¢ oldugunda... Bu dedigimiz, in-
ce ama 6nemli bir ayrintidir.

Ayrica fonksiyonlarin tanim araliklarini kapa-
l1 da alabilirdik, 6nerme gene dogru olurdu. Bunun
ozel bir hali f(b) = g(b) esitligini saglayan

f:(a, bl >Rveg:[b,c) >R
fonksiyonlarinin yapistirilmasiyla elde edilen fonk-
siyondur.
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4 z ‘i

Eger f, (a, b) araligimin her noktasinda siirekliyse

ve g, (b, ¢) araligimn her noktasmda siirekliyse,

o zaman f U g fonksiyonu (a, b) U (b, ¢) kiimesinin

her noktasinda siireklidir. b noktaszz U g fonksiyonunun
tamm kiimesinde olmadigi icin b noktasindaki
siireksizlik intibar aldaticidir.

Ote yandan aym 6nerme Ornek 2’de goriildii-
gu gibi (a, b) ve [b, ¢) araliklari igin yanhstir.

(a, b) ve (c, d) yerine R’nin bambagka altkiime-
lerini alirsak da teorem yanls olur. Bkz. Ornek $.

Algtirma. Teorem 1’i ve daha sonra soylenen-
leri kanitlayin.

Yerellik

Onermenin dogrulugu siirekliligin

I3

‘yerel” bir
kavram olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu “yerel”
kavramimi biraz acalim; analizde ¢cok 6nemlidir.

Bir fonksiyonun belli bir a noktasinda suirekli
olmasi, sadece ve sadece o fonksiyonun a civarin-
daki davranigina gore degisir ve fonksiyonun a’dan
uzakta neler yapugindan bagimsizdir. Asagida-
ki sekil okuru en azindan gorsel olarak doyurmali.

p

Y g

L

[ a
X

Y-

Eger a noktasi civarinda f ve g fonksiyonlar: esitlerse,
o zaman biri a’da siirekliyse, digeri de siireklidir.

Bir sonraki onerme ise bu dedigimizin mate-
matikgesidir.

Teorem2. Xc R, Yc Rvea e XN Y olsun.
f:X->Rg:Y>R

iki fonksiyon olsun. Belli bir o. > 0 icin (a — o, a + o)

< X N Y olsun ve bu aralik iistiinde f = g esitligini,

= g(x) esitligini

varsayalim. O zaman, eder f ve g fonksiyonlarmdan

yani her x € (a —a, a + a) icin f(x)

biri a’da siirekliyse digeri de a’da siireklidir.

Kanit: Verilmis bir € > 0 i¢in bulmamiz gere-
ken &’y1 a’dan kii¢uik se¢mek yeterlidir. Ayrintilart
okura birakiyoruz. O
Alistrma. X c R, Yc Rvea € X N Y olsun.

f+X>Rg:Y>R
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iki fonksiyon olsun. Belli bir a > 0 i¢in
@-o,a+a)NnYcX

olsun ve (@ —a, a + a) N Y tstiinde f = g esitligini,

= g(x) esit-

ligini varsayalim. O zaman, eger f fonksiyonu a’da

yaniherx € (@—o,a+a)NY icin f(x)
sturekliyse g de a’da sureklidir.

Bir sonraki teoremimiz, stirekli bir fonksiyonun
kisitlanmasinin da surekli oldugunu soyleyecek.
Once fonksiyon kisitlamanin ne demek oldugunu
animsatalim. f, bir A kiimesinden bir Y kiimesine
giden bir fonksiyon olsun. B, A’nin bir altkiimesi
olsun. g : B — Y fonksiyonu her b € B igin,

gb) = f(b)

kuraliyla tanimlanmis olsun. Yani g’nin alacag: de-

gerler f fonksiyonu tarafindan belirlenmis olsun.
Bu durumda g fonksiyonuna f’nin kisttlanist adi
verilir ve g = fg yazilir. Duruma gére, kimi zaman
da f’ye g’nin (bir) geniglemesi ad1 verilir.

Teorem3.b e Bc AcRuve f:A— R olsun.
Eger f fonksiyonu b’de siirekliyse fg fonksiyonu
da b’de siireklidir.

Gozdag: Kaniti bundan daha kolay bir teorem
zor bulunur. [

Sureklilik konusunda ilerki yazilarda daha de-
rinlesecegiz. Simdilik siirekliligin olduk¢a basit
ozelliklerinden sozedelim.

1. Sirekliligi, R’nin bir A altkiimesinden R’ye
giden fonksiyonlar i¢in tamimladik. Oysa, tamima
bakilirsa fonksiyonun illa R’ye degil, R’nin bir alt-
kiimesine gitmesi yeterli, nitekim tanimda fonksi-
yonun varig kiimesini hi¢ kullanmadik, tek kullan-
digimiz degerlerin gercel sayilar olmasiydi. Yani A
ve B, R’nin altkiimeleriyse ve f : A — B, A’dan B’ye
giden bir fonksiyonsa, siirekliligi bu f fonksiyonu
icin de tamimlayabiliriz, aynmi tanimi kabul edelim,
olsun bitsin. Bundan boyle siirekliligin R’nin bir
altkiimesinden gene R’nin bir altkiimesine giden
fonksiyonlar i¢in tamimlandigimi kabul edecegiz.

2. Eger f : A — B fonksiyonu bir a € A nokta-
sinda siirekliyse ve f(A) ¢ C < R ise, aymi grafigi
olan ve her x € A i¢in g(x) = f(x) kuraliyla tanim-
lanan g : A — C fonksiyonu da a noktasinda surek-
lidir.

3. Eger f : A — B fonksiyonu bir @ € A nokta-
sinda siirekliyse ve a € C < A ise, her x € C i¢in

(fic)(x)

= f(x) kuraliyla tamimlanan fic: C > B
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fonksiyonu da a noktasinda stireklidir. Bunu bili-
yoruz.
Ote yandan, f : A — B fonksiyonu a € A nok-
tasinda stirekli degilse ve a € C < A ise,
flC :C—>B
fonksiyonu a noktasinda pekala stirekli olabilir. Ni-
tekim f ne olursa olsun, C = {a} ise f|c fonksiyonu
@’da sureklidir! (Bkz. Sayfa 22, Alistirma 6.) Biraz
daha sofistike bir 6rnek verelim: f, Ornek 2’deki
fonksiyon olsun A = R, a = 0 ve
C = (—o0, =1) U [0, o)
olsun, ya da
C = [0, )
olsun. Bu durumda f fonksiyonu 0’da siireklidir.
4. f : A — B bir fonksiyon olsun.
C={a e A:f,ada sirekli}
olsun. O zaman f fonksiyonu stireklidir.

Alistirmalar

1. f(x) = x2 kuraliyla tanimlanan f : Q —» R
fonksiyonunun siirekli oldugunu a) Tanima bagvu-
rarak, b) Bu yazidaki sonuglarla kanitlayin.

2. f,(0,1) U (2, 3) kiimesinden R’ye giden ve
x kuraliyla tanimlanan fonksiyon olsun.

flx)

f’nin grafigini ¢izin. f’nin sirekli oldugunu kanit-

layin.
3. f, (0, 2) araligindan R’ye giden, (0, 1) arali-
g1 tizerinde f(x) = x ve [1, 2) aralig1 tzerinde f(x)
= x2 kuralyla tamimlanan fonksiyon olsun. f’nin
grafigini ¢izin. f’nin siirekli oldugunu kanitlayin.
4.7 € R olsun. f : Q — R fonksiyonu,

1 egerx>rise
=1,

)
olarak tanimlansin. Hangi » € R sayilari igin f si-
reklidir?

5. f: R - R olsun ve her x i¢in f(x) = f(-x)
olsun. Eger f, a’da surekliyse, —a’da da stirekli ol-

eger x < r ise

dugunu kanitlayin. Bundan f, a’da stirekli degilse
—a’da da stirekli olamayacagini ¢ikarin. Ayni seyi
f(==x)
de yapin.

= —f(x) esitligini saglayan bir fonksiyon icin

6. Her x € Rigin 0 < f(x) < Ix| esitsizligini sag-
layan bir fonksiyonun 0’da siirekli oldugunu kanit-
layin.

7a. Eger p ve q birbirine asal iki tamsayiysa,
f(p/q) = Ipl + lgl olsun. Bu kuralla tanimlanmisg
olan f : Q — N fonksiyonunun hicbir noktada su-
rekli olmadigini kanitlayimn.
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7b. g : Q — Q fonksiyonu, g(x) = 1/f(x) kura-
liyla tanimlansin. g fonksiyonun stirekli olmadigi-
n1 kanitlayin.

8. a € V < R’nin bir altkiimesi olsun. Eger

aelcV

kosulunu saglayan acik bir I arahigi varsa V’ye
a’nin komsulugu adi verilir.

Simdi f : R — R herhangi bir fonksiyon olsun.
f’nin a’da siirekli olmast icin,

flaymn ber V komsulugu icin, f~1(V) kii-

mesi a’min bir komsulugudur
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

9. A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € A olsun.
A’nin, bir ¢ > 0 icin,

An(a—¢,a+¢g)

altkiimesini iceren V altkiimelerine @’nin A’da
komgsulugu adi verilir. Demek ki a’'nin A’da kom-
sulugu, a’nin (bir 6nceki soruda tanimlanan) bir
komsuluguyla A’nin kesisimidir.

Simdi f : A — R herhangi bir fonksiyon olsun.
f’nin a’da siirekli olmas: icin,

flaymn R°de her V komsulugu icin, f~1(V)

kiimesi a’mn A’da bir komsulugudur
kogulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin. ¢

Cesit Cesit Siireklilik

Verdigimiz sureklilik tanimi Cauchy’nin ol-
dugu igin bazen surekli yerine Cauchy-siirekli
denir. Surekliligin bagka adlarla anilan bagka ta-
mimlari vardir; 6rnegin Heine-siireklilik. Heine-
stirekli bir fonksiyon yakinsak bir diziyi yakin-
sak bir diziye gotiriir. Bu iki kavram arasinda
bir fark olmadigini gorecegiz.

Kullanilan bir bagka Cauchy strekliligi kav-
rami daha vardir: Cauchy dizilerini Cauchy dizi-
lerine gotiiren bir fonksiyona da bazen Cauchy
stirekli denir. Eger X # R ise, surekli fonksiyon-
lar Cauchy-siirekli olmayabilirler. Ornegin say-
fa 21, Ornek 2’deki fonksiyon siireklidir ama
Cauchy-siirekli degildir. Ote yandan X = R ise
Cauchy-suirekli bir fonksiyon siirekli olmak zo-
rundadir. Ilerde kanitlayacagimiz bu sonucu
simdilik okura aligtirma olarak birakiyoruz.




