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endisinden kiicik bolenlerinin toplamina
I<e§it olan bir sayiya miikemmel say: denir.
6’nin bolenleri 1, 2, 3 ve 6’dir ve
1+2+3=6
esitligi gegerlidir. 28 de mikemmel bir sayidir:
1+2+4+7+14=28.
Miikemmel say1 bulmak pek o kadar kolay de-

Ornegin, 6 miitkemmel bir sayidir, ciinkii

gildir. Iste 6 ve 28’den sonraki ilk mitkemmel say1:
496 =1+2+4+8+16 +31 +62 + 124 + 248.

Bundan sonraki mitkemmel say1 da 8128°dir.

MO 300’lerde yasamis olan Oklid Elemanlar
adli meghur eserinde mitkemmel sayilardan sozet-
mistir. Ama o, kendisinden 6nce gelenler gibi mii-
kemmel sayilara mistik anlamlar yiiklememis, ko-
nuyu sadece matematiksel olarak ele almistir.

Eski Yunanllar yukardaki 4 mitkemmel sayi
disinda mitkemmel say1 bilmiyorlardi. Ama gene
de mitkemmel sayilar hakkinda bir teorem kanitla-
may1 basarmiglardir:

Teorem 1 [Oklid]. Eger 2k — 1 bir asalsa, o za-
man 25k-1(2k — 1) sayis: miikemmeldir.

Teoremi birazdan kanitlayacagiz, ama once
uygulayalhm. Kiigiik k sayilar1 i¢in 2% — 1 sayilari-
ni1 teker teker hesaplayalim. Bakalim hangileri asal
ve bu k sayilar1 hangi 2k-1(2k — 1) mitkemmel sa-
yliy1 veriyor?

k| 2k-1 asal? | 2812k 1)

1 1 degil

2 3 asal 6

3 7 asal 28

4 | 15 degil

N 31 asal 16x31 = 496

6 | 63 degil

7 127 asal 64x127 = 8128

Giriste verdigimiz 4 mitkemmel sayiy1 bulduk.
Bundan sonraki k = 8, 9, 10 degerleri igin 2k — 1
sayist asal ¢ikmaz, ¢linkii:

Onsav 2. Eger k asal degilse 2k — 1 asal olamaz.
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ukemmel Sayilar

Halime Yanar

Kanit: a > 1 ve b > 1 icin k = ab yazalim. k asal
olmadigindan bu o6zellikte a ve b sayilar1 vardir.

x = 22 olsun ve kiigiik bir hesap yapalim:

2k_1=2ab_1=(2a)b-1=xb_1.
Ama xb — 1 biciminde yazilan sayilar x —1’e
bolintrler:
xb—1=(x=1)(xb-1 +xb-2 4 - 4+ x + 1).

Demek ki 2k — 1, x — 1’%¢ boliniir ve asal olamaz.
Kanitimiz bitmistir. []

Dolayisiyla, 2% — 1’in asal olmast igin k’nin asal
olmas: gerekmektedir. Asal bir k icin 2% — 1 bigi-
minde yazilan asal sayilara Mersenne asallar: de-
nir. Peki, k asalsa,

My =2k-1

olarak tanimlanan say1 da asal midir? Ilk Mersen-
ne sayilarina yukarda bakmigtik:

M, = 3,
M; =7,
Mj = 31,
M, = 127.

Bunlarin her biri asal. Ama bundan sonraki ilk
Mersenne sayist olan My asal degildir:
My, = 23 x 89.

Hangi k asallar icin My, asaldir? Yanit bilin-
miyor. Hatta Mersenne asallarinin sonlu mu son-
suz mu oldugu bile bilinmiyor. Mitkemmel sayila-
rin da sayis1 bilinmiyor.

Euler, 1772°de, birlikte buiyudikleri arkadags
Daniel Bernoulli’ye M3; = 231 — 1 sayisinin asal
oldugunu gosterdigini yazar. Nitekim 6yledir de.
Boylece, Teorem 1’e gore yeni bir mitkemmel say1
daha elde ederiz:

230231 — 1) = 2.305.843.008.139.952.128.
Euler zamaninda M3;’ten daha biiyiik bir Mersen-
ne asalini kimsenin bulamayacag sanilirdi. Dogal
olarak... Her ne kadar mekanik hesap makinalari
baz1 ortamlarda ortalarda dolassa da, elektronik
aygitlardan ve bu tiir aygitlarin olasiligindan biha-
berdir insanoglu. 1998°’de Mj p1 377 sayisinin
asal oldugu anlagilmigtir. O giin bu giin, daha bir-
¢ok Mersenne asali kesfedilmistir. Konumuz bu
degil ama. Bu konuyu kapatip Teorem 1’°i kanitla-
yalim.
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Teorem 1’in Kanitr: N = 2k-1(2k — 1) olsun.
2k — 1 asali yerine p yazalim. Demek ki N = 2k-1p,
N’nin tiim bolenlerini bulmak kolay:

1,2,22, .., 2k2 2k
ve bunlarin p ile ¢arpimlari:

Dy 2D, oy 2R2p, 2k1p,
N’ye esit olan en sonuncusu disinda N’nin bu bo-
lenlerini toplayalim:

1424 +2k1 4 p s 2p 4 42k 2p

(1424420 4 p(1 42+ -+ 2k2)
= (k= 1)+ pkT = 1) = p + p(2k-1 — 1)
= pzk—l =N. O

Oklid’in teoreminin verdigi miitkemmel sayila-
rin hepsi ¢ifttir. Bugtine kadar kimse tek say1 olan
bir mitkemmel say1 bulamamustir, ki 10300°e kadar
olan tim tek sayilar teker teker denenmistir. Euler
bir makalesinde tek bir mitkemmel sayinin varhigi-
nin (ya da yoklugunun) ¢ok zor bir soru oldugunu
sOylemistir. Euler bir soru i¢in zor demisgse o soru
mutlaka ¢ok ¢ok zordur.

17’nci yuizyilin ortalarina kadar mukemmel
asallar hakkinda Oklid’in yaptigindan fazlasi bilin-
miyordu. Descartes (1596-1650), 15 Kasim
1638’de Mersenne’e yazdigi bir mektupta her cift
miikemmel sayinin aynen Oklid’in teoreminde soy-
ledigi gibi oldugunu yazar. Descartes bunu kanitla-
mis midir, yoksa sadece bir kanisini mu dile getir-
mektedir, herhalde hi¢ bilemeyecegiz.

Descartes’in soyledigi dogruydu ama. Her cift
miikemmel say1, aynen Oklid’in teoremindeki gibi-
dir. Euler kanitlamistir bunu. Birazdan Euler’in ka-
nitint verecegiz.

Euler, konu tizerinde dusuniirken dost sayilar:
tanimlamugtir. Birinin digerinin kendinden kugiik
bolenlerinin toplami oldugu sayilara dost sayilar
denir. Dost sayilar da oldukga enderdir. 1lk dost sa-
yilar 220 ve 294’ttr: 220’nin 220’den kiiciik bolen-
leri 1,2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 ve 110°dur ve
bunlarin toplami 284°tiir. Ote yandan 284’iin ken-
dinden kigiik bolenleri, 1, 2, 4, 71, 142°dir ve top-
lamlar1 220’dir. Mikemmel sayilar aslinda kendi
kendisiyle dost olan sayilardir.

Euler, konuyu ¢alisirken o(7) diye bir fonksi-
yon tamimlamistir. o(n), #’nin tim bdlenlerinin
toplamuidir. Ornegin,

66)=1+2+3+6=12,
o(12)=1+2+3+4+6+12=28
dir. Bir sayinin mitkemmel olmas icin, yeter ve ge-
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rek kosul o(n) = 27 esitligidir. Kolayca goriilecegi
lzere, m ve n sayilarinin dost olmasi igin yeter ve
gerek kosul,

o(n) =m + n = o(m)
esitligidir. Bir 7 sayisinin asal olmasi icin yeter ve
gerek kogul da o(n) = 1 + n esitligidir.

Eger p bir asalsa,

k+1
p -1
o(p p-1

dir. Ayrica eger n ve m aralarinda asalsa,

o(nm) =Zd|nmd = Zeln,flmef
- (Zelne)(zqufj = c(n)o(m)

olur. Boylece, eger bir sayiy1 asallarina ayirabilir-

k)

=1+p+...+pk=

sek, o saymin ¢’sini da bulabiliriz. Ornegin,
5(144) =5(2* 3% =6 (2*)5(3%)

251 331 26
~ 32522 _ 416,
21 3.1 03P 6

Simdi Euler’in teoremine gelelim:

Teorem 3. [Euler] Eger N cift bir miikemmel

sayrysa, o zaman, bir k icin, 2k — 1 asal olur ve
N = 2k-1(2k — 1)
olur.

Kanit: N c¢ift ve mitkemmel olsun. Tek bir b sa-
yist i¢in N’yi N = 2k-1p olarak yazalim. N cift oldu-
gundan k > 1 olmalidir. N mitkemmel oldugundan,

o(N) = 2N = 2(2k-1p) = 2kb
olur. Ote yandan 2k-1 ve b aralarinda asal oldu-
gundan,
o(N) = 6(2k-1b) = 6(2k1)5(b) = (2k — 1)o(b)
olur. Bu ikisini esitlersek
2kb = (2k — 1)c(b)
buluruz. Demek ki 2%, 5(b)’yi boler. Bu sayiya ¢ di-

yelim:

o(b) = c2k. (1)
Bundan da

b=c2k-1) (2)
cikar.

Oniimiizde iki sik var: Ya ¢ =1yadac> 1.

Birinci Sik: ¢ > 1 ise.

(2)’den dolayn, 1, ¢, b ve 2k — 1 sayilari b’nin bo-
lenleridir. Ayrica bunlarin birbirinden farkli olduk-
larin1 iddia ediyoruz. Olasi tek esitlik ¢ ile 2k — 1 sa-
yilart arasinda olabilir. (Digerlerinin birbirine esit
olamayacaklar ¢ok belli.) Diyelim ¢ = 2k — 1. O
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zaman,
b=c2k-1)=¢2
olur ve 1, ¢ ve ¢2 sayilar1 b’nin birbirinden degisik
bolenleridir. Demek ki,
ob) =1+ c+ 2
Ote yandan,
o(b) = 2k = ¢[(2k = 1) + 1] = ¢c(c + 1).
Bu ikisi bir geliski verir. Demek ki 1, ¢, b ve 2k — 1
sayilar1 b’nin birbirinden degisik bolenleridir. Do-
layisiyla (1) ve (2)’yi kullanarak,
2k =cb)>21+c+b+(2k-1)
=c+b+2k=c+c(2k-1)+2k
= c2k + 2k = 2k(c + 1) > 2k¢
elde ederiz, ki bu da bir ¢eligkidir.
Ikinci Sik: ¢ = 1 ise.
O zaman, (1) ve (2)’yi
o(b) = 2k, (1)
b=2k_1 2)
denklemlerine dontstir. Bu da istedigimizin yarisi-
n1 verir: N = 2k-1p = 2k-1(2k — 1), Sadece 2% — 1 sa-
yisinin bir asal oldugunu kanitlamak kaldi:
ob)=2k=(2k-1)+1=b+1,
yani o(b) = b + 1, ki bu da b asal demektir, yani,
b=2k-1
asaldir. [

Her ne kadar bugiine kadar tek olan bir mi-
kemmel sayr bulunamamigsa da, muhtemel tek
mitkemmel sayilarin bazi 6zellikleri biliniyor. Or-
negin:

Teorem 4. [Sylvester, 1888] Tek say: olan bir
miikemmel sayi en az ti¢ degisik asala boliinmelidir.
Kanit: N, tek bir mitkemmel say1 olsun. De-
mek ki o(N) = 2N. Once N’nin sadece bir tek asal

saylya bolinemeyecegini kanitlayalim. Aksini var-
sayalim: Bir p asali icin N = pk olsun. O zaman,
k+1
-1

ko _ kD
2p% =2N =c(N) =6(p°) = =

olur. Paydalan esitleyerek,
20K(p = 1) = phr1 -1
buluruz. Sadelestirirsek de,
P2 -p)=1

buluruz. Buradan pk = 1 ¢ikar ki bu bir ¢eliskidir.

Simdi de N’nin sadece p ve g asallarina bolin-
diugini varsayalim. N = p7g$ olsun. p < g varsayi-
munt yapalim. N tek oldugundan, 3 <p ve 5§ < q ol-
mali. Hesaplayalim:

2N = 6(N) = o(p"q) = 5(p")o(q9),

yani,
IN=(1+p+p?2+ - +p)(1+qg+g>+ -
Her iki tarafi da N’ye bolersek,

1 1 1 1 1 1
2=(1+—+—2+---+—][1+—+—2+---+—]
p r N

+ q%).

p p 1 q q
r+1 r+1
™ 1-ug™t 1
1-1/p 1-1/¢g 1-1/p 1-1/q
< 1 X 1 =§x§=§<2
1-1/3 1-1/5 2 4 8
elde ederiz. Celigki. [

Bugiin bu teoremden ¢ok daha fazlasi bilini-
yor. Tek olan bir mitkemmel sayinin en az 8 asal
boleni olmalidir. Ayrica boyle bir sayinin 105%e bo-
linemeyecegi ve ikinci en buyiik asal ¢arpaninin
1000’den buyiik olmasi gerektigi biliniyor. #
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