
K
endisinden küçük bölenlerinin toplam›na

eflit olan bir say›ya ������������denir.

Örne¤in, 6 mükemmel bir say›d›r, çünkü

6’n›n bölenleri 1, 2, 3 ve 6’d›r ve 

1 + 2 + 3 = 6

eflitli¤i geçerlidir. 28 de mükemmel bir say›d›r:

1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28.

Mükemmel say› bulmak pek o kadar kolay de-

¤ildir. ‹flte 6 ve 28’den sonraki ilk mükemmel say›:

496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248. 

Bundan sonraki mükemmel say› da 8128’dir.

MÖ 300’lerde yaflam›fl olan Öklid Elemanlar
adl› meflhur eserinde mükemmel say›lardan sözet-

mifltir. Ama o, kendisinden önce gelenler gibi mü-

kemmel say›lara mistik anlamlar yüklememifl, ko-

nuyu sadece matematiksel olarak ele alm›flt›r.

Eski Yunanl›lar yukardaki 4 mükemmel say›

d›fl›nda mükemmel say› bilmiyorlard›. Ama gene

de mükemmel say›lar hakk›nda bir teorem kan›tla-

may› baflarm›fllard›r:

Teorem 1 [Öklid]. E¤er 2k  1 bir asalsa, o za-

man 2k 1(2k  1) say›s› mükemmeldir.

Teoremi birazdan kan›tlayaca¤›z, ama önce

uygulayal›m. Küçük k say›lar› için 2k  1 say›lar›-

n› teker teker hesaplayal›m. Bakal›m hangileri asal

ve bu k say›lar› hangi 2k 1(2k  1) mükemmel sa-

y›y› veriyor?

Giriflte verdi¤imiz 4 mükemmel say›y› bulduk.

Bundan sonraki k = 8, 9, 10 de¤erleri için 2k  1

say›s› asal ç›kmaz, çünkü:

Önsav 2. E¤er k asal de¤ilse 2k – 1 asal olamaz.

Kan›t: a > 1 ve b > 1 için k = ab yazal›m. k asal

olmad›¤›ndan bu özellikte a ve b say›lar› vard›r. 

x = 2a olsun ve küçük bir hesap yapal›m: 

2k – 1 = 2ab – 1 = (2a)b – 1 = xb – 1. 

Ama xb – 1 biçiminde yaz›lan say›lar x –1’e
bölünürler:

xb – 1 = (x – 1)(xb–1 + xb–2 +  + x + 1).
Demek ki 2k – 1, x – 1’e bölünür ve asal olamaz.

Kan›t›m›z bitmifltir. n

Dolay›s›yla, 2k – 1’in asal olmas› için k’n›n asal

olmas› gerekmektedir. Asal bir k için 2k – 1 biçi-

minde yaz›lan asal say›lara Mersenne asallar› de-

nir. Peki, k asalsa,

Mk = 2k – 1

olarak tan›mlanan say› da asal m›d›r? ‹lk Mersen-

ne say›lar›na yukarda bakm›flt›k:

M2 = 3,

M3 = 7,

M5 = 31,

M7 = 127.

Bunlar›n her biri asal. Ama bundan sonraki ilk

Mersenne say›s› olan M11 asal de¤ildir: 

M11 = 23 ! 89.

Hangi k asallar› için Mk asald›r? Yan›t bilin-

miyor. Hatta Mersenne asallar›n›n sonlu mu son-

suz mu oldu¤u bile bilinmiyor. Mükemmel say›la-

r›n da say›s› bilinmiyor.

Euler, 1772’de, birlikte büyüdükleri arkadafl›

Daniel Bernoulli’ye M31 = 231  1 say›s›n›n asal

oldu¤unu gösterdi¤ini yazar. Nitekim öyledir de.

Böylece, Teorem 1’e göre yeni bir mükemmel say›

daha elde ederiz:

230(231  1) = 2.305.843.008.139.952.128.

Euler zaman›nda M31’ten daha büyük bir Mersen-

ne asal›n› kimsenin bulamayaca¤› san›l›rd›. Do¤al

olarak... Her ne kadar mekanik hesap makinalar›

baz› ortamlarda ortalarda dolaflsa da, elektronik

ayg›tlardan ve bu tür ayg›tlar›n olas›l›¤›ndan biha-

berdir insano¤lu. 1998’de M3.021.377 say›s›n›n

asal oldu¤u anlafl›lm›flt›r. O gün bu gün, daha bir-

çok Mersenne asal› keflfedilmifltir. Konumuz bu

de¤il ama. Bu konuyu kapat›p Teorem 1’i kan›tla-

yal›m.
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Mükemmel Say›lar
Halime Yanar

k 2k   1 asal? 2k 1(2k   1)

1 1 de¤il

2 3 asal 6

3 7 asal 28

4 15 de¤il

5 31 asal 16!31 = 496

6 63 de¤il

7 127 asal 64!127 = 8128



Teorem 1’in Kan›t›: N = 2k 1(2k  1) olsun. 

2k  1 asal› yerine p yazal›m. Demek ki N = 2k 1p.

N’nin tüm bölenlerini bulmak kolay:

1, 2, 22, ..., 2k 2, 2k 1

ve bunlar›n p ile çarp›mlar›:

p, 2p, ..., 2k 2p, 2k 1p.

N ’ye eflit olan en sonuncusu d›fl›nda N ’nin bu bö-

lenlerini toplayal›m:

1 + 2 +  + 2k 1 + p + 2p +  + 2k 2p

= (1 + 2 +  + 2k 1) + p(1 + 2 +  + 2k 2)

= (2k  "1) + p(2k 1  "1) = p + p(2k 1  "1)

= p2k 1 = N. n

Öklid’in teoreminin verdi¤i mükemmel say›la-

r›n hepsi çifttir. Bugüne kadar kimse tek say› olan

bir mükemmel say› bulamam›flt›r, ki 10300’e kadar

olan tüm tek say›lar teker teker denenmifltir. Euler

bir makalesinde tek bir mükemmel say›n›n varl›¤›-

n›n (ya da yoklu¤unun) çok zor bir soru oldu¤unu

söylemifltir. Euler bir soru için zor demiflse o soru

mutlaka çok çok zordur.

17’nci yüzy›l›n ortalar›na kadar mükemmel

asallar hakk›nda Öklid’in yapt›¤›ndan fazlas› bilin-

miyordu. Descartes (1596-1650), 15 Kas›m

1638’de Mersenne’e yazd›¤› bir mektupta her çift

mükemmel say›n›n aynen Öklid’in teoreminde söy-

ledi¤i gibi oldu¤unu yazar. Descartes bunu kan›tla-

m›fl m›d›r, yoksa sadece bir kan›s›n› m› dile getir-

mektedir, herhalde hiç bilemeyece¤iz.

Descartes’›n söyledi¤i do¤ruydu ama. Her çift

mükemmel say›, aynen Öklid’in teoremindeki gibi-

dir. Euler kan›tlam›flt›r bunu. Birazdan Euler’in ka-

n›t›n› verece¤iz.

Euler, konu üzerinde düflünürken dost say›lar›

tan›mlam›flt›r. Birinin di¤erinin kendinden küçük

bölenlerinin toplam› oldu¤u say›lara dost say›lar

denir. Dost say›lar da oldukça enderdir. ‹lk dost sa-

y›lar 220 ve 294’tür: 220’nin 220’den küçük bölen-

leri 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 ve 110’dur ve

bunlar›n toplam› 284’tür. Öte yandan 284’ün ken-

dinden küçük bölenleri, 1, 2, 4, 71, 142’dir ve top-

lamlar› 220’dir. Mükemmel say›lar asl›nda kendi

kendisiyle dost olan say›lard›r.

Euler, konuyu çal›fl›rken #(n) diye bir fonksi-

yon tan›mlam›flt›r. #(n), n’nin tüm bölenlerinin

toplam›d›r. Örne¤in,

#(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12,

#(12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28

dir. Bir say›n›n mükemmel olmas› için, yeter ve ge-

rek koflul #(n) = 2n eflitli¤idir. Kolayca görülece¤i

üzere, m ve n say›lar›n›n dost olmas› için yeter ve

gerek koflul,

#(n) = m + n = #(m)

eflitli¤idir. Bir n say›s›n›n asal olmas› için yeter ve

gerek koflul da #(n) = 1 + n eflitli¤idir.

E¤er p bir asalsa,

dir. Ayr›ca e¤er n ve m aralar›nda asalsa,

olur. Böylece, e¤er bir say›y› asallar›na ay›rabilir-

sek, o say›n›n #’s›n› da bulabiliriz. Örne¤in,

fiimdi Euler’in teoremine gelelim:

Teorem 3. [Euler] E¤er N çift bir mükemmel

say›ysa, o zaman, bir k için, 2k  1 asal olur ve

N = 2k 1(2k  1) 

olur.

Kan›t: N çift ve mükemmel olsun. Tek bir b sa-

y›s› için N’yi N = 2k 1b olarak yazal›m. N çift oldu-

¤undan k > 1 olmal›d›r. N mükemmel oldu¤undan,

#(N) = 2N = 2(2k 1b) = 2kb

olur. Öte yandan 2k 1 ve b aralar›nda asal oldu-

¤undan,

#(N) = #(2k 1b) = #(2k 1)#(b) = (2k  1)#(b)

olur. Bu ikisini eflitlersek

2kb = (2k  1)#(b)

buluruz. Demek ki 2k, #(b)’yi böler. Bu say›ya c di-

yelim:

#(b) = c2k. (1)

Bundan da

b = c(2k  1) (2)

ç›kar. 

Önümüzde iki fl›k var: Ya c = 1 ya da c > 1.

Birinci fi›k: c > 1 ise.

(2)’den dolay›, 1, c, b ve 2k  1 say›lar› b’nin bö-

lenleridir. Ayr›ca bunlar›n birbirinden farkl› olduk-

lar›n› iddia ediyoruz. Olas› tek eflitlik c ile 2k  1 sa-

y›lar› aras›nda olabilir. (Di¤erlerinin birbirine eflit

olamayacaklar› çok belli.) Diyelim c = 2k  1. O
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zaman, 

b = c(2k  1) = c2

olur ve 1, c ve c2 say›lar› b’nin birbirinden de¤iflik

bölenleridir. Demek ki,

#(b) ≥ 1 + c + c2.

Öte yandan,

#(b) = c2k = c[(2k  1) + 1] = c(c + 1).

Bu ikisi bir çeliflki verir. Demek ki 1, c, b ve 2k  1

say›lar› b’nin birbirinden de¤iflik bölenleridir. Do-

lay›s›yla (1) ve (2)’yi kullanarak,

c2k = #(b) ≥ 1 + c + b + (2k  1) 

= c + b + 2k = c + c(2k  1) + 2k

= c2k + 2k = 2k(c + 1) > 2kc

elde ederiz, ki bu da bir çeliflkidir.

‹kinci fi›k: c = 1 ise.

O zaman, (1) ve (2)’yi

#(b) = 2k. (1)

b = 2k  1 (2)

denklemlerine dönüflür. Bu da istedi¤imizin yar›s›-

n› verir: N = 2k 1b = 2k 1(2k  1). Sadece 2k  1 sa-

y›s›n›n bir asal oldu¤unu kan›tlamak kald›:

#(b) = 2k = (2k  1) + 1 = b + 1,

yani #(b) = b + 1, ki bu da b asal demektir, yani,

b = 2k  1

asald›r. n

Her ne kadar bugüne kadar tek olan bir mü-

kemmel say› bulunamam›flsa da, muhtemel tek

mükemmel say›lar›n baz› özellikleri biliniyor. Ör-

ne¤in:

Teorem 4. [Sylvester, 1888] Tek say› olan bir

mükemmel say› en az üç de¤iflik asala bölünmelidir.

Kan›t: N, tek bir mükemmel say› olsun. De-

mek ki #(N) = 2N. Önce N’nin sadece bir tek asal

say›ya bölünemeyece¤ini kan›tlayal›m. Aksini var-

sayal›m: Bir p asal› için N = pk olsun. O zaman,

olur. Paydalar› eflitleyerek,

2pk(p  1) = pk+1  1

buluruz. Sadelefltirirsek de,

pk(2  p) = 1

buluruz. Buradan pk = 1 ç›kar ki bu bir çeliflkidir.

fiimdi de N ’nin sadece p ve q asallar›na bölün-

dü¤ünü varsayal›m. N = prq s olsun. p < q varsay›-

m›n› yapal›m. N tek oldu¤undan, 3 ≤ p ve 5 ≤ q ol-

mal›. Hesaplayal›m:

2N = #(N) = #(prq s) = #(pr)#(q s),

yani,

2N = (1 + p + p2 +  + pr)(1 + q + q2 +  + qs).

Her iki taraf› da N ’ye bölersek,

elde ederiz. Çeliflki. n

Bugün bu teoremden çok daha fazlas› bilini-

yor. Tek olan bir mükemmel say›n›n en az 8 asal

böleni olmal›d›r. Ayr›ca böyle bir say›n›n 105’e bö-

lünemeyece¤i ve ikinci en büyük asal çarpan›n›n

1000’den büyük olmas› gerekti¤i biliniyor. «
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