
Problem [25’inci Uluslararas› Matematik
Olimpiyatlar›, 1984/2]: Öyle a ve b do¤al say›lar›

bulun ki hem 

ab(a + b)  0 mod 7 

hem de 

(a + b)7  !a7  b7 "!0 mod 77

olsun.

‹lk Ad›m: 
�
’nin 1 Oldu¤unu Varsayabiliriz.

Kan›t: Nitekim, ab(a + b)  0 mod 7 varsay›-

m›ndan dolay›, b say›s› 7’ye bölünmez, dolay›s›yla b

ile 77 aralar›nda asald›r, yani b say›s› modülo 77 ter-

sinirdir. Böylece, denkli¤i b’nin modülo 77 tersiyle

çarparak b’nin 1’e eflit oldu¤unu varsayabiliriz.

Bunu daha ayr›nt›l› gösterelim: x say›s›,

bx "!1 mod 77

denkli¤ini sa¤las›n. O zaman bx "!1 mod 7 denkli-

¤i de sa¤lan›r. (a + b)7  !a7  b7 "!0 mod 77 denk-

li¤inin her iki taraf›n› da x7 ile çarparak, 

(ax + 1)7  !#ax)7  1 "!0 mod 77

denkli¤ini ve c = ax tan›m›n› yaparak

(c + 1)7  !c7  1 "!0 mod 77

denkli¤ini elde ederiz. ab(a + b)  0 mod 7 denk-

sizli¤ini de x3 ile çarparsak,

0  ab(a + b)x3 = (ax)(bx)(ax + bx)

" c(c + 1) mod 7 

elde ederiz. Demek ki,

c (c + 1)  0 mod 7,

(c + 1)7  !c7  1 "!0 mod 77 (*)

sistemini çözmeliyiz. n

‹kinci Ad›m: (*) Denkli¤ini Sadelefltirme.
(c + 1)7 terimini açarak (*) denkli¤ini sadelefl-

tirelim:

7c6 + 21c5 + 35c4 + 35c3 + 21c2 + 7c "!0 mod 77.

Her taraf› 7’ye bölerek,

c6 + 3c5 + 5c4 + 5c3 + 3c2 + c "!0 mod 76

elde ederiz. Ama c say›s› modülo 76 tersinirdir.

Dolay›s›yla bir adet c de sadeleflir:

c5 + 3c4 + 5c3 + 5c2 + 3c + 1 "!0 mod 76.

Dikkat ederseniz, c =  1, bu denkli¤in bir çözümü,

hatta c =  1, sadece denkli¤in de¤il,

c5 + 3c4 + 5c3 + 5c2 + 3c + 1 = 0

eflitli¤inin de bir çözümü, ama bu çözüm 

c (c + 1)  0 mod 7 

koflulu taraf›ndan yasaklanm›fl. Gene de bu bilgi-

den yararlanabiliriz:  1 say›s› 

X5 + 3X4 + 5X3 + 5X2 + 3X + 1 

polinomununun bir kökü oldu¤undan X + 1 poli-

nomu, X5 + 3X4 + 5X3 + 5X2 + 3X + 1 polinomu-

nunun bir çarpan›d›r:

Demek ki,

X5 + 3X4 + 5X3 + 5X2 + 3X + 1 

= (X4 + 2X3 + 3X2 + 2X + 1)(X + 1)

Dolay›s›yla

c5 + 3c4 + 5c3 + 5c2 + 3c + 1 

= (c4 + 2c3 + 3c2 + 2c + 1)(c + 1),

yani,

c4 + 2c3 + 3c2 + 2c + 1 "!0 mod 76. 

Ama,

c4 + 2c3 + 3c2 + 2c + 1 = (c2 + c + 1)2.

Demek ki,

c2 + c + 1 "!0 mod 73 (**)

denkli¤ini çözmek gerekli ve ayn› zamanda yeterli. 

Üçüncü Ad›m. (**) Denkli¤ini Çözmek. 
Birinci Çözüm. Önce c  1’in modülo 7 ve 73

tersinir oldu¤unu gözlemleyelim. Nitekim öyle ol-

masayd›, 7, c  1’i bölerdi ve (**) denkli¤inden do-

lay›

3 " c2 + c + 1 "!0 mod 7

olurdu. Demek ki, c  1 mod 7 koflulunu sürekli

akl›m›zda tutarak, (**) denkli¤ini c  1 ile çarpa-

biliriz:

c3  1 = (c  1)(c2 + c + 1) "!0 mod 73,

yani 

c  1 mod 7,

c3 "!1 mod 73

sistemini çözmemiz gerekti¤ini anlar›z. Ama Euler
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X5 + 3X4 + 5X3 + 5X2 + 3X + 1 X + 1

X4 + 2X3 + 3X2 + 2X + 1X5 + X4

2X4 + 5X3

2X4 + 2X3

3X3 + 5X2

3X3 + 3X2

2X2 + 3X
2X2 + 2X

X + 1
X + 1

0



teoremine göre, her 7’ye asal her x için,

ve

$(73) = 73  72 = 343  49 = 294 = 98%3.

Yani 7’ye asal her x için,

(x98)3 " 1 mod 73.

fiimdi, 7’ye asal herhangi bir x için,c’yi x98 alabili-

riz, yeter ki x98  1 mod 7 olsun. Fermat Teore-

mi’nden dolay›,

x6 " 1 mod 7.

Demek ki, 

x4 " x6%14 + 4 " x98  1 mod 7 

olmal›. E¤er x = 2 al›rsak,

x4 = 24 = 16  " 2  1 mod 7 

olur ve sorun kalmaz. Demek ki, c = 298 say›s› (**)

ve (*) sistemlerinin bir çözümüdür.

Sonuç olarak a = 298, b = 1 sorunun yan›t›d›r.

Modülo 73 = 343 çal›flt›¤›m›z için 298 çözümü-

nü daha da küçültebiliriz:

210 = 1024 = 3·73  !5 "  5 mod 73,

220 " 25 mod 73,

240 " 625 "! 61 mod 73,

280 " 612 = 3721  "! 52 mod 73,

290 "!280210 " ( 52)( 5) = 260 "! 83 mod 73,

28 = 256 "  87 mod 73,

298 "!29028 " ( 83)( 87) = 7221 "!18 mod 73;

Demek ki a = 18, b = 1 alabiliriz.

E¤er x için 2 yerine baflka bir say› alsayd›k bir

baflka çözüm bulabilirdik. Afla¤›da bir baflka yön-

temle bir baflka çözüm bulaca¤›z.

Ama bunu daha flimdiden bulabiliriz: E¤er c,

c  1 mod 7,

c3 "!1 mod 73

sistemininin bir çözümüyse, c2 de ayn› sistemin bir

çözümüdür. Dolay›s›yla a = 182 = 324 ve b = 1 de

problemin bir çözümüdür.

‹kinci Çözüm. u, v, w & {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ol-

mak üzere 

c = u + 7v + 72w

yazal›m ve c’nin

c2 + c + 1 "!0 mod 73 (**)

denkleminin çözümü olmas› için u, v ve w’yi bula-

l›m.

Önce u’yu bulal›m. Bunun için modülo 7 çal›fl-

mak yeterli:

u2 + u + 1 "!c2 + c + 1 "!0 mod 7.

Bu denkli¤i sa¤layan iki tane u var:

u = 2 ve u = 4.

Bunlardan birini seçelim. Diyelim u = 2’yi seçtik.

Demek ki,

c = 2 + 7v + 72w.

fiimdi v’yi bulal›m. v’yi bulmak için modülo 72

çal›flmak yeterli:

0 " c2 + c + 1 " (2 + 7v)2 + (2 + 7v) + 1

= 4 + 28v + 2 + 7v + 1 = 7 + 35v mod 72. 

Sadelefltirerek,

1 + 5v " 0 mod 7

buluruz. Buradan da kolayca v = 4 ç›kar. Demek

ki,

c = 2 + 7v + 72w = 2 + 7·4 + 72w = 30 + 72w.

Son olarak w say›s›n› bulal›m:

0 "!c2 + c + 1

"!#30 + 72w'2 + (30 + 72w) + 1

"!302 + 60w72 + 30 + 72w + 1 

= 931 + 61w72 mod 73,

yani

931 + 61w72 "!(!mod 73,

yani

72·19 + 33w72 "!(!mod 73.

Sadelefltirerek,

19 + 33w "!(!mod 7,

yani

5 + 5w "!(!mod 7,

yani w = 6 bulunur. Demek ki,

c = 30 + 72w = 30 + 726 = 324.

E¤er u için 2 yerine 4 alsayd›k, v = 2 ve w = 0

bulurduk, yani daha önce buldu¤umuz,

c = u + 7v + 72w = c = 4 + 7·2 + 720 = 18

çözümünü bulurduk.

Yukardaki yöntem asl›nda MD-2004-III’te

gördü¤ümüz Hensel Önsav›’n›n bir uygulamas›d›r.

Tart›flma. 0 ≤ c < 73 eflitsizliklerini sa¤layan en

fazla 2 çözüm vard›r (yukarda buldu¤umuz 18 ve

324). Bunu flöyle görebiliriz:

c2 + c + 1 "!0 mod 73

ise, 4 modulo 73 tersinir oldu¤undan,

(c + 1/2)2 + 3/4 = c2 + c + 1 "!0 mod 73

ve

(c + 1/2)2 "! 3/4 mod 73

olur. E¤er d,  3/4 say›s›n›n kareköküyse,

c = 1/2 + d

olmal›. Ama modülo 73, bir say›n›n en fazla iki ka-

rekökü vard›r. (Neden?) «
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