Matematik Diinyasi, 2009-I-1I

Olimpiyat Sorular1 Kosesi

Problem [25’inci Uluslararasi Matematik
Olimpiyatlari, 1984/2]: Oyle a ve b dogal sayilar:
bulun ki hem

ab(a + b) # 0 mod 7
hem de
(a+b)7—a’ —b7 =0 mod 77
olsun.

Ik Adim: b’nin 1 Oldugunu Varsayabiliriz.
Kanit: Nitekim, ab(a + b) = 0 mod 7 varsayi-
mindan dolayi, b sayis1 7’ye boliinmez, dolayisiyla b
ile 77 aralarinda asaldir, yani b sayis1 modiilo 77 ter-
sinirdir. Boylece, denkligi &’nin modiilo 77 tersiyle
¢arparak b’nin 1’e esit oldugunu varsayabiliriz.
Bunu daha ayrintili gosterelim: x sayzsi,
bx =1 mod 77
denkligini saglasin. O zaman bx =1 mod 7 denkli-
gi de saglanur. (a + b)” —a’ — b7 =0 mod 77 denk-
liginin her iki tarafini da x7 ile garparak,
(ax + 1)7 — (ax)” — 1 =0 mod 77
denkligini ve ¢ = ax tanimini yaparak
(c+1)7=¢”-=1=0mod 77
denkligini elde ederiz. ab(a + b) = 0 mod 7 denk-
sizligini de x3 ile carparsak,
0 % ab(a + b)x3 = (ax)(bx)(ax + bx)
=c(c+ 1) mod 7
elde ederiz. Demek ki,
c(c+1) %= 0mod 7,
(c+1)7=¢”-1=0mod 77
sistemini ¢ozmeliyiz.

R

Ikinci Adim: (*) Denkligini Sadelestirme.
(c + 1)7 terimini agarak (*) denkligini sadeles-
tirelim:
7¢6 +21¢5 + 35¢* + 3563 + 21¢2 + 7c =0 mod 7.
Her tarafi 7’ye bolerek,

e+ 3¢5 +5c¢*+5¢3+3c2+c=0mod 76
elde ederiz. Ama ¢ sayis1 modiilo 76 tersinirdir.
Dolayisiyla bir adet ¢ de sadelegir:

S+ 3¢+ 563 +5¢2+3c+1=0mod 76.
Dikkat ederseniz, ¢ = —1, bu denkligin bir ¢oziimi,
hatta ¢ = -1, sadece denkligin degil,

AS+3c4+53+5¢2+3c+1=0
esitliginin de bir ¢6zimi, ama bu ¢6zim
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Korkmaz Sonmez

c(c+ 1) #0mod7
kogulu tarafindan yasaklanmig. Gene de bu bilgi-
den yararlanabiliriz: —1 sayist
X5 +3X4+5X3+5X2+3X +1
polinomununun bir kéki oldugundan X + 1 poli-
nomu, X5 + 3X% + 5X3 + 5X2 + 3X + 1 polinomu-
nunun bir ¢arpanidir:

X5+ 3XH 4 5X3 4 SX2 43X + 1] X+ 1
_X0+xt [ X*12X3 +3X2+2X + 1
2X4 + 5X3
_2X* 4 2X3
3X3 + 5X2
_3X3+3X?
2X2% + 3X
_2X% 42X
X+1
_X+1

0

Demek ki,
X5 +3X4+5X3 +5X24+3X +1
=(X*+2X3 +3X2+2X + 1)(X + 1)
Dolayisiyla
AS+3r+53+5c2+3c+1
=(c*+263+32+2c+ 1)(c+ 1),
yani,
c*+23 +3c2+2¢c+1=0mod 76.
Ama,
A +23+32+2c+1=(2+c+1)2
Demek ki,
2 +c+1=0mod73 (**)
denkligini ¢cozmek gerekli ve ayni zamanda yeterli.

Ucgiincii Adim. (**) Denkligini Cozmek.
Birinci Coéziim. Once ¢ — 1’in modiilo 7 ve 73
tersinir oldugunu gozlemleyelim. Nitekim 6yle ol-
masaydi, 7, ¢ — 1’i bolerdi ve (**) denkliginden do-
lay1
3=c2+c+1=0mod7
olurdu. Demek ki, ¢ # 1 mod 7 kosulunu stirekli
aklimizda tutarak, (**) denkligini ¢ — 1 ile ¢arpa-
biliriz:
S3-1=(c—-1)(c?+c+1)=0mod 73,
yani
¢ # 1 mod 7,
c3=1mod 73
sistemini ¢cozmemiz gerektigini anlariz. Ama Euler
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X7 = 1mod7?,

teoremine gore, her 7’ye asal her x igin,
ve

0(73) =73 — 72 = 343 — 49 = 294 = 98x3.
Yani 7’ye asal her x igin,

(x98)3 = 1 mod 73.
Simdi, 7’ye asal herhangi bir x igin,c’yi x?8 alabili-
riz, yeter ki x?8 # 1 mod 7 olsun. Fermat Teore-
mi’nden dolayi,
x6=1mod 7.
Demek ki,
x4 = x6x14+4 =498 £ 1 mod 7
olmali. Eger x = 2 alirsak,
x4=24=16 =2 # 1 mod 7

olur ve sorun kalmaz. Demek ki, ¢ = 298 sayis1 (**)
ve (*) sistemlerinin bir ¢oztimudiir.

Sonug olarak a = 298, b = 1 sorunun yanitidir.

Modiilo 73 = 343 calistigimiz icin 298 ¢oziimii-
ni daha da kugiltebiliriz:

210 21024 = 3-73 -

220 =25 mod 73,

240 =625 =-61 mod 73,

280 =612 = 3721 =-52 mod 73,

290 =280210 = (-52)(-5) = 260 =—83 mod 73,

28 =256 = -87 mod 73,

298 =29028 =(-83)(-87) = 7221 =18 mod 73;
Demek ki a = 18, b = 1 alabiliriz.

Eger x icin 2 yerine baska bir say1 alsaydik bir

= -5 mod 73,

bagka ¢oziim bulabilirdik. Asagida bir bagka yon-
temle bir bagka ¢oziim bulacagiz.
Ama bunu daha simdiden bulabiliriz: Eger c,
¢ # 1 mod 7,
c3=1mod 73
sistemininin bir ¢dziimiiyse, ¢2 de ayn1 sistemin bir
coziimiidiir. Dolayisiyla a = 182 = 324 ve b = 1 de
problemin bir ¢oztimudiir.

Ikinci Coziim. u, v, w € {0, 1, 2, 3,4, S, 6} ol-

mak lizere
c=u+7v+ 7w
yazalim ve ¢’nin
2+c+1=0mod 73 (*%)

denkleminin ¢éztimii olmast igin u, v ve w’yi bula-
lim.

Once #’yu bulalim. Bunun igin modiilo 7 ¢alis-
mak yeterli:

w2 +u+l=c2+c+1=0mod 7.

Bu denkligi saglayan iki tane u var:

u=2veu=4.
Bunlardan birini segelim. Diyelim # = 2’yi segtik.
Demek ki,
c=2+7v+7w.
Simdi »’yi bulalim. ’yi bulmak icin modiilo 72
caligmak yeterli:
0= +c+1=2+7v)2+2+7v)+1
=4+28v+2+7v+1=7+35 mod 72.
Sadelestirerek,
1+ 50=0mod 7
buluruz. Buradan da kolayca v = 4 ¢ikar. Demek
ki,
c=2+7v+ 72w =2+74+ 72w =30 + 7w.
Son olarak w sayisini bulalim:
0=c2+c+1
=30 + 72w)?2 + (30 + 72w) + 1
=302 + 60w72 + 30 + 72w + 1
=931 + 61w7? mod 73,
yani
931 + 61w72 =0 mod 73,
yani
7219 + 33w7? =0 mod 73.
Sadelestirerek,
19 + 33w =0 mod 7,
yani
S+ 35w=0mod 7,
yani w = 6 bulunur. Demek ki,
c =30+ 72w =30 + 726 = 324.
Eger u igin 2 yerine 4 alsaydik, v =2 ve w = 0
bulurduk, yani daha 6nce buldugumuz,
cz=u+7v+7Pw=c=4+72+720=18
¢oziimiinii bulurduk.
Yukardaki yontem aslinda MD-2004-1Ite
gordiigiimiiz Hensel Onsave'nin bir uygulamasidir.

Tartisma. 0 < ¢ < 73 esitsizliklerini saglayan en
fazla 2 ¢oztim vardir (yukarda buldugumuz 18 ve
324). Bunu soyle gorebiliriz:

2+c+1=0mod 73
ise, 4 modulo 73 tersinir oldugundan,
(c+1/2)2+34=c2+c+1=0mod 73

ve

(c + 1/2)2 =-3/4 mod 73
olur. Eger d, —3/4 sayisinin karekokiiyse,

c=12+d

olmali. Ama modiilo 73, bir sayimin en fazla iki ka-
rekokii vardir. (Neden?) #
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