
Geçen yaz›da,  ’nin bir X altkümesi için, X ’in

“aç›k altküme”lerini bir biçimde tan›mlam›fl ve o

yaz›n›n Önsav 6’s›nda bu aç›k altkümelerin flu

özellikleri sa¤lad›klar›n› kan›tlam›flt›k:

X1.  ve X kümeleri aç›kt›r.

X2. ‹ki aç›k kümenin kesiflimi aç›kt›r.

X3. Aç›k kümelerin bileflimi aç›kt›r.

fiimdi, herhangi bir X kümesi verilmifl olsun.

X ’in yukardaki gibi  ’nin altkümesi olmas› filan ge-

rekmiyor, herhangi bir küme olabilir. (Topolojinin

güzelli¤i de iflte tam burada.) X ’in baz› altkümeleri-

ne “aç›k” ad›n› verelim ve aç›k dedi¤imiz bu altkü-

melerin yukardaki X1, X2, X3 özelliklerini sa¤la-

d›klar›n› varsayal›m. O zaman X üzerinde bir “
���������” tan›mlanm›fl olur. E¤er !, elemanlar›, ad›na

aç›k ad›n› verdi¤imiz kümelerden oluflan kümeyse,

(X, !) çiftine 
����������	
�denir.

Tan›m› daha matematiksel verelim. X herhangi

bir küme olsun. X ’in altkümelerinin kümesini alt›

y›ldan beri "(X) ile simgeledi¤imizi an›msatal›m. 

!#$#"(X)

olsun. Yani ! (tau diye okunur), elemanlar› X ’in

baz› altkümeleri olan bir küme olsun. !’nun flu

özellikleri sa¤lad›¤›n› varsayal›m:

T1.  , X % !.

T2. E¤er U, V % ! ise U & V % !.

T3. E¤er her i % I için Ui % ! ise'i % I Ui % !.

Ço¤u zaman !’nun ne oldu¤u konunun geliflin-

den bellidir; o zaman, (X, !) çifti yerine sadece

X ’in kendisine 
����������	
�denir.

T1, T2 ve T3 koflullar›yla X1, X2, X3 koflulla-

r› eflde¤erdir elbette. Bir X kümesi üzerinde bir to-

poloji tan›mlamak demek, X ’in aç›k kümelerini bir

biçimde belirlemek demektir. Bu aç›k kümeler X1,

X2, X3 özelliklerini sa¤lamal›d›rlar.

Bir önceki yaz›da  üzerinde tan›mlad›¤›m›z

topolojiye ����
����������ad› verilir. O topoloji-

de, aç›k kümeler aç›k aral›klar›n bileflimi olarak ta-

n›mlanm›flt›.  üzerinde ya da herhangi bir X kü-

mesi üzerinde çok farkl› topolojiler tan›mlayabili-

riz. Yaz›n›n devam›nda birçok örnek sunaca¤›z.

‹ki aç›k kümenin kesiflimi aç›k oldu¤undan,

sonlu say›da aç›k kümenin kesiflimi de aç›kt›r. Bu,

aç›k küme say›s› üzerine tümevar›mla kolayl›kla

kan›tlanabilir. Ama sonsuz say›da aç›k kümenin

kesiflimi aç›k olmayabilir, örne¤in, Öklid topoloji-

sinde &(>0 ()(, () = {0} olur.

Örnekler
Afla¤›daki örneklerde X herhangi bir küme

olabilir.
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Kapak Konusu: Topoloji

Topolojik Uzay

Geçen yaz›da  ’nin, ad›na “aç›k” dedi¤imiz baz› altkümelerini tan›mlad›k ve bir

fonksiyonun süreklili¤ini tamamen aç›k kümeler yard›m›yla (hiç ( ve * kullanmadan) ifa-

de ettik. Böylece bir fonksiyonun süreklili¤ini kümeler kuram› seviyesine indirdik. Ayn› fleyi bugüne

kadar analizde tan›mlad›¤›m›z hemen hemen her kavram için yapabiliriz. Böylece analitik kavramlar› fi-

ziksel dünya olarak niteleyebilece¤imiz  ’den kurtar›p, bu kavramlar› çok daha soyut ve genel bir evrene

genellefltirebiliriz. Her ne kadar yapacaklar›m›z uç seviyede soyutsa da, kan›tlar› kolaylaflt›rd›¤›ndan ve

daha genel olduklar›ndan çok daha fazla uygulamaya izin verir. Güzelli¤i de cabas›.

U ve V aç›ksa U & V de aç›kt›r.

Dolay›s›yla, sonlu say›da aç›k kümenin
kesiflimi de aç›kt›r.

U

V

U

V

S

W

Sonlu ya da sonsuz, kaç tane olursa olsun,
aç›k kümelerin bileflimi hep aç›kt›r.



Örnek 1. X herhangi bir küme ve ! = { , X} ol-

sun. Bu, kolayca görülece¤i üzere X üzerinde bir

topolojidir. Pek fazla aç›k kümesi olmad›¤›ndan,

hatta T1’den dolay› olabilecek en az say›da aç›k

kümesi olan bu topolojiye en kaba topoloji (yani

X ’in en kaba topolojisi) ad› verilir. E¤er X boflkü-

meyse ya da X ’in bir tek eleman› varsa, o zaman X

üzerinde bu topolojiden baflka topoloji yoktur.

Örnek 2. En kaba topolojiyle z›t konumda olan

ve ad›na ayr›k topoloji denen bir de en ince ya da

en zengin topoloji vard›r. Bu topolojide X ’in her

altkümesinin aç›k oldu¤una hükmedilir, yani ! kü-

mesi "(X) kümesine eflittir. "(X)’in topolojinin ta-

n›m›n›n T1, T2, T3 özelliklerini sa¤lad›¤› çok belli.

Örnek 3. X ’in tümleyeni sonlu olan altkümele-

rine aç›k ad›n› verelim. Bir de ayr›ca boflkümeye

aç›k diyelim. O zaman X üzerinde bir topoloji ta-

n›mlam›fl oluruz. E¤er X sonluysa, bu topoloji ay-

nen bir önceki paragrafta tan›mlanan en ince topo-

lojidir. Ama e¤er X sonsuzsa (mesela X = ! ya da  

ise), o zaman bambaflka ve oldukça ilginç bir topo-

loji elde ederiz. Bu topolojiye Fréchet topolojisi (fre-

fle okunur) ad› verilir.

Örnek 4. A, X’in herhangi bir altkümesi olsun. 

! = { , A, X} 

olsun. Bu da X üzerinde topolojik bir yap› belirler.

En fazla üç aç›k kümesi oldu¤undan, oldukça fakir

bir topoloji oldu¤unu söyleyebiliriz. Bu topoloji, ay-

r›ca A kümesinin aç›k oldu¤u en küçük topolojidir.

Örnek 5. A ve B, X’in herhangi iki altkümesi

olsun.

! = { , A, B, A & B, A ' B, X}

olsun. Bu da X üzerinde bir topolojidir. Bu topolo-

ji A ve B kümelerinin aç›k oldu¤u en küçük topo-

lojidir.

Örnek 6. A, B ve C, X’in herhangi üç altküme-

si olsun. Bu altkümelerin aç›k oldu¤u en küçük to-
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Bu yaz›daki tüm flekiller birer topolojik uzay örnekleridir.



polojiyi bulal›m. Biraz daha zorlanaca¤›z. !, tabii

ki X’in

 , A, B, C ve X

altkümelerini içermeli, yani bu kümeler tan›mlaya-

ca¤›m›z topolojide aç›k olmal›. Ama, topolojimiz,

A, B, C altkümelerinin 

A & B, B & C, C & A, A & B & C

kesiflimlerini de içermeli, çünkü ne de olsa sonlu

say›da aç›k kümenin kesiflimi gene aç›k olmal›. To-

polojimiz bu altkümeleri içerdi¤i gibi flimdiye ka-

dar buldu¤umuz aç›k kümelerin bileflimlerini de

içermeli, yani,

A ' B, B ' C, C ' A, 

A ' (B & C), B ' (C & A), C ' (A & B), 

(A & B) ' (B & C), (B & C) ' (C & A), 

(C & A) ' (A & B), 

(A & B) ' (B & C) ' (C & A)

altkümelerini de içermeli. Yanl›fl saymad›ysak top-

lam 19 küme etti. Bu kadar› yetiyor. Yukardaki 19

küme X üzerinde bir topoloji oluflturur. Bu topolo-

jinin X’in A, B ve C altkümelerinin aç›k oldu¤u en

küçük topoloji oldu¤u besbelli. 

Örnek 7. A, X’in herhangi bir altkümesi olsun.

! = {U $ X : A $ U} ' { }

olsun. !, X üzerinde bir topolojidir. Bu topolojide,

boflküme d›fl›nda, A ve A’y› içeren altkümeler aç›k-

t›r, di¤erleri de¤ildir. 

Örnek 8. (X, ≤) bir s›ralama olsun [MD-2005-

IV, sayfa 19-29]. Yani ≤ ikili iliflkisi her x, y, z % X

için, flu özellikleri sa¤las›n:

x ≤ x,

x ≤ y ve y ≤ x ise x = y,

x ≤ y ve y ≤ z ise x ≤ z,

Örne¤in X = ", !, #,  ve s›ralama bildi¤imiz,

ilkokuldan beri aflina oldu¤umuz s›ralama olabilir,

ya da X bir ordinal ya da kardinal olabilir. 

a, b % X için, 

(a, b) = {x % X : a < x < b},

(a, +) = {x % X : a < x},

()+, b) = {x % X : x < b}

tan›mlar›n› yapal›m. (Burada x < y, “x ≤ y ve x , y

anlam›na gelmektedir.) Bunlara aç›k aral›k diye-

lim. Aç›k aral›klar›n bileflimi olarak yaz›lan küme-

lere de “aç›k küme” diyelim. Böylece X üzerinde

bir topoloji tan›mlanm›fl olur. Bu topolojiye ≤ tara-

f›ndan üretilmifl s›ralama topolojisi denir.  ’nin

Öklid topolojisiyle bilinen s›ralamas›yla üretilen s›-

ralama topolojisi ayn› topolojidirler.

Örnek 9. X herhangi bir küme olsun. (Ama X ’i

 gibi say›lamaz sonsuzlukta bir küme al›rsak da-

ha iyi ederiz, yoksa ilginç bir örnek elde etmeyiz.)

X’in, tümleyeni say›labilir sonsuzlukta olan altkü-

melerine aç›k ad›n› verelim. Bir de tabii boflküme

aç›k olsun. O zaman X üzerinde bir topoloji tan›m-

lam›fl oluruz. Bu topolojide say›labilir sonsuzlukta-

ki aç›k kümenin kesiflimi gene aç›kt›r.

Daha yüzlerce topolojik uzay örne¤i vard›r.

Yukardaki örnekleri pek do¤al bulmayan okur,

flimdilik yaz›daki ifltah aç›c› topolojik uzay resim-

leriyle yetinsin! Biraz sabrederse yak›n gelecekte bu

yaz›da verilenlerden çok daha do¤al örneklerle

karfl›laflacakt›r. Matematikçi olsun ya da olmas›n

herkes her gün ço¤u zaman fark›nda bile olmadan

topolojik uzaylarla muhattap olur. Sürekli nefes al-

man›z küçük bir sorun teflkil etse de, siz dahil, va-

rolan her fley asl›nda topolojik bir uzayd›r.
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Al›flt›rmalar
1. X bir küme olsun. X üzerinde bir topoloji-

nin en ince topoloji olmas› için, X ’in tek elemanl›

altkümelerinin aç›k olmas›n›n yeter ve gerek koflul

oldu¤unu kan›tlay›n.

2. x %  olsun. [x, +) aral›¤›n›n  ’nin Öklid

topolojisinde aç›k olmad›¤›n› kan›tlay›n.

3. (X, !) bir topolojik uzay olsun. X $ Y olsun.

! ' {Y} kümesinin Y üzerinde bir topoloji tan›mla-

d›¤›n› kan›tlay›n.

4. ‹ki elemanl› bir küme üzerinde kaç de¤iflik

topoloji vard›r? Ayn› soruyu üç elemanl› bir küme

için yan›tlamaya kalk›fl›n.

5. X =  olsun. a %  için (a, +) kümelerine

“aç›k” diyelim. Bunun Öklid topolojisinden daha

“kaba” bir topoloji tan›mlad›¤›n› kan›tlay›n. 

6. X =  olsun. a, b %  say›lar› için [a, b) ara-

l›klar›n›n birleflimi olarak yaz›lan kümelere “aç›k”

diyelim. Bunun bir topoloji tan›mlad›¤›n› kan›tla-

y›n. Öklid topolojisinde aç›k olan her kümenin bu

topolojide de aç›k oldu¤unu kan›tlay›n.

7. X topolojik bir uzay ve A, X’in herhangi bir

altkümesi olsun. X üzerinde yeni bir topoloji tan›m-

layaca¤›z. Bu yeni topolojide, boflküme d›fl›nda, es-

ki topolojide aç›k olan bir U kümesi için U ' A bi-

çiminde yaz›lan kümelere aç›k diyelim. Bunun ger-

çekten bir topoloji tan›mlad›¤›n› kan›tlay›n.

8. X topolojik bir uzay ve Y herhangi bir kü-

me olsun. ƒ, X ’ten Y ’ye giden bir fonksiyon olsun.

V $ Y için, e¤er ƒ)1(V), X ’in aç›k bir altkümesiyse,

V ’ye aç›k diyelim. Böylece Y üzerinde bir topoloji

tan›mland›¤›n› kan›tlay›n.

9. X = {x, y, z, t, u} ve Y = {a, b, c, d } olsun. 

ƒ : X - Y

fonksiyonu flöyle tan›mlans›n:

ƒ(x) = a, ƒ(y) = b, ƒ(z) = c, ƒ(t) = b, ƒ(u) = d.

Y ’nin aç›k kümelerini 

 , {b, c }, {a, b, c}, {b, c, d } ve Y

olarak tan›mlayal›m. Bu, Y üzerinde bir topolojidir. 

U = {x, y, z} ve V = {z, t, u} 

olsun. ƒ(U) ve ƒ(V )’nin Y’nin aç›k kümeleri oldu-

¤unu ama ƒ(U & V )’nin aç›k küme olmad›¤›n›

gösterin. Demek ki bu örnekte “ƒ(U ) aç›ksa U

aç›kt›r” tan›m›n› yapmak X üzerinde bir topoloji

vermiyor. (Bir önceki ve bir sonraki soruyla karfl›-

laflt›r›n.) Ama e¤er ƒ birebirse bu yöntem Y üze-

rinde bir topoloji verir; kan›tlay›n.
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10. X bir küme, Y bir topolojik uzay ve 

ƒ : X - Y

bir fonksiyon olsun. Bir V $ Y aç›k altkümesi için

X’in ƒ)1(V) biçiminde yaz›lan altkümelerine aç›k

diyelim. Bu, X üzerinde bir topoloji tan›mlar m›?

11. X bir küme olsun. !1 ve !2, X üzerinde iki

topoloji olsun. !1 & !2’nin de X üzerinde bir topo-

loji oldu¤unu kan›tlay›n. Ayn› sonuç bileflim için

yanl›flt›r elbet.

12. X üzerinde verilmifl bir topoloji ailesinin

kesifliminin de X üzerinde bir topoloji oldu¤unu

kan›tlay›n.

13.  üzerinde yeni bir topoloji tan›mlayaca¤›z.

Bu topolojinin aç›k kümeleri, Öklid topolojisinde

aç›k olan bir U kümesi için, U ' )U biçiminde ya-

z›lan kümelerdir. Burada )U = {v : -v % )U} anlam›-

na gelmektedir. Bu tan›m›n Öklid topolojisinden da-

ha kaba bir topoloji verdi¤ini kan›tlay›n. «
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X bir topolojik uzay ve A, X’in bir altkümesi

olsun. A’n›n X ’in topolojisinde aç›k olan en az

bir altkümesi vard›r:  . Baflkalar› da olabilir.

A’n›n X ’te aç›k olan tüm altkümelerinin bileflimi-

ni alal›m. Bu bileflim elbette gene aç›kt›r ve elbet-

te gene A’n›n bir altkümesidir, dolay›s›yla A’n›n

en büyük aç›k altkümesidir. A° olarak yaz›lan bu

bileflime A’n›n içi denir.

Örnekler: En kaba topolojide e¤er A , X ise,

A° =  olur. Ayr›k topolojide hep A° = A olur.

Her X topolojik uzay›nda X° = X ve  ° =  olur.

X =  ise, A sonlu bir kümeyse, A° =  olur. Ay-

r›ca, !° = #° =  ve

(0, 1]° = [0, 1)° = [0, 1]° = (0, 1) 

olur.

Teorem. X bir topolojik uzay ve A, X ’in bir

altkümesi olsun. A’n›n (X ’in topolojisinde) aç›k

olan en büyük bir altkümesi vard›r. E¤er bu alt-

kümeyi A° olarak yazarsak, flu özellikler sa¤lan›r:

i. A° $ A.

ii. A° aç›kt›r.

iii. E¤er B $ A aç›ksa, o zaman B $ A° olur.

iv. A’n›n aç›k olmas› için, A° = A eflitli¤i gerek

ve yeter kofluldur. Dolay›s›yla A°° = A° olur.

v. E¤er B $ A ise B° $ A° olur.

vi. A° & B° = (A & B)°.

vii. 'i%I Ai° $ ('i%I Ai)°.

Kan›t: A° = 'U$A ve U aç›k U olsun. (i, ii, iii)

çok bariz, A°’›n tan›m›ndan ç›k›yor. 

(iv) E¤er A° = A ise, (ii)’den dolay› A aç›kt›r.

E¤er A aç›ksa, A’n›n en büyük aç›k altkümesi an-

cak A olabilir, dolay›s›yla A° = A eflitli¤i do¤ru ol-

mak zorundad›r.

(v) B° $ B $ A içindeliklerinden ve (ii)’den

dolay›, B°, A’n›n aç›k bir altkümesidir. (iii)’ten,

daha do¤rusu tan›mdan dolay› da B° $ A° olur.

(vi) A° $ A ve B° $ B oldu¤undan, A° & B°

$ A & B olur. Ama, iki aç›k kümenin kesiflimi ol-

du¤undan A° & B° aç›kt›r. Demek ki 

A° & B° $ (A & B)°. 

Ters içindeli¤i kan›tlayal›m: 

A & B $ A ve A & B $ B

oldu¤undan, (v)’e göre  

(A & B)° $ A° ve (A & B)° $ B° 

olur. Demek ki (A & B)°  $ A° & B°.

(vii) 'i%I Ai° kümesi, 'i%I Ai kümesinin

aç›k bir altkümesidir, dolay›s›yla iddia edilen

içindelik do¤rudur.

(vii)’deki içindelik illa eflitlik olmayabilir. Ör-

ne¤in  ’nin Öklid topolojisinde, 'i % {i}° =  

ama ('i % {i})° =  ° =  olur.

Al›flt›rmalar 
1. Fréchet topolojisinde her A altkümesi için

A° = A ya da A° =  eflitliklerinden birinin do¤ru

oldu¤unu kan›tlay›n.

2. B° $ A $ B ise A° = B° eflitli¤ini kan›tlay›n.

Altkümelerin ‹çi


