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Kapak Konusu: Topoloji

Topolojik Uzay

=

kadar analizde tanimladigimiz hemen hemen her kavram icin yapabiliriz. Boylece analitik kavramlari fi-
ziksel diinya olarak niteleyebilecegimiz R’den kurtarip, bu kavramlari ¢cok daha soyut ve genel bir evrene
genellestirebiliriz. Her ne kadar yapacaklarimiz ug seviyede soyutsa da, kanitlar1 kolaylastirdigindan ve
daha genel olduklarindan ¢ok daha fazla uygulamaya izin verir. Giizelligi de cabasi.

: Gecen yazida R’nin, adina “acik” dedigimiz bazi altkiimelerini tanimladik ve bir
; fonksiyonun siirekliligini tamamen acik kiimeler yardimiyla (hi¢ € ve 8 kullanmadan) ifa-
T de ettik. Boylece bir fonksiyonun siirekliligini kiimeler kurami seviyesine indirdik. Ayni seyi bugiine

Gegen yazida, R’nin bir X altkiimesi i¢in, X’in
“acik altkiime”lerini bir bi¢gimde tanimlamis ve o
yazinin Onsav 6’sinda bu acik altkiimelerin su
ozellikleri sagladiklarini kanitlamigtik:

X1. D ve X kiimeleri aciktir.
X2. 1ki acik kiimenin kesisimi aciktir.
X3. Actk kiimelerin bilesimi aciktir.

Simdi, herhangi bir X kiimesi verilmis olsun.
X’in yukardaki gibi R’nin altkiimesi olmasi filan ge-
rekmiyor, herhangi bir kiime olabilir. (Topolojinin
guzelligi de iste tam burada.) X’in bazi altktimeleri-
ne “acik” adini verelim ve acik dedigimiz bu altki-
melerin yukardaki X1, X2, X3 ozelliklerini sagla-
diklarini varsayalim. O zaman X tizerinde bir “fo-
poloji” tanimlanmis olur. Eger 7, elemanlari, adina
acik adini verdigimiz kiimelerden olugan kiimeyse,
(X, 1) ciftine topolojik uzay denir.
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U ve Vagiksa U N V de agiktir.
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Dolayisiyla, sonlu sayida agik kiimenin
kesisimi de aciktir.

Sonlu ya da sonsuz, kag tane olursa olsun,
actk kumelerin bilesimi hep agiktir.
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Tanimi daha matematiksel verelim. X herhangi
bir kiime olsun. X’in altkiimelerinin kiimesini alt1
yildan beri ¢ (X) ile simgeledigimizi animsatalim.

TC p(X)
olsun. Yani 7 (tau diye okunur), elemanlar1 X’in
bazi altkimeleri olan bir kiime olsun. T’nun su
ozellikleri sagladigini varsayalim:

T1.9, X e .

T2.Eger Uy VertiseUNVer.

T3. Eger heri € licin U; e tise \U; . [ U; € 1.

Cogu zaman t’nun ne oldugu konunun geligin-
den bellidir; o zaman, (X, 1) cifti yerine sadece
X’in kendisine topolojik uzay denir.

T1, T2 ve T3 kogullariyla X1, X2, X3 kosulla-
r1 esdegerdir elbette. Bir X kumesi tizerinde bir to-
poloji tanimlamak demek, X’in agik kiimelerini bir
bicimde belirlemek demektir. Bu agik kiimeler X1,
X2, X3 ozelliklerini saglamalidirlar.

Bir onceki yazida R lzerinde tanimladigimiz
topolojiye Oklid topolojisi ad: verilir. O topoloji-
de, acik kiimeler acik araliklarin bilesimi olarak ta-
nimlanmigti. R tizerinde ya da herhangi bir X k-
mesi tizerinde cok farkl topolojiler tanimlayabili-
riz. Yazinin devaminda bir¢ok 6rnek sunacagiz.

Iki agik kiimenin kesisimi acik oldugundan,
sonlu sayida acik kiimenin kesigimi de agiktir. Bu,
acik kiime sayisi tizerine timevarimla kolaylikla
kanitlanabilir. Ama sonsuz sayida acgik kiimenin
kesisimi agik olmayabilir, 6rnegin, Oklid topoloji-
sinde M, (¢, €) = {0} olur.

Ornekler
Asagidaki orneklerde X herhangi bir kime
olabilir.
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Ornek 1. X herhangi bir kiime ve t = {@, X} ol-
sun. Bu, kolayca goriilecegi tizere X tzerinde bir
topolojidir. Pek fazla agik kiimesi olmadigindan,
hatta T1’den dolay: olabilecek en az sayida agik
kiimesi olan bu topolojiye en kaba topoloji (yani
X’in en kaba topolojisi) adi verilir. Eger X boskii-
meyse ya da X’in bir tek elemani varsa, o zaman X

uzerinde bu topolojiden bagka topoloji yoktur.

Bu yazidaki tiim sekiller birer topolojik uzay 6rnekleridir.

Ornek 2. En kaba topolojiyle zit konumda olan
ve adina ayrik topoloji denen bir de en ince ya da
en zengin topoloji vardir. Bu topolojide X’in her
altkiimesinin agik olduguna hiikmedilir, yani t k-
mesi @ (X) kiimesine esittir. g (X)’in topolojinin ta-
miminin T1, T2, T3 ozelliklerini sagladigi ¢ok belli.

Ornek 3. X’in tiimleyeni sonlu olan altkiimele-
rine agik adimi verelim. Bir de ayrica bogkiimeye
acik diyelim. O zaman X tzerinde bir topoloji ta-
nimlamig oluruz. Eger X sonluysa, bu topoloji ay-
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nen bir onceki paragrafta tanimlanan en ince topo-
lojidir. Ama eger X sonsuzsa (mesela X = Z yada R
ise), 0 zaman bambagka ve oldukea ilging bir topo-
loji elde ederiz. Bu topolojiye Fréchet topolojisi (fre-
se okunur) adi verilir.

Ornek 4. A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun.

1= (2, A, X)
olsun. Bu da X tizerinde topolojik bir yap1 belirler.
En fazla ti¢ agik kiimesi oldugundan, oldukca fakir
bir topoloji oldugunu soyleyebiliriz. Bu topoloji, ay-
rica A kiimesinin agik oldugu en kigtk topolojidir.

Ornek 5. A ve B, X’in herhangi iki altkiimesi

olsun.
1={J,A,B,An B, AUB, X}

olsun. Bu da X tizerinde bir topolojidir. Bu topolo-
ji A ve B kiimelerinin acik oldugu en kigiik topo-
lojidir.

Ornek 6. A, B ve C, X’in herhangi ii¢ altkiime-
si olsun. Bu altkiimelerin acik oldugu en kiiciik to-
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polojiyi bulalim. Biraz daha zorlanacagiz. t, tabii
ki X’in
J, A, B, Cve X

altkiimelerini icermeli, yani bu kiimeler tanimlaya-
cagimiz topolojide acik olmali. Ama, topolojimiz,
A, B, C altkiimelerinin

ANnB,BNC,CnA,AnBnNnC
kesisimlerini de igermeli, ¢iinki ne de olsa sonlu
sayida acik kiimenin kesisimi gene acik olmali. To-
polojimiz bu altkiimeleri igerdigi gibi simdiye ka-
dar buldugumuz agik kimelerin bilesimlerini de
icermeli, yani,

AUB,BUC, CUA,
Au(BnC),Bu(CnA),Cu(AnB),
(AnB)U(BNC), (BNC)u (Cn A),

(CNA)uU (AN B),
(AnB)u(BNnC)u(CnA)
altkiimelerini de igermeli. Yanlis saymadiysak top-
lam 19 kiime etti. Bu kadar1 yetiyor. Yukardaki 19
kiime X tizerinde bir topoloji olugturur. Bu topolo-
jinin X’in A, B ve C altkiimelerinin acik oldugu en

kiigiik topoloji oldugu besbelli.

Ornek 7. A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun.
t={UcX:Ac Uy (D)
olsun. 7, X tizerinde bir topolojidir. Bu topolojide,
boskiime disinda, A ve A’y iceren altkiimeler agik-
tir, digerleri degildir.

Ornek 8. (X, <) bir siralama olsun [MD-2005-
IV, sayfa 19-29]. Yani < ikili iligkisi her x, y, z € X
icin, su ozellikleri saglasin:
x < x,
x<yvey<xisex =Y,
x<yvey<zisex<g,
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Ornegin X =N, Z, Q, R ve siralama bildigimiz,
ilkokuldan beri agina oldugumuz siralama olabilir,
ya da X bir ordinal ya da kardinal olabilir.

a, b e Xicin,

(a,b)={x e X:a<x<b)},

(a,0)={x € X:a<xl],

(—o0, b) = {x € X : x < b}
tanmimlarini yapalim. (Burada x <y, “x <yvex #y
anlamina gelmektedir.) Bunlara actk aralik diye-
lim. Agik araliklarin bilesimi olarak yazilan kiime-
lere de “agik kiime” diyelim. Boylece X tizerinde
bir topoloji tanimlanmig olur. Bu topolojiye < tara-
findan uretilmis siralama topolojisi denir. R’nin
Oklid topolojisiyle bilinen siralamasiyla iiretilen si-
ralama topolojisi ayni topolojidirler.

Ornek 9. X herhangi bir kiime olsun. (Ama X’i
R gibi sayilamaz sonsuzlukta bir kiime alirsak da-
ha iyi ederiz, yoksa ilgin¢ bir 6rnek elde etmeyiz.)
X’in, tumleyeni sayilabilir sonsuzlukta olan altku-
melerine acik adini verelim. Bir de tabii bogkiime
acik olsun. O zaman X iizerinde bir topoloji tanim-
lamig oluruz. Bu topolojide sayilabilir sonsuzlukta-
ki acik kimenin kesisimi gene agiktir.

Daha yuzlerce topolojik uzay ornegi vardir.
Yukardaki ornekleri pek dogal bulmayan okur,
simdilik yazidaki istah agic1 topolojik uzay resim-
leriyle yetinsin! Biraz sabrederse yakin gelecekte bu
yazida verilenlerden ¢ok daha dogal 6rneklerle
kargilasacaktir. Matematikg¢i olsun ya da olmasin
herkes her giin ¢cogu zaman farkinda bile olmadan
topolojik uzaylarla muhattap olur. Siirekli nefes al-
maniz kiiciik bir sorun teskil etse de, siz dahil, va-
rolan her sey aslinda topolojik bir uzaydir.
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Alistirmalar
1. X bir kiime olsun. X tizerinde bir topoloji-
nin en ince topoloji olmasi icin, X’in tek elemanl
altkimelerinin agik olmasinin yeter ve gerek kosul
oldugunu kanitlayn.

2. x € R olsun. [x, o) araligmin R’nin Oklid
topolojisinde acik olmadigini kanitlayin.

3. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X ¢ Y olsun.
t U {Y} kiimesinin Y tizerinde bir topoloji tanimla-
digini kanitlayin.

4. Iki elemanli bir kiime {izerinde kag¢ degisik
topoloji vardir? Ayni soruyu ti¢ elemanli bir kiime
icin yanitlamaya kalkigin.

5. X = R olsun. a € R i¢in (a, ©) kiimelerine
“acik” diyelim. Bunun Oklid topolojisinden daha
“kaba” bir topoloji tanimladigini kanitlayn.

6. X = R olsun. a, b € R sayilari igin [a, b) ara-

liklarinin birlegimi olarak yazilan kiimelere “acik”
diyelim. Bunun bir topoloji tanimladigini kanitla-
yin. Oklid topolojisinde acik olan her kiimenin bu
topolojide de acik oldugunu kanitlayin.

7. X topolojik bir uzay ve A, X’in herhangi bir
altkimesi olsun. X tizerinde yeni bir topoloji tanim-
layacagiz. Bu yeni topolojide, bogkiime diginda, es-
ki topolojide agik olan bir U kiimesi igin U U A bi-
¢iminde yazilan kiimelere agik diyelim. Bunun ger-

cekten bir topoloji tanimladigini kanitlayin.

8. X topolojik bir uzay ve Y herhangi bir ki-

me olsun. f, X’ten Y’ye giden bir fonksiyon olsun.

V < Yigin, eger f~1(V), X’in acik bir altkiimesiyse,

V’ye agik diyelim. Boylece Y tizerinde bir topoloji

tanimlandigini kanitlayin.

9. X ={x,y,zt,ul ve Y=1{a, b, c,d} olsun.

f:X->Y

fonksiyonu goyle tanimlansin:

) = a, f(3) = b, f(2) = ¢, f{2) = b, f(u) = d.
Y’nin agik kiimelerini
@, 1{b, c}, {a, b, c}, (b, c,d} ve Y
olarak tanimlayalim. Bu, Y tizerinde bir topolojidir.
U={x,y,z}ve V={zt, u}

olsun. f(U) ve f(V)’nin Y’nin acik kiimeleri oldu-

gunu ama f(U mn V)’nin acik kiime olmadigini

gosterin. Demek ki bu ornekte “f(U) aciksa U

aciktir” tanimini yapmak X tzerinde bir topoloji

vermiyor. (Bir onceki ve bir sonraki soruyla kargi-

lagtirin.) Ama eger f birebirse bu yontem Y tze-

rinde bir topoloji verir; kanitlayin.
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10. X bir kiime, Y bir topolojik uzay ve
f:X->Y

bir fonksiyon olsun. Bir V < Y ag¢ik altkiimesi icin
X’in f~1(V) bigiminde yazilan altkiimelerine agik
diyelim. Bu, X tizerinde bir topoloji tanimlar m1?

11. X bir kiime olsun. 1 ve 1,, X tizerinde iki
topoloji olsun. T M 1,’nin de X tizerinde bir topo-
loji oldugunu kanitlayin. Ayni sonug bilesim igin
yanlistir elbet.

12. X tizerinde verilmig bir topoloji ailesinin
kesisiminin de X tzerinde bir topoloji oldugunu
kanitlayin.

13. R tizerinde yeni bir topoloji tanimlayacagiz.
Bu topolojinin agik kiimeleri, Oklid topolojisinde
acik olan bir U kiimesi icin, U U —U bi¢iminde ya-

zilan kiimelerdir. Burada -U = {v : -v € —U} anlamu-
na gelmektedir. Bu tanimin Oklid topolojisinden da-
ha kaba bir topoloji verdigini kanitlayin. &

X bir topolojik uzay ve A, X’in bir altkiimesi
olsun. A’nin X’in topolojisinde agik olan en az
bir altkiimesi vardir: &. Bagkalari da olabilir.
A’nin X’te agik olan tiim altkiimelerinin bilegimi-
ni alalim. Bu bilesim elbette gene aciktir ve elbet-
te gene A’nin bir altkiimesidir, dolayisiyla A’nin
en biiytik agik altkiimesidir. A° olarak yazilan bu
bilesime A’nin i¢i denir.

Ornekler: En kaba topolojide eger A = X ise,
A° = O olur. Ayrik topolojide hep A° = A olur.
Her X topolojik uzayinda X° = X ve &° = & olur.
X = R ise, A sonlu bir kiimeyse, A° = & olur. Ay-
rica, 7° = Q° = & ve

(0, 1]° = [0, 1)° = [0, 1]° = (0, 1)
olur.

Teorem. X bir topolojik uzay ve A, X’in bir
altkiimesi olsun. A’rmun (X’in topolojisinde) acik
olan en biiyiik bir altkiimesi vardir. Eger bu alt-
kiimeyi A° olarak yazarsak, su ozellikler saglanir:

1. A° c A.

il. A° aciktir.

iii. Eger B < A aciksa, o zaman B < A° olur.

iv. A’mun acik olmast icin, A° = A esitligi gerek
ve yeter kosuldur. Dolayistyla A°° = A° olur.

v. Eger B ¢ A ise B® < A° olur.

vi. A° N B° = (A n B)°.

viil. U, AP < (U, A)°.

Kanit: A° = Uy e U agk U olsun. (i, ii, iii)
¢ok bariz, A°in tanimindan ¢ikiyor.

Altkiimelerin Ici

(iv) Eger A° = A ise, (ii)’den dolay1 A agiktir.
Eger A agiksa, A’nin en buiytuk acik altkiimesi an-
cak A olabilir, dolayisiyla A° = A esitligi dogru ol-
mak zorundadir.

(v) B° ¢ B ¢ A i¢gindeliklerinden ve (ii)’den
dolayi, B°, A’nin agik bir altkiimesidir. (iii)’ten,
daha dogrusu tanimdan dolay1 da B® ¢ A° olur.

(vi) A° < A ve B° < B oldugundan, A° n B°
< A N B olur. Ama, iki acik kimenin kesisimi ol-
dugundan A° N B° aciktir. Demek ki

A° N B° c (A nB)°.

Ters i¢indeligi kanitlayalim:

AnBcAveAnNnBcB
oldugundan, (v)’e gore

(AN B)°c A°ve (A N B)°c B°

olur. Demek ki (A n B)° < A° n B°.
(vil) U;cp A kimesi, U
acik bir altkiimesidir, dolayisiyla iddia edilen
O

ie1 A; kimesinin

icindelik dogrudur.

(vii)’deki igindelik illa esitlik olmayabilir. Or-
negin R’nin Oklid topolojisinde, \U; _g {i}° = &
ama (\J; g {#})° = R° = R olur.

Aligtirmalar

1. Fréchet topolojisinde her A altkiimesi igin
A° = A ya da A° = O esitliklerinden birinin dogru
oldugunu kanitlayn.

2. B° c A c Bise A° = B eitligini kanitlayin.
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