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Carpim Topolojisi

uzayin kartezyen carpimina gececegiz.

Bu yazida topolojik uzaylarin kartezyen carpimini “dogal” bir topolojik uzay yapisiyla donatacagiz.
Eger X ve Y topolojik uzaylarsa, X x Y tizerine en dogal topolojik yapi, herhalde, U c X ve V < Y agik
altkiimeleri igin U x V tiirtinden yazilan altkiimelerinin ve bunlarin bilesimlerinin acik olduklarina hiik-
mederek elde edilir. Nitekim, bu tanimla, X x Y kartezyen ¢arpimu tizerine dogal ve islevsel bir topolo-
jik yap1 tanimlanmis olur. Ayni diisiince sonsuz sayida topolojik uzayin carpimi igin de diistintilebilir:
U; c X; acik kiimeleri igin, I[T,_; X; kartezyen carpimimin I1,_; U; bigiminde yazilan altkiimelerine ve
bunlarin bilesimlerine acik dersek, kartezyen carpim tstiine dogal bir topoloji tanimlamig oluruz; hatta
daha dogali olamaz diye bile diigtintilebilir. Ama ne yazik ki eger I sonsuzsa, bu topoloji pek kullanis-
li degildir, ¢cok incedir, biraz fazla acik kiimesi vardir. Bu yazida, sonsuz kartezyen garpim lizerine ge-
ne dogal ama yukardakinden daha kullanish (ve daha kaba) bir topoloji tanimlayacagiz. Once, ¢ok
daha basit olan iki topolojik uzayin kartezyen carpimini irdeleyecegiz, sonra sonsuz sayida topolojik

iki Fonksiyonu Ayn1 Anda Siirekli Kilmak. Z

bir kiime ve X ve Y iki topolojik uzay olsun.
fiZ>Xveg:Z->Y

iki fonksiyon olsun. Bu sefer, Z tizerinde hem f’yi

hem de g’yi surekli kilan en kaba topolojiyi bul-

mak istiyoruz.

Z’nin f’yi surekli kilan en kaba topolojisini bi-
liyoruz; g’yi siirekli yapan en kaba topolojisini de
biliyoruz. Istedigimiz topoloji elbette bu iki topolo-
jiyi iceren en kiiciik topoloji olmali, yani bu iki to-
polojiyle tiretilen topoloji olmali.

f’yi stirekli yapan Z’nin en kaba topolojisinin
acik kiimeleri, X’in V acik kiimeleri igin,

V)
bi¢iminde yazilan kiimelerdir. g’yi siirekli yapan
Z’nin en kaba topolojisinin agik kiimeleri de Y’nin
W acik kumeleri icin,

g (W)
bi¢iminde yazilan kiimelerdir. Demek ki Z tizerin-
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de koymak istedigimiz topolojide, X’in V agik kii-
meleri ve Y’nin W acik ktimeleri igin,
fHV) g l(W)

bi¢iminde yazilan kiimeler agik olmal.

Onsav 1. Her sey yukardaki gibi olsun.
FAV)ng(W): Ve X, WY, Ve Wagik}
kiimesinin Z iizerinde iirettigi topoloji, Z’nin, f ve
g fonksiyonlarmm siirekli kilan en kaba topolojisi-
dir. Ayrica bu kiime bu topolojinin bir tabanidir.

Kanit: Kiimeye o, gerdigi topolojiye de t adim
verelim. o’nin ’nun bir tabani olacagi belli ¢iinkt
a kesisim altinda kapali (bkz. Sonug 4, sayfa 43):

(FHV) A g H(W)) A (FLVy) A g (W)

= FUV) A £V A g (W) A g (W)
=f (VA V)ng(Wn W)).

FYV) n g {(W) ifadesinde W = Y alirsak, sa-
dece f~1(V) kalir. Gene ayn1 ifadede bu sefer V = X
alirsak, sadece g~1(W) kalir. Demek ki f ve g’yi sii-
rekli kilan en kaba topolojilerin agik kiimeleri o’da.
Bundan da t’nun, hem f hem de g fonksiyonlarin
siirekli kildig1 ortaya cikar. Ote yandan f ve g’yi sii-
rekli kilan her topolojinin o’y1 igerdigini Onsav’i
yazmadan 6nce gordiik: Bu topoloji hem f~1(V)
kiimesini hem de g~1(W) kiimesini de ierdiginden,
bu iki kiimenin kesisimini de igerir. Onsav kanitlan-

[

mistir.



Matematik Diinyasi, 2009-I-1I

Carpim Topolojisi. Yukardaki sonucu 6zel bir
duruma uygulayalim. X ve Y iki topolojik uzay ol-
sun. Daha onceki yazilima uyup Z = X x Y tanimi-
ni yapalim.

ny, X x Y’den X’e giden ve

Tcl(xa 3’) =X
kuraliyla tanimlanmis fonksiyon olsun. (Buna bi-
rinci izdiistim fonksiyonu denir.)

Ty, X x Y’den Y’e giden ve

TCZ(xs J’) =Y
kuraliyla tanimlanmis fonksiyon olsun. (Buna da
ikinci izdiigiim fonksiyonu denir.)

X x Y kartezyen ¢arpimuni, 1y ve T, fonksiyon-
larini siirekli kilan en kaba topolojiyle donatalim.
Bu topoloji, yukarda gordugumiiz gibi, X’in bir V
acik altktimesi ve Y’nin bir W acik altkiimesi igin,

(V) N oy, Y(W)
kiimeleri tarafindan gerilmistir ve bu kiimeler ger-
dikleri topolojinin bir tabanini olustururlar. Geri-
len topolojiyi daha iyi anlamak igin, tabani olustu-

Y

X

Vv

Carpim topolojisini tireten kiimeler

ran kiimelerin neye benzediklerini gorelim:
r L (V) Ay (W)
={(x,y) e XxY:m(x,y) € V,my(x,y) € W}
={(x,y) e XxY:xeV,ye W}=VxW.
Bunu bir teorem olarak yazalim.

Carpim topolojisinin tipik bir agik kiimesi:
“Acik dikdortgen”lerin bilegimi
(dikdortgenlerden sonsuz tane olabilir)

Teorem 2. X ve Y iki topolojik uzay olsun.
X x Y iizerinde birinci ve ikinci izdiistim fonksi-
yonlarm siivekli kilan en kaba topoloji
(VxW:VcX,WcY,V, Wack}
kiimesiyle iiretilen topolojidir. Bu kiime topolojinin
bir tabandir.
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Bu topolojiye carpim topolojisi ya da Tychnoff
topolojisi ad1 verilir. Eger X ve Y iki topolojik uzay-
sa, ve X x Y kartezyen ¢arpimindan herhangi bir
aciklama yapilmaksizin topolojik uzay olarak bah-
sediliyorsa, bilin ki ¢arpim topolojisi alinmugtir.

Pek sik yapilan bir yanlisa kargi okuru uyara-
lim, ¢arpim topolojisinin bir agik kiimesi illa V x W
bi¢iminde yazilmayabilir, ama kesinlikle bu tir kii-
melerin sonlu ya da sonsuz birlesimidir.

Siirekli Fonksiyonlar. Bir A topolojik uzayin-
dan X x Y’ye giden bir fonksiyonun ne zaman sii-
rekli oldugunu anlamak kolaydir. Bu paragrafta
bu konuyu ele alacagz.

A, X ve Y simdilik ti¢ kiime olsun.

f:A>XxY

bir fonksiyon olsun. O zaman her a € A igin, f(a)
degeri, biri X ten biri Y’den olmak tizere, iki koor-
dinat tarafindan verilmistir. Birinci koordinata
f1(a), ikinci koordinata f,(a) diyelim. Demek ki,

fla) = (f1(a), fr(a)).
Buradaki f{ ve f5, A’dan, sirasiyla, X’e ve Y’ye gi-
den fonksiyonlardir. Elbette

fir=mpofvefy=mof

esitlikleri gecerlidir. Bunun tersi de dogrudur: Eger
fq ve fy, A’dan X’e ve Y’ye giden fonksiyonlarsa
0 zaman

fla) = (f1(a), f(a)).
kurali bize A’dan X x Y kartezyen ¢carpimina giden
bir fonksiyon verir. Bu fonksiyonu f{ x f, olarak
gosterelim:

(f1x fala) = (f1(a), fr(a)).

Sonug¢ olarak, Fonk(A, X x Y) kumesiyle

Fonk(A, X) x Fonk(A, Y) kiimesi arasinda

e (npof,myef)
formiuliyle verilmis (dogal) bir esleme vardir. Bu
eslemenin tersi,

(f1, f2) > f1x fa
kuraliyla verilmigtir. f; x f, fonksiyonu daha ziya-
de (f1, f,) olarak yazlir.

Eger S ve T birer topolojik uzaysa, C(S, T),
S’den T’ye giden siirekli fonksiyonlar kiimesini
simgelesin. O zaman, Fonk(A, X x Y) kiimesiyle
Fonk(A, X) x Fonk(A, Y) kiimesi arasinda yukar-
da verdigimiz eslemeler, C(A, X x Y) kiimesiyle
C(A, X) x C(A, Y) kiimesi arasinda eglemelere yol
acarlar:
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Teorem 3. A, X ve Y topolojik uzaylar olsun.
f:A>XxY
bir fonksiyon olsun. O zaman [’nin siirekli olmasi
icin gerek ve yeter kosul,
fi=myefvefry=mof
fonksiyonlarimn siirekli olmalaridir.

Kanit: Eger f strekliyse, izdusiim fonksiyonla-
r1 (¢arpim topolojisinin tanimindan dolay1!) siirek-
li olduklarindan f{ =mnyo fvefy=mnyof
fonksiyonlari sureklidir. Simdi

f1:A>Xvefr:A>Y
fonksiyonlarinin surekli olduklarini varsayip,
fla) = (f1(a), f2(@)
formiuliyle tanimlanmig
f:A>XxY
fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlamak yeter-
li. Bunun i¢in de U < X, V < Y agik kiimeleri i¢in,
AU V)
kiimesinin A’da acik oldugunu kanitlamak yeterli.
FFAUx V)={ae A: f(a) e Ux V}
—lac As(fila), fola) € Ux V)
={ae A: fi(a) € Uve fy(a) e V}
=faeA:ae fiY(U)veae f, (V)
= £1U) A £ 1),
ve bu da, iki ac¢ik kiimenin kesisimi oldugundan
A’da agiktr. O

Ahgtirmalar.

Asagidaki alistirmalarda X ve Y iki topolojik
uzaydir ve X x Y uzerinde hep carpim topolojisi
alinmustir.

1. X x Y’nin topolojisinin ayrik olmasi i¢in X
ve Y’nin topolojilerinin ayrik olmasinin gerek ve
yeter oldugunu kanitlayin.

2. X x Y’nin topolojisinin en kaba topoloji ol-
masi i¢in X ve Y’nin topolojilerinin en kaba topo-
loji olmasinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

3. ny ve m, izdusim fonksiyonlarinin X x Y
kartezyen carpiminin agik kiimelerini sirasiyla
X’in ve Y’nin agik kiimelerine goturduguni kanit-
layin. (Acik kiimeleri agik kimelere gotiiren fonk-
siyonlar enderdir. Bunlara agik fonksiyonlar de-

nir.)
4.y e Y olsun.
g(x) = (x,y)
kuraliyla tanimlanmuig
g: X > X x{y}

eslemesinin X ile X x {y} topolojik uzaylar1 arasin-
da bir homeomorfizma (yani hem g hem de g'’in
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surekli) oldugunu kanitlayin. (Burada, X x {y}’nin
topolojisi, X x Y’nin ¢arpim topolojisinden indir-
genmis topolojidir elbette!)

5. X x Y’nin Hausdorff olmasi i¢in hem X’in
hem de Y’nin Hausdorff olmasinin gerek ve yeter
oldugunu gosterin.

6. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ve B sira-
styla X ve Y’nin altuzaylari olsun. A x B’yi iki degi-
sik topolojiyle gorebiliriz: A ve B’nin ¢arpim topo-
lojisiyle ve X x Y’den indirgenmis topolojiyle. Bu iki
topolojinin ayni topolojiler oldugunu kanitlayin.

Eger X ve Y’nin Ontabanlar1 ya da tabanlan
verilmigse, X x Y’nin de tabanini ya da dntabanint
bulmak mumkiindiir:

Onsav 4. X ve Y iki topolojik uzay olsun. o ve
Brun sirasryla X ve Y’nin ontabanlart (ya da ta-
banlari) olduklarini varsayalim. O zaman

{AxB:Ae€a,Bep}
kiimesi X x Y’nin bir ontabamdir (ya da tabanmidir).

Kanit: Ontaban igin kanitlayalim. V< X, W <

Y iki acik kiime olsun. O zaman, V,
AL Ay A e
olmak {iizere,
AlNnAyn..nA,
biciminde yazilan kiimelerin bilesimidir. Yazilimda
tasarruf saglamak amaciyla,
V=U A NnAyn..NA,)
yazalim. Ayni sekilde,
W=U(B;nByn..NnB,,)
yazalim. Eger m ve n esit degilse, A,, ya da B,,’yi ye-
terince tekrar ederek 7 = m varsayimini yapabiliriz.
O zaman
VxW=(U(A;n..nA))x (U (B N..nB))
=U((Ajn..nA,) x(ByN..NnB,)
U ((A; xB)) o (A, x B,)

olur ve bu da istedigimizi kanitlar. [

R2 Uzerinde Oklid Topolojisi. Onemli bir 6r-
nek verelim: X = Y = R olsun (elbette Oklid topolo-
jileriyle donatilmig olarak).Teorem 7’ye gore R x
R’nin ¢arpim topolojisi

(a, b) x (c, d)

dikdortgenleri tarafindan gerilmistir, ki bu da Ok-
lid topolojisini verir.

Iki topolojik uzayin carpimi aliabildigine gore,
¢ ya da sonlu sayida topolojik uzayin da ¢arpimi
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alinabilir. Ama bir seye dikkat etmek lazim: Boyle
bir tanima girismeden 6nce, 6rnegin, (X x Y) x Z
topolojik uzayiyla X x (Y x Z) topolojik uzaylarmnin
homeomorfik olduklarini gostermek gerekir, yoksa
tanim muglak olur. Telasa mahal yok, gercekten de
Oyledir. Ama bir sonraki bolimde ¢ok daha genel
bir sey yapacagimizdan bunun ayrintilarina girmi-
yoruz ve kaniti okura alistirma olarak birakiyoruz.

Ahgtirmalar
7. X, Y ve Z iig topolojik uzay olsun.
(XxY)xZ
topolojik uzayiyla
Xx(YxZ)
topolojik uzaylari arasinda hem kendi hem de ter-
si stirekli olan bir esleme oldugunu, yani uzaylarin
homeomorfik olduklarini gosterin.
8. s(x,y) = x + y kuraliyla tanimlanmig
s:RxR->R
fonksiyonuyla, m(x, y) = xy kuraliyla tanimlanmis
m:RxR—->R
fonksiyonunun surekli olduklarini kanitlayin. Bu
fonksiyonlar acik mudirlar (bkz. alistirma 3)?
9. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ve B sira-
styla X ve Y’nin altkiimeleri olsun.
A° x B® = (A x B)°
esitligini kanitlayin.

Bircok Fonksiyonu Aym1 Anda Siirekli Kilmak
ve Carpim Topolojisi. X bir kiime, (X;);<; bir to-
polojik uzay ailesi ve

(fi: X = Xilier
bir fonksiyon ailesi olsun. X tizerinde f; fonksiyon-
larinin her birini stirekli kilan en kaba topoloji - el-
bette,

{fir/ WU) i eI, UcX;, Uagk}
kiimesiyle tiretilen topolojidir. Bu kiime bu topolo-
jinin bir 6ntabanidir ama illa bir tabani olmayabilir.
Topolojinin bir tabanini bulmak i¢in, bu éntabanin
kiimelerinin sonlu kesisimlerini almak gerekir: Her
ne N, heriy,...,i,eLherj=1,..,nve Xz-/’nin her
U;, acik altkiimesi icin, X’in

fi MU 0 f, U UL o e f ZHU; )
bi¢iminde yazilan altkiimelerinden olusan kiime,
bu topolojinin bir tabanidir.

Bu dediklerimizi,

X =1L X
kartezyen ¢arpimina ve
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;X > X
izdistim fonksiyonlarina uygulayalm. 7; izdiisim
fonksiyonlarinin,
T((X)ier) = %;
olarak tanimlandigini animsatalim. Yukarda agik-
lanan yontemle elde edilen topolojiye carpim topo-
lojisi ya da Tychonoff topolojisi denir. Onemli ve
belki ilk bakigsta kavranmasi gii¢ bir tanim oldu-
gundan, bu topolojinin tabanini daha agik bir bi-
cimde gosterelim.
0, U;) = ((xieg € Tlicy X0 x5, € Uy)

oldugundan, carpim topolojisinin tabani, her 7 € N,

her 7y, ..., i, € I ve X;’nin her U; acik altkiimesi
icin, I'l,_; X; kartezyen carpimimn

{(x;);e1 € IT X;:her1<j<micin x; € U,-/,}
turtinden yazilan altkimelerinden olusur. Bunlar

da aynen I'1

ij’inci koordinati U, ’de olan altkiimeleridir. Daha

iel

;e1 X; kimesinin her j = 1, 2, ..., n i¢in

]
sade ve sik bir gosterimle, I1;_; X; uzaymn taba-

iel
ni, sadece sonlu tane i € I icin U; # X; oldugu,

Kartezyen Carpim

Bir (X;);c; kiime ailesi verilmis olsun. (Bir
kiime ailesi aslinda sadece bir fonksiyondur;
(X;);c; kiime ailesi de, tanim kiimesi I olan ve
her i € I elemaninda X; degerini alan bir fonk-
siyondur.)

I1,_; X, kartezyen carprminin matematiksel
tanimui soyledir:

{x:I>\U; 1 X;:her i e I i¢in x(i) € X}}.

Eger x € 1, X; ise, x(i) yerine x; yazilir ve
x;ye x’in i’inci koordinatr adi verilir. x fonksiyo-
nu aldig1 degerler tarafindan belirlendiginden, ¢o-
gu zaman x yerine (x;);cy yazilir.

Eger her i € I i¢cin X; kiimesi bos degilse,
I1,.; X; kartezyen carpimi da boskiime olmaz.
Ama bunu kanitlamak i¢in Se¢im Beliti’ne ihtiyac¢
vardir: Eger x : I — U, X; fonksiyonu (X;);c;
ailesinin bir secim fonksiyonuysa, yani her i € I
I, X;

i¢in x(i) € X; oluyorsa, o zaman (x(7));.J,

kartezyen carpiminin bir elemanidir.

Alistirma. (X;);.; bir kiime ailesi ve A say1-
labilir bir kiime olsun. Her i € I i¢cin, A N X; #
& varsayimini yapalim. O zaman Se¢im Beliti’ni
kullanmadan IT;_; X; kiimesinin bos olmadig-
n1 kanitlayin.
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X;’nin U; agik altkiimeleri igin,
I, U;
biciminde yazilan altkiimelerden olusur.
Ornegin, I = N ve her i e I icin, X; = R ise,
HieN R=RxRxRx...
kiimesinin
(0, 1) x Rx R x...
Rx(0,1)x RxR x...
(0,1)x (0, 1) x Rx R x ...
altkiimeleri tabanin birer elemanidir ve dolayisiyla
aciktirlar ama
IT,_x (0, 1) = (0, 1) x (0, 1) x (0, 1) x ...
altkiimesi ¢arpim topolojisinde agik degildir.

Teorem 5. A bir topolojik uzay, (X;);c1 bir to-

polojik uzay ailesi ve
A>T X
bir fonksiyon olsun. O zaman f’nin siirekli olma-
st icin gerek ve yeter kosul, her i € I icin
fizmie f: A= X;

fonksiyonlarimn siirekli olmalaridir.

Kanit: Aynen Teorem 1 gibi. Okura alistirma
olarak burakilmigtir. O

Carpim topolojisinde dizi yakinsakligi gayet
hostur:

Teorem 6. Her n € N icin, x,, € L 1;_; X; olsun.
Xy, = (%, j)ies Olsun. Ayrica a = (a;);cy olsun. O za-

man, a’min (x,,), dizisinin (L1,.; X;nin carpim to-
polojisinde) bir limiti olmasi icin her i € 1 igin
ajnin (x,, ), dizisinin limiti olmasi gerek ve yeter
kosuldur. Yani I1,_; X; topolojik uzaymda dizi ya-
kinsakligr, dizinin koordinatlarnun yakmsakligina
esdegerdir.

Kamit: Izdiigiim fonksiyonlar: siirekli oldukla-
rindan sayfa 39’daki Teorem 2’ye gore, kosul ge-
reklidir. $imdi her i € [ i¢in g;'nin (x,, ;),, dizisinin
limiti oldugunu varsayalim. U, @’y1 iceren bir acik
kiime olsun. Yeterince buyuk 7 gostergegleri igin,
x,, elemanlarinin Unun i¢ine distiigiini gosterece-
giz. U temel agik altkimelerin bilesimi oldugundan,

aeVcU
ozelliklerini saglayan bir V temel agik kiimesi var-
dir. V’yi betimleyelim: Diyelim, iy, ..., i, € I ve U,
c Xjp» -+ Uj, € X, acik altkiimeleri igin
eger j=1,..., k igin i = i; ise

Ui
Yi =
X; diger hallerde
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ve
aev=Il,v,cU.
Herj =1, ..., k i¢in, jis (%) dizisinin limiti ol-
dugu icin, dyle bir N; vardir ki her # > N; icin Xp,i;
S UZ»/_ olur. Simdi N = max{N y, ..., N} olsun. O za-
man 7 > N i¢in
jelliYi=veu
olur. Teorem kanitlanmugtir.

Xn = (xn,i)z'e

[

Kutu Topolojisi. (X;);c; topolojik uzaylarinin
kartezyen carpimui tizerinde ilk bakista ¢ok daha
dogal gelebilecek, hatta galiba gercekten daha do-
gal olan bir baska topoloji daha tanimlanabilir:
Eger her 7 i¢in U; c X aciksa, temel acik kimeler,

I
tiriinden yazilan kiimeler olsun ve agik kiimeler de
bu tiir kiimelerin her tiirlii bilesimi olsun. Boylece
kartezyen ¢arpim tizerinde bir topoloji elde ederiz.
Kutu topolojisi denilen bu topolojiyle ¢arpim topo-
lojisi arasinda eger I sonluysa bir ayrim yoktur, ama
eger I sonsuzsa, 0 zaman ¢ogu zaman kutu topolo-
jisi carpim topolojisinden kesinlikle daha zengindir.
Ornegin I = N ise, kutu topolojisinde agik olan
HneN (0, 1)
ktumesi, kartezyen carpimda acik degildir. #

Alistirmalar

10. X bir Hausdorff uzayiysa,

X x X \{(x,x):x € X}
altkiimesinin acik oldugunu kanitlayin. Eger bu
ktime aciksa X’in Hausdorff olmasi gerektigini ka-
nitlaym.

11. (X;);c}, sonsuz bir topolojik uzay ailesi ol-
sun. X;nin bir U; acik kiimesi icin, [ T,_; X; kiime-
sinin [ I;_; U, biciminde yazilan altkiimelerine agik
diyelim. Bunun, Tychonoff topolojisini igeren bir
topoloji oldugunu ama Tychonoff topolojisinden
daha ince oldugunu kanitlayin.

12. I'l;_; X; topolojik uzaymin Hausdorff ol-
mast i¢in her X;’nin Hausdorff olmasinin gerek ve
yeter oldugunu gosterin.

13. Izdiisiim fonksiyonlarinin agik fonksiyon
olduklarini (yani agik kiimeleri agik kiimelere go-
turduklerini) gosterin.

14. 1 =] U K olsun.

Iy X~ Iy X x Ik X

topolojik denkligini kanitlayin. #



