
exp x say›s›n›, MD-2007-IV, sayfa 28’de,

olarak tan›mlam›flt›k. Bu yaz›n›n amac› için, exp x’i

yukardaki gibi bir seri olarak görmek yerine, bir “bi-

çimsel kuvvet serisi”, yani katsay›lar› bir zaman son-

ra 0 olmak zorunda olmayan bir tür “sonsuza kadar

uzay›p giden polinom” olarak görebiliriz [MD-

2004-II, sayfa 32-38]. Bu biçimsel kuvvet serisinin

katsay›lar›  ’dedir elbette. Yani e¤er istersek,

exp x   [[x]]

varsay›m›n› yapabiliriz. Analizde biraz daha ileri

seviyede olan okur, exp x ’i bir fonksiyon olarak

al›p yukardaki eflitli¤i exp x ’in Taylor serisi olarak

da görebilir. Dedi¤imiz gibi bu bak›fl aç›lar›n›n hiç-

biri bu yaz› için farketmeyecek. Ama biz exp x’i da-

ha çok bir kuvvet serisi olarak görme taraftar›y›z.

fiimdi

ifadesine bakal›m. Bu ifadeyi biraz açmam›z gere-

kir, çünkü ne demek oldu¤u pek belli de¤il. E¤er

bu ifadeyi bir fonksiyon olarak görmek istersek,

x = 0 durumunda ne anlama geldi¤ini aç›klamal›-

y›z. Süreklili¤i korumak amac›yla, x = 0 ise fonksi-

yonu 1 olarak tan›mlayal›m, çünkü

dir. (Neden?) Ama daha da do¤rusu bu ifadeyi

biçimsel bir Laurent serisi, yani biçimsel bir kuvvet

serisi (yani x) bölü bir baflka biçimsel kuvvet serisi

(exp x ! 1) olarak görmektir. Biraz hesap yaparsak

payday› ortadan kald›r›p bu ifadeyi bir Laurent seri-

si yerine biçimsel bir kuvvet serisi olarak yazabiliriz:

En sondaki ifadenin paydas›nda bulunan kuvvet se-

risinin tersi vard›r, çünkü sabit say›s› 1’dir ve sabit

say›s› tersinir olan kuvvet serileri tersinirdir (yani

çarp›msal tersleri de kuvvet serileridir, MD-2004-II,

sayfa 34, Teorem 2). Nitekim,

olur. Sa¤ taraftaki sonsuz toplam fazla korkutmas›n

(biraz korkutabilir ama!) çünkü bu toplam sonsuz

bile olsa x ’in her kuvvetinin katsay›s› hesaplanabi-

lir. Örne¤in, x3’e kadar olan katsay›lar› hesapla-

mak için “modülo x4” çal›fl›p, yani x4 = 0 eflitli¤ini

varsay›p, sadece

polinom çarp›m›n› hesaplamak yeterlidir. [Bkz.

MD-2004-II, sayfa 35, Önsav 4.]

Demek istedi¤imiz flu ki, 

ifadesi (kuvvet serisi olarak, ama fonksiyon olarak

da)

ifadesine eflittir. Biraz zahmetle de olsa bu ifadenin

ilk birkaç terimini hesaplayabiliriz:

Okura bu terimlerin birkaç›n› elle hesaplamas›n›

tavsiye ederiz. Her ö¤renci bu tür hesaplar› haya-

t›nda birkaç kez yapmal›d›r.

Sonuç olarak, (1) ifadesi asl›nda biçimsel bir

kuvvet serisidir. Bu biçimsel kuvvet serisinin katsa-
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Bernoulli Say›lar› Üzerine
Ali Nesin / anesin@bilgi.edu.tr



y›lar›n› Bk/n! olarak yazal›m:

Bk say›lar›na, bu say›lar› ilk bulan kifli olan Ja-

cob Bernoulli’nin onuruna 
����������	
��	��de-

nir. ‹lk Bernoulli say›lar› flöyledir:

B0 = 1,

B1 = !1/2,

B2 = 1/6,

B4 = !1/30,

B6 = 1/42,

B8 = !1/30,

B10 = 5/66,

B12 = !691/2.730,

B14 = 7/6,

B16 = !3.617/510,

B18 = 43.867/798,

B20 = !174.611/330.

Birazdan kan›tlayaca¤›m›z üzere, n > 1 bir tek

say›ysa, Bn = 0’d›r.

San›ld›¤›n›n tersine Bernoulli say›lar›n› hesap-

lamak için kapal› formüller vard›r, ama bildi¤im

kadar›yla bu formüllerin hiçbiri basit de¤ildir. Ya-

ni Bernoulli say›lar›n› hesaplamak kolay de¤ildir.

Matemati¤in hemen hemen her dal›nda karfl›-

lafl›l›r Bernoulli say›lar›yla: Say›lar kuram›nda (Ri-

emann zeta fonksiyonunda ya da birazdan görece-

¤imiz üzere 1’den n’ye kadar olan do¤al say›lar›n

k’›nc› kuvvetlerinin toplam›nda), analizde (tanjant

fonksiyonunun Taylor serisinde ya da Euler-Mac-

Laurin formülünde), topolojide (Kervaire-Milnor

formülünde) ve kombinatorikte. 

Teorem 1. E¤er k > 1 bir tek say›ysa, o zaman

Bk = 0 olur.

Kan›t: Basit bir hesap yapal›m önce:

Yukardaki ifadeleri ister fonksiyon olarak, ister

biçimsel kuvvet serisi olarak görün, farketmez. En

sa¤daki ifadede x yerine !x koyarsak, ifade de¤ifl-

mez. Demek ki soldaki ifade de bu de¤iflimden etki-

lenmez. Ama B1 = !1/2 oldu¤undan, soldaki ifade,

ifadesine eflittir. Bütün bunlardan,

eflitli¤i ç›kar. Ama iki biçimsel kuvvet serisi, ancak

ve ancak ayn› katsay›lara sahipse eflittir. Demek ki,

k tekse ve 1’den de¤iflikse,

yani Bk = 0 olur. n

fiimdi Bk’lar› tümevar›mla hesaplamaya yara-

yacak bir formül bulal›m:

Teorem 2. Her n > 1 için

olur.

Kan›t: Kolay bir hesap:

eflitli¤inden

ç›kar. Bunu açarsak,

elde ederiz. ‹fadelere biçimsel kuvvet serisi muame-

lesi çekip her iki taraf›n katsay›lar›n› eflitledi¤imiz-

de n ≥ 2 için,

elde ederiz. n

Yukardaki teoremden tümevar›mla,

n!Bn!1  !
iliflkisi kolayl›kla elde edilir, yani Bn say›lar› pay-

das›nda (n + 1)! olan kesirli say›lard›r. Ama biraz-

dan bundan çok daha güçlü bir teorem kan›tlaya-

ca¤›z.
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Bernoulli say›lar› 

Sk(n) = 1k + 2k + ! + (n ! 1)k

toplamlar›n› bulmada çok ifle yararlar:

Teorem 3. Her k ≥ 0 ve n > 1 için

olur.

Daha aç›k biçimde yazacak olursak, teorem,

Sk(n) say›lar›n›n

biçiminde yaz›ld›¤›n› söylüyor.

Teorem 3 Üzerine Notlar:
1) Sk(n) = 1k + 2k + ! + (n ! 1)k toplam›nda,

yazmad›¤›m›z 0k’y› da sayarsak tam n tane say›

var. Öte yandan, teoremdeki formülde toplanacak

k tane terim var. 

2) Sk(n) = 1k + 2k + ! + (n ! 1)k ifadesinin po-

linoma benzer bir yan› yok. Bu ifadede n yerine x

koymak ancak bir ç›lg›nl›k belirtisi olarak görülebi-

lir. Öte yandan, teoremdeki formülde n’yi bir de-

¤iflken olarak al›rsak, bu ifadenin bir polinom ol-

du¤unu görürüz. 

Oldukça flafl›rt›c›.

3) Teorem sayesinde, (Bi)i dizisini bilirsek Sk(n)

say›lar›n› bir ç›rp›da hesaplayabiliriz.

Teorem 3’ün Kan›t›: Her fley basit bir hesaptan

ç›k›yor asl›nda. Bir yandan

eflitli¤i, öte yandan,

eflitli¤i geçerli. Katsay›lar› eflitleyerek,

yani
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Kuvvetlerin Toplam›
1’den n’ye kadar olan do¤al say›lar›n k’›nc›

kuvvetlerinin toplam› eski ça¤lardan beri mate-

matikçileri meflgul etmifltir. Bu konuda çal›flan

öncü matematikçilerden baz›lar›: Pisagor (MÖ

~572-497), Arflimet (MÖ 287-212), Hintli Ar-

yabhata (do¤umu 476), ‹ranl› Ebubekir el Kara-

c› (do¤umu 1019), M›s›rl› Al Haytam (965-

1039).

‹ngiliz matematikçi Thomas Hariot (1560-

1621), dördüncü kuvvetlere kadar olan toplam-

lar› veren simgesel bir formül bulan ilk matema-

tikçi olmufltur. 1631’de, Alman Johann Faulha-

ber (1580-1635) Academia Algebra adl› kitab›n-

da toplamlar› 17’nci kuvvete kadar hesaplam›fl-

t›r. ‹sviçreli matematikçi Jacob Bernoulli (1654-

1705), sabit bir B0, B1, B2, B3, ... dizisi kullana-

rak kuvvetlerin toplam›n› tek elden veren bir

formül bulan ilk matematikçi olmufltur. Formü-

lü buldu¤unda, bir mektubunda “Bu cetvel (ya-

ni Bk dizisi) sayesinde, 1000’e kadar olan say›la-

r›n onuncu kuvvetlerinin toplam›n›n

91.409.924.241.424.243.424.241.924.242.500

oldu¤unu bulmak bir çeyrek saatin yar›s›ndan

daha az zaman›m› ald›,” diye yazm›flt›r.



elde ederiz. Bu formülde i yerine k ! i al›rsak, ko-

layl›kla teoremdeki formülü buluruz. n

Teorem 2’den, n !Bn!1  ! sonucunu elde et-

mifltik, yani Bn’yi paydas›nda (n + 1)! olan bir say›

olarak yazabiliriz. fiimdi bundan daha güçlü bir

sonuç elde edece¤iz: Bn , paydas›nda 

olan bir kesirli say›d›r. Yazar, sonucun öneminden

çok kan›t›n güzelli¤inden etkilendi¤ini itiraf eder!

Teorem 4 [von Staudt-Clausen 1840]. E¤er k

bir çift say›ysa, o zaman,

olur.

Afla¤›da, formülün do¤rulu¤una delil olarak

birkaç örnek sunduk.

Teorem 4’ün kan›t› uzun sürecek. Önce bir ta-

n›m gerekiyor; ard›ndan birkaç yard›mc› sonuç ka-

n›tlayaca¤›z. 

p bir asal say› olsun. E¤er q 2 0 bir kesirli sa-

y›ysa, p’ye bölünmeyen a ve b tamsay›lar› ve bir n

tamsay›s› için,

olur. n tamsay›s› q taraf›ndan belirlenmifltir. Bu

durumda,

valp(q) = n

yazal›m. Ayr›ca 

valp(0) = $
tan›m›n› yapal›m. Böylece

valp :  . ! 4 {$}

bir fonksiyon olur. Birkaç örnek verelim:

valp(1) = valp(1) = 0,

val3(9/7) = 2,

val7(9/7) = !1,

val2(9/7) = 0,

val5(250/7) = 3,

valp(pn) = n.

E¤er her x  ! ve her n  # \ {0} için, 

x + $ = $ + x = $, x < $, n$ = $
varsay›mlar›n› yaparsak, bu fonksiyonun flu özel-

likleri vard›r:

valp Fonksiyonunun Özellikleri: Her a ve b ke-

sirli say›s›, her n > 0 do¤al say›s› ve her p asal say›-

s› için flu özellikler geçerlidir:

i. valp(a) = $ 5 a = 0,

ii. a  !5 Her p asal say›s› için valp(a) ≥ 0,

iii. valp(1) = valp(!1) = 0,

iv. valp(a) = valp(!a),

v. valp(ab) = valp(a) + valp(b),

vi. valp(a!1) = !valp(a),

vii. valp(an) = n·valp(a),

viii. valp(a + b) ≥ min{valp(a), valp(b)},

ix. E¤er valp(a) 2 valp(b) ise,

valp(a + b) = min{valp(a), valp(b)}.

Kan›t: Bunlar›n her birinin kan›t› kolayd›r ve

okura b›rak›lm›flt›r. n

v ve viii özellikleri iki say›dan n say›ya genellefl-

tirilebilir elbet. 

Önemli bir olgu s›k›flt›ral›m araya: (i, iii, vii)

özellikleri sayesinde, e¤er 6" (0, 1) ise 

d(a, b) = 6valp(n)

tan›m›  üzerine bir metrik verir; genellikle 6 = 1/p

al›n›r. (Bkz. sayfa 35, Örnek 13.)

Teorem 4’ün kan›t›nda kullanaca¤›m›z bir so-

nucu kan›tlayal›m flimdi.

Bundan böyle p bir asal ve k > 0 bir do¤al sa-

y›y› temsil edecek.
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Önsav 5. m > 0 bir do¤al say›ysa

Sk(pm+1) 8 pSk(pm) mod pm+1

olur. 

Kan›t: E¤er k = 1 ise sonuç kolay ve okura b›-

rak›lm›flt›r. Bundan böyle k > 1 olsun. E¤er k tek

ise, sonuç Teorem 1’den ç›kar. Bundan böyle k’n›n

çift oldu¤unu varsayal›m. E¤er 0 ≤ i < pm+1 ise, i’yi

pm’ye bölerek, bir ve bir tek 0 ≤ u < p ve 0 ≤ v <

pm özelliklerini sa¤layan (u, v) çifti için 

i = upm + v

elde ederiz. Bu olguyu kullanarak Sk(pm+1) say›s›n›

mod pm+1 hesaplayal›m.

E¤er p 2 2 ise sonuç hemen ç›kar. E¤er p = 2

ise, sonuç k’n›n çift olmas›ndan ç›kar. n

Sonuç 6. n, m > 0 do¤al say› olsunlar. O zaman

olur.

Kan›t: Bir önceki önsava göre, her m > 0 için,

olur. Sonuç (teleskopik toplamlar sayesinde), bun-

dan hemen ç›kar. n

Kan›t: Teorem 3’e göre

Demek ki,

fiimdi burada n yerine pn alal›m:

Dolay›s›yla,

olur. fiimdi iki taraf›n da valp’sini alaca¤›z. Sa¤ ta-

raftaki 

katsay›lar›n›n valp’lerinin en küçü¤üne v diyelim.

O zaman, valp’nin v ve viii özelliklerinden dolay›

olur. Demek ki n’yi yeterince büyük seçerek,

say›s›n› diledi¤imiz kadar büyük, örne¤in pozitif

yapabiliriz. Böyle bir n seçelim. Ayr›ca, Sonuç 6’ya

göre,

olur. Son iki sonucu bir araya getirerek ve viii özel-

li¤ini kullanarak istedi¤imiz sonucu elde ederiz. n

Kan›t: p bir asal oldu¤undan, !/p! sonlu (p

elemanl›) bir cisimdir. Dolay›s›yla 

(!/p!)* = !/p! \ {0}, 

kümesi, çarpma alt›nda, p ! 1 elemanl› döngüsel

bir gruptur [MD-2004-I, sayfa 16, Sonuç 4]. Dola-

y›s›yla e¤er p ! 1 say›s› k’y› bölmüyorsa, (!/p!)*

grubunun k’›nc› kuvveti 1 olmayan bir eleman›

vard›r. Bu eleman›n !’deki bir temsilcisine a diye-

lim. O zaman,

olur. Ama ak  0 mod p. Dolay›s›yla bu durumda

Sk(p) 8 0 mod p olur.

fiimdi p ! 1’in k’y› böldü¤ünü varsayal›m. O za-

man her i  !/p! \ {0} için ik = 1 olur. Dolay›s›yla,

olur. n
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Sonuç 9. E¤er p ! 1, k’y› bölmüyorsa Sk(pn)/pn

 !. Aksi halde Sk(pn)/pn + 1/p  !.

Kan›t: Sonuç 6’n›n m = 1’e uygulanmas›ndan

ve Önsav 8’den hemen ç›kar.

Sonuç 10. E¤er p ! 1, k’y› bölmüyorsa valp(Bk)

≥ 0. Aksi halde valp(Bk + p!1) ≥ 0. 

Kan›t: Sonuç 7’ye göre

E¤er p ! 1, k’y› bölmüyorsa, Sonuç 9’a göre,

Sk(p)/p  !,

yani

valp(Sk(p)/p) ≥ 0.

Dolay›s›yla,

E¤er p ! 1, k’y› bölüyorsa, Sonuç 9’a göre,

Sk(p)/p + 1/p  !,

yani

valp(Sk(p)/p + 1/p) ≥ 0.

Dolay›s›yla, 

‹stedi¤imizi kan›tlad›k. n

Teorem 4’ün Kan›t› [Witt]: Wk say›lar› flöyle

tan›mlans›n:

p herhangi bir asal olsun. 

E¤er p ! 1 say›s› k’y› bölüyorsa, yani Wk’n›n

yukardaki tan›m›ndaki toplamda yer al›yorsa, o

zaman, Sonuç 10’a göre,

olur.

E¤er p ! 1 say›s› k’y› bölmüyorsa, yani Wk’n›n

yukardaki tan›m›ndaki toplamda yer alm›yorsa, o

zaman, gene Sonuç 10’a göre,

olur.

Demek ki p hangi asal say› olursa olsun,

valp(Wk) ≥ 0.

Bu da aynen Wk  ! demektir. Teorem 4’ün kan›-

t› bitmifltir. n
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