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exp x sayisini, MD-2007-1V, sayfa 28’de,

0 xi

i=0 4!

olarak tanimlamigtik. Bu yazinin amaci igin, exp x’i

expx =

yukardaki gibi bir seri olarak gormek yerine, bir “bi-
cimsel kuvvet serisi”, yani katsayilari bir zaman son-
ra 0 olmak zorunda olmayan bir tiir “sonsuza kadar
uzayip giden polinom” olarak gorebiliriz [MD-
2004-I1, sayfa 32-38]. Bu bicimsel kuvvet serisinin
katsayilar1 Q’dedir elbette. Yani eger istersek,
exp x € Q[[x]]
varsayimini yapabiliriz. Analizde biraz daha ileri
seviyede olan okur, exp x’i bir fonksiyon olarak
alip yukardaki esitligi exp x’in Taylor serisi olarak
da gorebilir. Dedigimiz gibi bu bakis acilarinin hig-
biri bu yazi i¢in farketmeyecek. Ama biz exp x’i da-
ha ¢ok bir kuvvet serisi olarak gorme taraftariyiz.
Simdi

_r (1)

expx—1
ifadesine bakalim. Bu ifadeyi biraz agmamiz gere-
kir, ¢inkii ne demek oldugu pek belli degil. Eger
bu ifadeyi bir fonksiyon olarak gormek istersek,
x = 0 durumunda ne anlama geldigini aciklamali-
yiz. Strekliligi korumak amaciyla, x = 0 ise fonksi-

yonu 1 olarak tanimlayalim, ¢iinkii

lim —* -

0 expx—1

dir. (Neden?) Ama daha da dogrusu bu ifadeyi
bigimsel bir Laurent serisi, yani bigimsel bir kuvvet
serisi (yani x) bolii bir bagka bigimsel kuvvet serisi
(exp x — 1) olarak gormektir. Biraz hesap yaparsak
paydayi ortadan kaldirip bu ifadeyi bir Laurent seri-
si yerine big¢imsel bir kuvvet serisi olarak yazabiliriz:

X _ X _ X
expx—1 o & | e i
i=0 1 i=1 1
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En sondaki ifadenin paydasinda bulunan kuvvet se-
risinin tersi vardir, ¢linkii sabit sayis1 1°dir ve sabit
sayisi tersinir olan kuvvet serileri tersinirdir (yani
carpimsal tersleri de kuvvet serileridir, MD-2004-11,
sayfa 34, Teorem 2). Nitekim,

1

o0 xi
1+zi=1(z’+1)!
—1_ 0 xi N Zoo xi i

- i=1 (i +1)! =1+ 1)!

i 3 ; 4
_ 00 X o0 X _
[ i=1(i+1)!] +[ izl(i+1)!j

olur. Sag taraftaki sonsuz toplam fazla korkutmasin

(biraz korkutabilir ama!) ¢tinki bu toplam sonsuz
bile olsa x’in her kuvvetinin katsayisi hesaplanabi-
lir. Ornegin, x3’e kadar olan katsayilar1 hesapla-
mak icin “modiilo x*” calisip, yani x4 = 0 esitligini
varsayip, sadece

3 X 5 oA ) oA )
= (B (2]
polinom ¢arpimini hesaplamak yeterlidir. [Bkz.
MD-2004-1I1, sayfa 35, Onsav 4.]

Demek istedigimiz su ki,
_r
expx—1

ifadesi (kuvvet serisi olarak, ama fonksiyon olarak

da)

i i V2 i)
1— 0 X n 0 X _ 0 X
( i—l(i+1)!] [ i—l(z'+1)!j [ i—l(z'+1)!]

i\ i)
+ * X - - X +
[ i—l(i+1)!J [ i—l(i+1)!J

ifadesine esittir. Biraz zahmetle de olsa bu ifadenin

ilk birkag terimini hesaplayabiliriz:

x ¥’ x x° P 5x10

T2 6xat 30x41 " 42x60 30x81 " 66x101
Okura bu terimlerin birkagini elle hesaplamasini

1

tavsiye ederiz. Her 0grenci bu tir hesaplari haya-
tinda birkag kez yapmalidir.

Sonug olarak, (1) ifadesi aslinda bicimsel bir
kuvvet serisidir. Bu bicimsel kuvvet serisinin katsa-
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yilarint By/n! olarak yazalim:

N L

x o o x ® x
—_— = = B _.
expx—1 Zi0£ il(z’+l)!] k=0"K &t

By, sayilarina, bu sayilari ilk bulan kisi olan Ja-

cob Bernoulli’nin onuruna Bernoulli sayilar: de-
nir. Ilk Bernoulli sayilar1 soyledir:

By =1,
By =-1/2,

B, = 1/6,

By = -1/30,

B = 1/42,

Bg = -1/30,

By = 5/66,

By, = —691/2.730,
Byy =716,

By = -3.617/510,
Big =43.867/798,
B,g = -174.611/330.

Birazdan kanitlayacagimiz tzere, n > 1 bir tek
sayiysa, B,, = 0°dur.

Sanildiginin tersine Bernoulli sayilarini hesap-
lamak i¢in kapali formiller vardir, ama bildigim
kadariyla bu formillerin higbiri basit degildir. Ya-
ni Bernoulli sayilarini hesaplamak kolay degildir.

Matematigin hemen hemen her dalinda karsi-
lagilir Bernoulli sayilariyla: Sayilar kuraminda (Ri-
emann zeta fonksiyonunda ya da birazdan gorece-
gimiz tizere 1’den 7’ye kadar olan dogal sayilarin
k’inct kuvvetlerinin toplaminda), analizde (tanjant
fonksiyonunun Taylor serisinde ya da Euler-Mac-
Laurin formiiliinde), topolojide (Kervaire-Milnor
formiiliinde) ve kombinatorikte.

Teorem 1. Eger k > 1 bir tek sayrysa, o zaman
By, =0 olur.

Kanut: Basit bir hesap yapalim once:
ngf(#ﬂ}ﬁ.w
expx—1 2 2\expx-1 2 expx—1
exp(—x/2) expx+1

exp( x/2) expx—1
xp(x/2)+ exp(—x/2)
Xp(

x/2)—

NIR R

exp(-x/2)"

Yukardaki ifadeleri ister fonksiyon olarak, ister
bicimsel kuvvet serisi olarak goriin, farketmez. En
sagdaki ifadede x yerine —x koyarsak, ifade degis-
mez. Demek ki soldaki ifade de bu degisimden etki-
lenmez. Ama By = —1/2 oldugundan, soldaki ifade,

k
2By
k;tlkk!

ifadesine esittir. Biitiin bunlardan,

k k
X (—x)
Zk;tl By F h Zkil By k!

esitligi cikar. Ama iki bigimsel kuvvet serisi, ancak
ve ancak ayni katsayilara sahipse esittir. Demek ki,
k tekse ve 1’den degisikse,

BB

BB
yani By, = 0 olur. O

Simdi By’lar1 timevarimla hesaplamaya yara-
yacak bir formiil bulalim:

Teorem 2. Her n > 1 icin
n-1|n
Zkzo(ijk = 0
Kanut: Kolay bir hesap:

expx — expx—1 k=0 "

esitliginden
© B
=Tt o)

¢ikar. Bunu acarsak,
(S Be &
*= [ k=0 pt ¥ j(e 1)

(> Be k) § x

k=0 o =
® By n
- nl(zlufn,/Zlex

n n

_Zn 1 z ol  Be |

elde ederiz. Ifadelere bicimsel kuvvet serisi muame-

olur.

lesi cekip her iki tarafin katsayilarini esitledigimiz-

ZZ:)[ZJBk =0

de 7 > 2 igin,

elde ederiz.

Yukardaki teoremden tiimevarimla,
n'B, 1 €2
iligkisi kolaylikla elde edilir, yani B,, sayilari pay-
dasinda (7 + 1)! olan kesirli sayllardlr Ama biraz-
dan bundan ¢ok daha giglu bir teorem kanitlaya-
cagiz.

114



Matematik Diinyasi, 2009-11I-1V

Bernoulli sayilar
Spln) = 1k + 2k oo g (n — 1)k
toplamlarini bulmada ¢ok ige yararlar:

Teorem 3. Her k>0 ve n > 1 icin

)

olur.

B:

1

k+1-i
—n
k+1-i

Sk(n)

Daha agik bigimde yazacak olursak, teorem,
Sp(n) sayilarinin

k k

[OJ By nk+1+[ Bi k B,

et o e

bigiminde yazildigin1 soyliryor.

k
k

_ B
k-1 B 1

1

Kuvvetlerin Toplami

1’den 7’ye kadar olan dogal sayilarin £’mnct
kuvvetlerinin toplami eski ¢aglardan beri mate-
matikgileri mesgul etmistir. Bu konuda ¢alisan
oncii matematikgilerden bazilari: Pisagor (MO
~572-497), Argimet (MO 287-212), Hintli Ar-
yabhata (dogumu 476), Iranli Ebubekir el Kara-
¢l (dogumu 1019), Misirh Al Haytam (965-
1039).

Ingiliz matematik¢i Thomas Hariot (1560-
1621), dordincii kuvvetlere kadar olan toplam-
lar1 veren simgesel bir formiil bulan ilk matema-
tik¢i olmustur. 1631°de, Alman Johann Faulha-
ber (1580-1635) Academia Algebra adli kitabin-
da toplamlari 17’nci kuvvete kadar hesaplamis-
tir. Isvicreli matematikci Jacob Bernoulli (1654-
1705), sabit bir B, By, By, B3, ...
rak kuvvetlerin toplamini tek elden veren bir

dizisi kullana-

formiil bulan ilk matematik¢i olmustur. Formii-
li buldugunda, bir mektubunda “Bu cetvel (ya-
ni By, dizisi) sayesinde, 1000’e kadar olan sayila-
rin onuncu kuvvetlerinin toplaminin

91.409.924.241.424.243.424.241.924.242.500
oldugunu bulmak bir ¢eyrek saatin yarisindan

daha az zamanimi aldi,” diye yazmustir.

Teorem 3 Uzerine Notlar:
1) Sp(n) = 1k 4+ 2k 4
yazmadigimiz 0R’y1 da sayarsak tam 7 tane sayi

+ (n — 1)k toplaminda,

var. Ote yandan, teoremdeki formiilde toplanacak
k tane terim var.

2) Sp(n) = 1k + 2k +
linoma benzer bir yani yok. Bu ifadede 7 yerine x

+ (n — 1)k ifadesinin po-
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koymak ancak bir cilginlik belirtisi olarak gortilebi-
lir. Ote yandan, teoremdeki formiilde 7’yi bir de-
gisken olarak alirsak, bu ifadenin bir polinom ol-
dugunu goriiriiz.

Y

Oldukca sasirtici.

B ki1
re1oic QA

Sk (x)
3) Teorem sayesinde, (B;); dizisini bilirsek Sj(72)
sayilarini bir ¢cirpida hesaplayabiliriz.

Teorem 3’iin Kaniti: Her sey basit bir hesaptan
¢ikiyor aslinda. Bir yandan

2x

R (n-1)x =

1+e* +e

2

+e

© (nx)i

i=0

i

e

(ZH/‘:k o B, n”ljxk

k=0 (k +1 1! (Zi+i=k (:k:l)lv); ek Hl}’ck

k_oﬁ(zi+,_k (/e:—lJB/ . i+1Jxk
[Z (k * 1]Bk—i i i+l]xk

esitligi, ote yandan,

1
146 402X 4oig on=x :Z

S 0 LI ik

k=0

i=0 (j
o0

k=0

0!

0

5
5

o0

1
k=0 (k + 1)!

k
=0

0

n—1
i=0

x
/e
o0

kOkv

kO kv
1
k=0 J

1
k=0 p!

n-11

1k
i-0 | |©

»

— S (m)

o0

n-1 p b
i=0 ' )x

o0

esitligi gecerli. Katsayilar esitleyerek,

Z [k-i—l

) ]Bk_lnl-i-l

1

1
—Sp(n) =

(k+1)!

k
=0

1

yani
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k+1 i
elde ederiz. Bu formiilde i yerine k — 7 alirsak, ko-

1 E(k+1 -
Sk(n):— io( ) JBk_inH—l

laylikla teoremdeki formili buluruz. [

Teorem 2’den, n!B,_; € Z sonucunu elde et-
mistik, yani B,,’yi paydasinda (n + 1)! olan bir say1
olarak yazabiliriz. Simdi bundan daha giglu bir
sonug elde edecegiz: B,,, paydasinda

Hp asal ve p—1, n'yi bélerp

olan bir kesirli sayidir. Yazar, sonucun éneminden
cok kanitin giizelliginden etkilendigini itiraf eder!

Teorem 4 [von Staudt-Clausen 1840]. Eger k

bir cift sayrysa, o zaman,
1
By + zq asal ve g—1lk ; <

olur.

Asagida, formiilin dogruluguna delil olarak
birka¢ 6rnek sunduk.

Teorem 4’iin kaniti uzun siirecek. Once bir ta-
nim gerekiyor; ardindan birka¢ yardimci sonug ka-
nitlayacagiz.

p bir asal say1 olsun. Eger g # 0 bir kesirli sa-
ylysa, p’ye bolunmeyen a ve b tamsayilari ve bir 7

tamsayisi igin,

nd
a=r 5
olur. 7 tamsayisi g tarafindan belirlenmistir. Bu
durumda,
val,(q) = n
yazalim. Ayrica
val,(0) = o

tanimin yapalim. Boylece
val, : Q > Z U {o}

bir fonksiyon olur. Birkac 6rnek verelim:
val (1 ):Val( ) =0,

val3(9/7)
val(9/7) =
val,(9/7) =
Val5(250/7)
val,(p™) = n.

Eger her x € Z ve her n € N\ {0} i¢in,

X +00 =0+ X =00, X <00, 7700 = O
varsayimlarini yaparsak, bu fonksiyonun su 6zel-
likleri vardir:

val,, Fonksiyonunun Ozellikleri: Her a ve b ke-
sirli sayist, ber n > 0 dogal sayist ve her p asal sayi-
st icin su ozellikler gecerlidir:

1. valp(a) =< a=0,
ii. a € Z < Her p asal sayst icin valy(a) 2 0,
1) =0,
iv. val,(a) = val,(-a),
v. val,(ab) = val,(a) + val,(b),
vi. valy(a~1) = —val (a),
Vii. valp(a”) = n~valp(a),
viii. val,(a + b) 2 min{val,(a), val,(b)},

iii. val,(1) = val,(-

ix. Eger val,(a) # val,(b) ise,
valy(a + b) = min{val,(a), val,(b)}.
Kamit: Bunlarin her birinin kamiti kolaydir ve
okura birakilmistir. [

v ve viii ozellikleri iki sayidan 7 sayiya genelles-
tirilebilir elbet.

Onemli bir olgu sikistiralim araya: (i, iii, vii)
ozellikleri sayesinde, eger A € (0, 1) ise

d(a, b) = rval(n)

tanmimu1 Q izerine bir metrik verir; genellikle & = 1/p
alinir. (Bkz. sayfa 35, Ornek 13.)

Teorem 4’tin kanitinda kullanacagimiz bir so-
nucu kanitlayalim simdi.

Bundan boyle p bir asal ve k > 0 bir dogal sa-
yiy1 temsil edecek.
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Onsav 5. m > 0 bir dogal sayiysa
Sp(p™*1) = pSp(p™) mod pm+1
olur.

Kamit: Eger k = 1 ise sonug kolay ve okura bi-
rakilmigtir. Bundan boyle k& > 1 olsun. Eger k tek
ise, sonug Teorem 1°den ¢ikar. Bundan boyle k’nin
cift oldugunu varsayalim. Eger 0 <i < p™+1 ise, I’yi
p"™ye bolerek, bir ve bir tek 0 Su <pve 0 <v <
p ozelliklerini saglayan (u, v) ¢ifti icin

i=up” +v
elde ederiz. Bu olguyu kullanarak S;(p+1) sayisint
mod p™+1 hesaplayalim.

Sk(PmH) = ZO<KPW1 i

- Z‘4OSL¢<p,0£v<pm (up™ +v
(vk + kvk_lupm)

)k

= Z0£u<p,0£u<p”‘

_ k m k-1
B z0Su<p,0$1/<pm v +kp Z0Su<p,0£1/<pm veou

B k-1
=pSp(p™) + kp™ zogu<p,0§/<p’" v

m m k-1
)+ kp 20<v<pm v 20£u<pu

-1 _
—psip™) e kpn B A

0<v<p

Eger p # 2 ise sonug hemen ¢ikar. Eger p = 2

=pSe(p

ise, sonu¢ k’nin ¢ift olmasindan ¢ikar. [

Sonuc 6. 1, m > 0 dogal say: olsunlar. O zaman

Sel?” ) Selp™
olur.
Kanit: Bir onceki 6nsava gore, her m > 0 igin,

(™) s

m+1 m

p p

olur. Sonug (teleskopik toplamlar sayesinde), bun-

el

dan hemen cikar. O

Sonug 7. valp[Bk - Sk;p)j > 0.
Kanit: Teorem 3’e gore

k (k) B
Sk(n)zzi=0[iJk+1—in

k+1-i

Sen) Nk (R B g
" _Zi=0[ijk+l—in '

Simdi burada # yerine p” alalim:

Se") ok (K} B e
o _Zi=0[i kelil
Dolayisiyla,

Se") _p _NORL(R) B i)
" Be=2. (i kelil

olur. $imdi iki tarafin da val,’sini alacagiz. Sag ta-

raftaki
k) B;
i)k+1—1

katsayilarinin val,’lerinin en kii¢iigiine v diyelim.
O zaman, val,’nin v ve viii 6zelliklerinden dolay1

Sk(p”)
val, | =—=
P[ pn

olur. Demek ki 7’yi yeterince buyiik segerek,

Valp(sk(p ) Bkj
p”

sayisini diledigimiz kadar biyiik, 6rnegin pozitif

—BkJ2v+n

yapabiliriz. Boyle bir 7 secelim. Ayrica, Sonug 6’ya
gore,

S Selp”
w0 )|
p p"
olur. Son iki sonucu bir araya getirerek ve viii 6zel-
ligini kullanarak istedigimiz sonucu elde ederiz. []

N —1(modp) eger (p—1)1k ise
Onsav 8. 5¢(») z{ 0 (modp) aksi halde

Kanit: p bir asal oldugundan, Z/pZ sonlu (p
elemanli) bir cisimdir. Dolayisiyla

(ZIpZ)* = ZIpZ \ {0},

kiimesi, carpma altinda, p — 1 elemanh dongsel
bir gruptur [MD-2004-1, sayfa 16, Sonug 4]. Dola-
yisiyla eger p — 1 sayist k’y1 bolmuyorsa, (Z/pZ)*
grubunun k’mci kuvveti 1 olmayan bir elemam
vardir. Bu elemanin Z’deki bir temsilcisine a diye-

lim. O zaman,

NPk NPk p-1 akik
Sep) = 2y 1 =2 Nai) = 2y

=ak Yk = ahsy(p)
olur. Ama a* # 0 mod p. Dolayisiyla bu durumda
Si(p) = 0 mod p olur.
Simdi p — 1’in k’y1 bolduguni varsayalim. O za-
man her i € Z/pZ \ {0} icin i = 1 olur. Dolayisiyla,

Sep) =2t tik=> " 1

olur. ]
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Sonug 9. Eger p — 1, k’y1 bolmiiyorsa S(p™)/p™
€ Z. Aksi balde S,(p™)/p" + 1Ip € Z.

Kanit: Sonu¢ 6’nin m = 1’e uygulanmasindan
ve Onsav 8’den hemen ¢ikar.

Sonug 10. Eger p — 1, k’y1 bélmiiyorsa val,,(By)
> 0. Aksi halde val,(By, + p~1)=0.
Kanit: Sonug 7’ye gore

val, [Bk - Skp(p)j > 0.

Eger p — 1, k’y1 bolmiiyorsa, Sonug 9’a gore,
Sep)p < Z,

yani
val,(S(p)/p) = 0.
Dolayisiyla,
Valp(Bk) = Valp ((Bk _ %J + Skp(p)]
> min{Bk _M’ Sk(P)} 5 0.
p P

Eger p — 1, k’y1 boliyorsa, Sonug 9’a gore,
Sp(p)p + 1p € Z,
yani
val,(Sg(p)/p + 1/p) 2 0.
Dolayisiyla,

Valp[Bk+%jzvalp[[3,{_%+[m+%jj

Istedigimizi kanitladik. O

Teorem 4’iin Kanitt [Witt]: W), sayilart soyle
tanimlansin:

We =By + Zq asal ve g1k

p herhangi bir asal olsun.

1
p

Eger p — 1 sayist k’y1 boliyorsa, yani Wy nin
yukardaki tanimindaki toplamda yer aliyorsa, o
zaman, Sonug¢ 10’a gore,

1 1
Valp(Wk) = Valp (Bk + ; +Zq asal ve g1k g}

ve q#p
. 1 1
> min Valp[Bk + —J, Valp Zq asal ve g1k —
P ve q#p q
>0
olur.

Eger p — 1 sayisi k’y1 bolmiyorsa, yani W, nin
yukardaki tamimindaki toplamda yer almiyorsa, o
zaman, gene Sonu¢ 10’a gore,

1
Valp(Wk) = Valp[Bk + Zq asal ve qfl‘k ;j

. 1
= mln{valp(Bk )’ ValP( Zq asal ve g—1Jk gj}

>0
olur.
Demek ki p hangi asal say1 olursa olsun,
val,(Wp) = 0.
Bu da aynen W), € Z demektir. Teorem 4’tin kani-
t1 bitmistir. U
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