
Örtü
Bir tan›mla bafllayal›m. X bir topolojik uzay ve

A  X olsun. A’n›n bir 
������,

A  !i"I Ui

içindeli¤ini sa¤layan, X ’in Ui altkümelerinden olu-
flan bir U = (Ui)i"I ailesidir. Temsili resim afla¤›da.

U = (Ui)i"I ailesi, !i"I Ui bilefliminin her alt-
kümesinin bir örtüsüdür elbette. Her ne kadar bir
U ancak bir kümenin örtüsü olabiliyorsa, kendi
bafl›na bir örtü olmas› anlams›zsa da biz s›k s›k kü-
menin bilindi¤ini varsay›p U örtüsünden bahsede-
ce¤iz.

E¤er (Ui)i"I örtüsünün her Ui kümesi aç›ksa, o
zaman ��������	
�söz edilir.

E¤er bir J  I altkümesi için V = (Uj)j"j ailesi
de A’n›n bir örtüsü oluyorsa, o zamanV örtüsüne U
= (Ui)i"I örtüsünün bir ���������denir.

E¤er I göstergeç kümesi sonluysa A’n›n (Ui)i"I

örtüsüne �
�������ad› verilir. “Sonlu altörtü” de-
yiminin ne demek oldu¤u belli olmal›: Altörtü ta-
n›m›ndaki J sonluysa, A’n›n V = (Uj)j"J örtüsüne
U = (Ui)i"I örtüsünün �
������������ad› verilir.

(Ui)i"I, A’n›n bir örtüsüyse ve B  A ise (Ui)i"I,
B’nin de bir örtüsüdür. Elbette. Ve e¤er A  B ise
(Ui # B)i"I de A’n›n bir örtüsüdür. Bu da elbette. 

Birkaç basit örnek verelim.

Örnek 1. (($n, n))n" , !’nin, aral›klardan olu-
flan bir aç›k örtüsüdür. E¤er bu örtüden sonlu sa-
y›da aral›k atarsak gene !’nin bir örtüsünü (dola-
y›s›yla orijinal örtünün bir altörtüsünü) elde ede-

riz. (($n, n))n"2 de bu örtünün bir altörtüsüdür.
Daha genel olarak, e¤er ƒ :  %  s›n›rl› olmayan
bir fonksiyonsa, (($ƒ(n), ƒ(n)))n" de bu örtünün
bir altörtüsüdür. Bu ailenin sonlu bir altörtüsü
yoktur.

Örnek 2. (($1+1/n, 1$1/n))n" \{0} ailesi ($1, 1)
aç›k aral›¤›n›n aç›k bir örtüsüdür:

($1, 1)  !n" \{0} ($1+1/n, 1$1/n).
(Asl›nda eflitlik geçerli.) Bu aileden sonlu say›da
aral›k silersek, gene ($1, 1) aral›¤›n›n bir örtüsünü
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Kapak Konusu: Metrik Uzaylar ve Topoloji

T›k›z Topolojik Uzaylar

X

A koyu gri alan, Ui’ler küçük oval alanlar.

0 !...
...

1... ...( ($1 0

X

Yukardaki (Ui)i"I örtüsünün bir altörtüsü
(Yukardaki Ui’lerden üçü eksik.)

Yaz›n›n uzunlu¤undan da anlafl›laca¤› üzere, bir topolojik uzay›n t›k›z altkümeleri çok
önemlidir. (Bu girifl yaz›s› daha ilginç bir cümleyle bafllayabilirdi ama ne yapal›m ki bu dedi¤imiz çok

do¤ru! Topologlar›n az›msanamayacak bir bölümü y›llar›n› topolojik uzaylar›n t›k›z altkümelerini bulma-
ya ya da betimlemeye harcarlar.) Çünkü birazdan tan›mlayaca¤›m›z t›k›z altkümeler - ço¤u zaman sonsuz
olmalar›na karfl›n - birçok anlamda sonlu altkümelerin oynad›¤› rolü oynarlar. Analiz de büyük ölçüde t›-
k›z kümeler, bu da olmad› yerel olarak t›k›z topolojik uzaylar üzerinde yap›l›r. T›k›z kümeler sadece ma-
tematikte de¤il, (en az›ndan diferansiyel denklemlerin çözümünün varl›¤›nda oynad›klar› rolden dolay›)
fizikte de çok önemlidirler. Ayr›ca topolojiyi anlay›p anlamad›¤›n›z› bu yaz›daki teoremlerin hepsini ken-
di kendinize hiç yard›m görmeden kan›tlay›p kan›tlayamad›¤›n›za göre s›nayabilirsiniz.



elde ederiz, yani orijinal örtünün bir altörtüsünü
buluruz. Bu ailenin de sonlu bir altörtüsü yoktur.

Örnek 3. (($1+1/n, 1$1/n))n" \{0} ailesi [$1, 1]
kapal› aral›¤›n›n bir örtüsü de¤ildir, çünkü örtü $1
ve 1 elemanlar›n› örtmez, ama bu örtüye

($8/7, $7/8) ve (7/8, 8/7)
aral›klar›n› eklersek [$1, 1] kapal› aral›¤›n›n aç›k

bir örtüsünü elde ederiz. 
($8/7, $7/8), ($8/9, 8/9), (7/8, 8/7)

aral›klar› yukardaki örtünün sonlu bir altörtüsü-
dür.

Örnek 1 ve 2’yle Örnek 3 aras›ndaki ayr›m›
gözler önüne serelim: Örnek 1 ve 2’deki örtülerin
sonlu altörtüleri yoktur, ama Örnek 3’teki örtünün
vard›r. Örnek 1’deki ! ve Örnek 2’deki ($1, 1)
aç›k aral›¤› “t›k›z” de¤ildirler ama Örnek 3’teki
[$1, 1] kapal› aral›¤› “t›k›z”d›r. T›k›z kümenin
matematiksel tan›m› hemen flimdi geliyor.

Al›flt›rma 1. ƒ : X % Y bir fonksiyon olsun. V
= (Vi)i"I ailesi Y ’nin bir örtüsüyse, U = (ƒ$1(Vi))i"I

ailesinin X ’in bir örtüsü oldu¤unu kan›tlay›n. E¤er
ƒ sürekliyse ve V , Y ’nin bir aç›k örtüsüyse,
U ’nun X ’in bir aç›k örtüsü oldu¤unu kan›tlay›n.

T›k›z Küme
X bir topolojik uzay ve K  X olsun. E¤er

K’n›n her aç›k örtüsünün sonlu bir altörtüsü varsa
K’ya t›k›z küme denir. (T›k›fl›k ya da kompakt
dendi¤i de olur.) Yani K ’n›n t›k›z olmas› için, 

K  !i"I Ui

içindeli¤ini sa¤layan X’in her Ui  X aç›k altküme-
leri için,

K  &Ui1
! ... ! Uin

içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in " I gös-
tergeci olmal›d›r.

Yukardaki tan›mdaki “her” sözcü¤ünün alt›n›
çizeriz (üstünü de¤il!); tan›m›n kilit sözcü¤üdür.
Bulunan sonlu örtü de orijinal örtünün altörtüsü
olmak zorundad›r... (Bunlar, bin y›ll›k ö¤retmen-
lik tecrübesinden dam›t›lm›fl alt›n niteli¤inde uya-
r›lard›r.)

Baz› yazarlar, örne¤in Bourbaki ve Frans›z
ekolü t›k›zl›¤› sadece Hausdorff uzaylar için tan›m-
larlar. Biz daha genel olan ak›ma uyup öyle yap-
mayaca¤›z.

Hemen birkaç örnek ve naörnek verelim.

Örnek 4. Her topolojik uzay›n her sonlu altkü-
mesi (dolay›s›yla boflküme de) t›k›zd›r. Elbette!
E¤er X kümesi ayr›k metrikle donat›lm›flsa, o za-
man bu topolojik uzay›n sadece sonlu altkümeleri
t›k›z olabilirler. Nitekim her A altkümesi için
({a})a"A ailesi A’n›n aç›k bir örtüsüdür.

Örnek 5. Sadece sonlu say›da aç›k kümesi olan
bir topolojik uzay›n her altkümesi t›k›zd›r. Örne-
¤in kaba topolojiyle donat›lm›fl her küme t›k›zd›r.

Örnek 6. Örnek 2’den ($1, 1) aç›k aral›¤›n›n
(Öklid topolojisinde) t›k›z olmad›¤› anlafl›l›yor. Bu
örnekten yola ç›karak, bofl olmayan aç›k bir aral›-
¤›n Öklid topolojisinde t›k›z olmad›¤› kolayl›kla
anlafl›l›r. Örnek 1’den de !’nin (Öklid topolojisiy-
le) t›k›z olmad›¤› anlafl›l›yor. 

Örnek 7. Sonlu say›da t›k›z kümenin bileflimi
de t›k›zd›r. Bunun kan›t› hiç zor de¤ildir ve okura
b›rak›lm›flt›r.

Örnek 8. X herhangi bir küme olsun ve X ’i
Fréchet topolojisiyle donatal›m, yani sadece ' ve
tümleyeni sonlu olan kümeler aç›k olsun. O zaman
X ’in her altkümesi t›k›zd›r. Nitekim e¤er A  X ise,
A’y› örten aç›k bir örtünün bofl olmayan herhangi
bir eleman› A’y› nerdeyse tamamen örter, sadece
sonlu say›da eleman aç›kta kalabilir. Bu aç›kta ka-
lan elemanlar› örtünün sonlu say›da eleman›yla ör-
tebiliriz.

Çok daha önemli örnekler ileride verilecektir.
Örne¤in !’nin tüm t›k›z altkümelerini kolay bir bi-
çimde betimleyece¤iz. (Ama hayat her zaman !’de
oldu¤u kadar basit de¤ildir.) Ve ilerde t›k›z küme-
lerden baflka t›k›z kümeler yaratman›n çeflitli reçe-
telerini görece¤iz.

Sezgi kazand›rmas› aç›s›ndan !’nin t›k›z altkü-
melerinin neler oldu¤unu kan›tlamadan söyleye-
lim: !’nin t›k›z altkümeleri aynen ve aynen !’nin
kapal› ve s›n›rl› altkümeleridir. Bu, meflhur Heine-
Borel teoremidir ve bu yaz›da kan›tlanacakt›r. Bel-
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ki bu olgu “t›k›z”›n menfleine dair bir bilgi verir:
T›k›z altkümeler uzay›p gitmeyen, kendi içine ka-
pal› altkümeler olarak alg›lanmal›d›r. Tabii bu sa-
dece bir alg› olarak kalmal›, matematiksel bir olgu
yatm›yor bu dedi¤imizin temelinde.

Okur [0, 1) aral›¤›n›n t›k›z olmad›¤›n› kan›tla-
yabilir. ‹lerde [0, 1] aral›¤›n›n t›k›z oldu¤unu göre-
ce¤iz. Demek ki t›k›zl›k tek bir nokta ç›kar›l›nca
bozulabiliyor, yani oldukça narin bir kavram. ‹ler-
de, herhangi bir topolojik uzaya tek bir nokta ek-
leyerek ve elde edilen kümeyi münasip bir topolo-
jiyle donatarak, nokta eklenmifl kümeyi t›k›z bir
topolojiye dönüfltürebilece¤imizi görece¤iz.

Al›flt›rmalar
2. X bir küme olsun. X üzerine (1 ve (2 topo-

lojilerini alal›m. (1  (2 olsun. X ’in bir altkümesi
(2 için t›k›zsa (1 için de t›k›z oldu¤unu kan›tlay›n.

3. !’nin s›n›rs›z bir altkümesinin (Öklid topo-
lojisinde) t›k›z olamayaca¤›n› kan›tlay›n. Genel
olarak, t›k›z bir metrik uzay›n s›n›rl› oldu¤unu ka-
n›tlay›n.

4. [0, 1) aral›¤›n›n (Öklid topolojisinde elbet)
t›k›z olmad›¤›n› kan›tlay›n.

Basit ve Temel Özellikler
‹lk olarak t›k›zl›¤›n mutlak bir kavram oldu¤u-

nu kan›tlayal›m.

Önsav 1. X bir topolojik uzay ve K  Y  X

olsun. K’n›n X ’te t›k›z olmas›yla (X ’ten indirgen-

mifl topolojiyle) Y ’de t›k›z olmas› (Y ’den indirgen-

mifl topolojiyle) aras›nda hiçbir fark yoktur, biri

do¤ruysa di¤eri de do¤rudur.
Kan›t: Önce K’n›n X ’te t›k›z oldu¤unu varsa-

yal›m. (Vi)i"I , K ’n›n Y -aç›k (yani Y ’nin topolojisi-
ne göre aç›k) bir örtüsü olsun. Her i " I için, Vi kü-
mesi Y ’de aç›k oldu¤undan, indirgenmifl topoloji-
nin tan›m›na göre, 

Vi = Ui # Y

eflitli¤ini sa¤layan bir Ui  X aç›k kümesi vard›r.
(Ui , X ’in topolojisinde aç›kt›r.)

K  &!i"I Vi  !i"I Ui

oldu¤undan, ve K, X ’te t›k›z oldu¤undan, ve
(Ui)i"I , K’n›n X-aç›k bir örtüsü oldu¤undan,

K  &Ui1
! ... ! Uin

içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in " I gös-
tergeci vard›r. Ama K  &Y oldu¤undan, bundan,

K  &(Ui1
! ... ! Uin

) # Y

= (Ui1
# Y) ! ... ! (Uin

# Y)
= Vi1

! ... ! Vin
ç›kar. Demek ki K, Y ’de t›k›zd›r.

fiimdi de K’n›n Y ’de t›k›z oldu¤unu varsayal›m.
(Ui)i"I, K’n›n X-aç›k bir örtüsü olsun:

K  &!i"I Ui . 
K  &Y oldu¤undan, bundan,

K  &(!i"I Ui) # Y = !i"I (Ui # Y)
ç›kar. ‹ndirgenmifl topolojinin tan›m›na göre Ui # Y

kümesi Y-aç›kt›r. Demek ki (Ui # Y)i"I , K ’n›n Y-
aç›k bir örtüsüdür. K, Y ’de t›k›z oldu¤undan, 

K  &(Ui1
# Y) ! ... ! (Uin

# Y)
= (Ui1

! ... ! Uin
) # Y

içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in " I gös-
tergeci vard›r. Demek ki

K  &Ui1
! ... ! Uin

.
Bu da K’n›n X ’te t›k›z oldu¤unu gösterir. n

“T›k›zl›ktan kaç›fl yok” olarak nitelendirilebi-
lecek afla¤›daki teorem çok önemlidir ve s›k s›k
kullan›l›r.

Teorem 2. T›k›z bir topolojik uzay›n sürekli

bir fonksiyon alt›nda imgesi de t›k›zd›r.

Bu teorem bariz bir biçimde afla¤›daki teore-
min sonucu oldu¤u gibi, yukardaki önsav sayesin-
de ona denktir de. (Denkli¤i görmek için bir de ay-
r›ca geçen say›da sayfa 47’de kan›tlanan Önsav 3
gerekiyor.)

Teorem 2 bis. X ve Y iki topolojik uzay ve 

ƒ : X % Y

sürekli bir fonksiyon olsun. E¤er K  X t›k›z bir

kümeyse ƒ(K) da t›k›zd›r.
Kan›t: (Vi)i"I , ƒ(K)’n›n aç›k bir örtüsü olsun:

ƒ(K)  !i"I Vi.
Demek ki

K  &ƒ$1(ƒ(K))  ƒ$1(!i"I Vi) = !i"I ƒ$1(Vi),
ve (ƒ$1(Vi))i"I ailesi K’n›n bir örtüsü. ƒ sürekli ol-
du¤undan, ƒ$1(Vi) aç›k bir küme. Yani bu aile
K’n›n aç›k bir örtüsü. K t›k›z oldu¤undan, 

K  &ƒ$1(Vi1
) ! ... ! ƒ$1(Vin

)
içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in " I gös-
tergeci vard›r. Her iki taraf›n da ƒ-imgesini alal›m:

ƒ(K)  &ƒ(ƒ$1(Vi1
) ! ... ! ƒ$1(Vin

))
= ƒ(ƒ$1(Vi1

)) ! ... ! ƒ(ƒ$1(Vin
))

 Vi1
! ... ! Vin

olur. n

66

Matematik Dünyas›, 2009-III-IV



Al›flt›rmalar
5. Topolojik uzaylar›n kartezyen çarp›m› t›k›z-

sa, kartezyen çarp›m› al›nan her uzay›n t›k›z olmak
zorunda oldu¤unu kan›tlay›n.

6. X ve Y iki topolojik uzay olsun.
K  X ) Y,

kartezyen çarp›m›n t›k›z bir altkümesi olsun. A  X

ve B  Y t›k›z altkümeleri için K  A ) B içindeli¤i-
ni kan›tlay›n.

Ama dikkat, t›k›z bir kümenin sürekli bir fonk-
siyon alt›nda önimgesi t›k›z olmak zorunda de¤il-
dir, öyle olsayd› sabit fonksiyonun önimgesini ala-
rak her topolojik uzay›n›n t›k›z oldu¤unu göstere-
bilirdik!

Örnek 2 ve 3’ten t›k›z bir kümenin bir altkü-
mesinin illa t›k›z olmak zorunda olmad›¤› görülü-
yor. Ama t›k›z bir kümenin kapal› altkümeleri her
zaman t›k›z olur:

Teorem 3. T›k›z bir topolojik uzay›n her kapa-

l› altkümesi t›k›zd›r.
Kan›t: X, t›k›z bir topolojik uzay olsun. K,

X ’in kapal› bir altkümesi olsun. (Ui)i"I , K ’n›n aç›k
bir örtüsü olsun. Bu aç›k örtüye X \ K aç›k küme-
sini eklersek X ’in aç›k bir örtüsünü elde ederiz. X
t›k›z oldu¤undan, X ’in bu aç›k örtüsünün sonlu
bir altörtüsü vard›r. Bu sonlu altörtüye gerekiyor-
sa X \ K altkümesini ekleyerek, i1, ..., in " I göster-
geçleri için,

X = Ui1
! ... ! Uin

! (X \ K)
eflitli¤ini varsayabiliriz. fiimdi bu eflitli¤in her iki
taraf›n› da K ile kesifltirelim.

K = (Ui1
! ... ! Uin

) # K

eflitli¤ini buluruz. Demek ki
K  Ui1

! ... ! Uin
.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Hausdorff bir uzayda, tan›m gere¤i, iki noktay›
aç›k kümelerle ayr›flt›rabiliriz. Bir sonraki teorem,
Hausdorff bir uzayda iki ayr›k t›k›z kümeyi aç›k
kümelerle ayr›flt›rabilece¤imizi gösterecek. Teore-
min kan›t›, neden t›k›z kümelerin bir anlamda son-
lu kümelerin genelleflmesi oldu¤unu da gösterecek.

Teorem 4. X, Hausdorff bir uzay olsun. K ve

L, X ’in ayr›k ve t›k›z iki altkümesi olsun. O zaman

K  U ve L  V özelliklerini sa¤layan ayr›k U ve

V aç›k kümeleri vard›r.

Kan›t: Önce L’nin tek bir noktadan olufltu¤u-
nu varsayal›m. Diyelim L = {y}. X Hausdorff oldu-
¤undan her x " K için,

x " Ux , y " Vx , Ux # Vx = '
iliflkilerini sa¤layan Ux ve Vx aç›k kümeleri vard›r.
(Ux)x"K ailesi K ’n›n bir aç›k örtüsü oldu¤undan,
öyle x1, ..., xn " K vard›r ki,

K  &Ux1
! ... ! Uxn

olur. fiimdi
Uy = Ux1

! ... ! Uxn

ve 
Vy = Vx1

# ... # Vxn

tan›mlar›n› yapal›m. O zaman, Uy ve Vy aç›k kü-
melerdir; ayr›ca K  &Uy ve y "&Vy olur ve son ola-
rak, 

Uy # Vy = '
olur. Böylece L = {y } ise teoremi kan›tlad›k.

fiimdi genel duruma geçelim. Her y " L için, 
K  &Uy , y "&Vy ve Uy # Vy = '

iliflkilerini sa¤layan Uy ve Vy aç›k kümeleri seçe-
lim. (Vy)y"L ailesi L’nin bir aç›k örtüsü oldu¤un-
dan, öyle y1, ..., yn " L vard›r ki,

L  &Vy1
! ... ! Vyn

olur. fiimdi
V = Vy1

! ... ! Vyn

ve 
U = Uy1

# ... # Uyn

tan›mlar›n› yapal›m. O zaman, U ve V aç›k küme-
lerdir; ayr›ca K  &U ve L  &V olur ve son olarak, 

U # V = '
olur. Böylece teoremin de kan›t› bitmifl oldu. n

Al›flt›rma 7. Bir Hausdorff topolojik uzayda,
sonlu say›da t›k›z kümenin aç›k kümeler taraf›n-
dan ayr›flt›r›labilece¤ini kan›tlay›n.
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Sonuç 5. Hausdorff bir uzayda (dolay›s›yla bir

metrik uzayda da) t›k›z kümeler kapal›d›rlar.
Kan›t: X Hausdorff uzay ve K  X t›k›z bir alt-

küme olsun. x " X \ K olsun. Bir önceki teoreme
göre x’i içeren ama K ile kesiflmeyen bir aç›k küme
vard›r. Demek ki X \ K aç›k bir kümedir, dolay›s›y-
la K kapal›d›r. n

Al›flt›rmalar
8. Yukardaki sonucun Hausdorff olmayan

uzaylar için do¤ru olmad›¤›n› gösterin.
9. T›k›z bir topolojik uzaydan Hausdorff bir

uzaya giden her sürekli fonksiyonun kapal› bir
fonksiyon oldu¤unu kan›tlay›n.

10. ƒ : X % Y, iki topolojik uzay aras›nda sü-
rekli bir eflleme olsun. E¤er X t›k›z ve Y Hausdorff
ise ƒ’nin bir homeomorfizma oldu¤unu kan›tlay›n.

11. Hausdorff bir uzayda t›k›z kümelerin kesi-
fliminin t›k›z oldu¤unu kan›tlay›n.

12. X bir küme olsun. X üzerine (1 ve (2 topo-
lojilerini alal›m. (1  (2 olsun. E¤er X her iki topo-
loji için hem Hausdorff hem de t›k›zsa (1 = (2 eflit-
li¤ini kan›tlay›n.

Metrik Uzaylarda T›k›z Altkümeler
T›k›zl›k topolojik bir özellik oldu¤una göre, iki

ayr› metrik ayn› topolojiyi veriyorsa, bir metri¤e
göre t›k›z olan di¤er metri¤e göre de t›k›zd›r.

Kaba topoloji örne¤i de gösteriyor ki, herhan-
gi bir topolojik uzay›n t›k›z altkümeleri hakk›nda
fazla bir fley söylemek mümkün de¤il. Metrik
uzaylarda t›k›z kümeler hakk›nda daha fazla bilgi-
ye sahibiz.

Teorem 6. Metrik bir uzayda t›k›z kümeler s›-

n›rl› ve kapal›d›rlar.

Kan›t: (X, d) bir metrik uzay ve K, X ’in t›k›z
bir altkümesi olsun. Bir metrik uzay Hausdorff ol-
du¤undan, Sonuç 5’e göre K kapal›d›r.

fiimdi K’n›n s›n›rl› oldu¤unu kan›tlayal›m.
X ’ten herhangi bir a " X noktas› seçelim. 

(B(a, n))n" \{0}
ailesi K ’n›n aç›k bir örtüsüdür elbette. Demek ki K
sonlu say›da B(a, n) yuvar› taraf›ndan kaplan›r.
E¤er n bu sonlu say›daki yuvar›n en büyük yar›ça-
p›ysa, K  B(a, n) olur. Böylece K’n›n s›n›rl› oldu-
¤unu kan›tlam›fl olduk. n

Bu teoremin tersi do¤ru de¤ildir. Örne¤in ayr›k
metrikle donat›lm›fl her küme s›n›rl›d›r (ve elbette
kapal›d›r) ama uzay sonlu de¤ilse t›k›z olamaz.

T›k›z Kümelerin Sonlu Kartezyen Çarp›m›
T›k›z uzaylar›n kartezyen çarp›m›n›n (çarp›m

topolojisinde) t›k›z olup olmayaca¤› merak konusu
olmal›.

‹ki t›k›z kümenin kartezyen çarp›m›n›n t›k›z
oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Dolay›s›yla sonlu say›da
t›k›z kümenin de kartezyen çarp›m› t›k›z olur. 

Ayn› sonuç sonsuz say›da t›k›z kümenin kar-
tezyen çarp›m› için de geçerlidir ama bu çok daha
zor bir teoremdir. Bu sonucu bu yaz›da kan›tlaya-
ca¤›z.

Önce baz› genel kelamlarda bulunal›m.
Bir kümenin t›k›z olup olmad›¤›n› kan›tlamak

için, önce kümenin rastgele bir (Ui)i"I aç›k örtüsü
seçilir ve sonra bu aç›k örtünün sonlu bir altörtüsü
bulunur. Elbette, e¤er her i " I için Vi  Ui ise ve
(Vi)i"I de ayn› kümenin bir örtüsüyse, (Ui)i"I örtü-
sünün sonlu bir altörtüsünü bulmak için (Vi)i"I ör-
tüsünün sonlu bir altörtüsünü bulmak yeterlidir,
çünkü o zaman bu sayede (Ui)i"I örtüsünün de
sonlu bir altörtüsü bulunmufl olur. Ya da diyelim
her Ui aç›k kümesini Vij türünden kümelerin bile-
flimi olarak yazd›k; o zaman (Vij)ij de ayn› küme-
nin bir örtüsü olur ve (Ui)i"I örtüsünün sonlu bir
altörtüsünü bulmak için (Vij)ij örtüsünün sonlu bir
altörtüsünü bulmak yeterlidir.

Bu söylediklerimizden de anlafl›l›yor ki, e¤er
bir topolojik uzay›n bir taban› verilmiflse, bir kü-
menin t›k›z olup olmad›¤›n› kan›tlamak için, kü-
menin, taban›n elemanlar›ndan oluflan rastgele bir
(Ui)i"I aç›k örtüsü seçmek ve sonra bu örtünün son-
lu bir altörtüsünün oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir.
Yani taban›n elemanlar›ndan oluflan örtülerle yeti-
nebiliriz. Bu, ço¤u zaman bize hat›r› say›l›r bir ko-
layl›k sa¤lar. Örne¤in !’de aç›k aral›klardan oluflan
örtüleri almak yeterlidir; burada da yapaca¤›m›z gi-
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bi kartezyen çarp›mda U ) V türünden yaz›lan aç›k
kümelerden oluflan örtüleri almak yeterlidir; bir
metrik uzayda her Ui’nin bir yuvar oldu¤unu, yani
B(xi, ri) türünden bir küme oldu¤unu varsayabiliriz.

‹lerde, bir alttaban›n elemanlar›ndan oluflan
rastgele bir (Ui)i"I aç›k örtüsü seçmek ve sonra bu
örtünün sonlu bir altörtüsünün oldu¤unu kan›tla-
man›n yeterli oldu¤unu görece¤iz (Teorem 29, Ale-
xander’›n Alttaban Teoremi, sayfa 79).

Teorem 7. ‹ki (dolay›s›yla s›onlu say›da) t›k›z

topolojik uzay›n kartezyen çarp›m› t›k›zd›r.
Kan›t: X ve Y herhangi iki t›k›z topolojik uzay

olsun. X ) Y kartezyen çarp›m›n›n herhangi bir
aç›k örtüsünü alal›m. Yukarda söylenenlerden,
aç›k örtünün, X ’in (Ui)i"I aç›k kümeleri ve Y ’nin
(Vi)i"I aç›k kümeleri için,

(Ui ) Vi)i"I

türünden bir örtü (yani aç›k dikdörtgenlerden olu-
flan bir örtü) oldu¤unu varsayabiliriz.

Elbette (Ui)i"I ailesi X ’in ve (Vi)i"I ailesi Y ’nin
örtüleridir. (Bu aflamada cinli¤e soyunup kan›t›n
gerisini tahmin ettiklerini sananlar› tarih hiçbir za-
man afetmemifltir.)

Her x " X için, {x} ) Y, Y ’ye topolojik olarak
denktir (yani homeomorftur, geçen say›, sayfa 52,
Al›flt›rma 4), demek ki t›k›zd›r. Ayr›ca (Ui ) Vi)i"I

ailesi X ) Y ’nin oldu¤u gibi {x} ) Y ’nin de bir
aç›k örtüsüdür. Dolay›s›yla {x} ) Y ’yi sonlu say›-
da Ui ) Vi’lerle örtebiliriz. Diyelim sonlu bir I(x)
 I göstergeç kümesi için,

{x} ) Y  !i"I (x) (Ui ) Vi)
oluyor. 

Aç›k örtümüzden gereksiz Ui ) Vi’leri atarak,
her i " I(x) için,

x " Ui

varsay›m›n› yapabiliriz. I(x) sonlu oldu¤u için,
U(x) = #i"I (x) Ui

kümesi, X ’in x ’i içeren aç›k bir altkümesidir. Bu
arada,
(#i"I (x) Ui) ) Y = (#i"I (x) Ui) ) (!i"I (x) Vi)

 !i"I (x) (Ui ) Vi)
içindeli¤ini akl›m›zda tutal›m, gerekecek biraz-
dan. Bu U(x) kümeleri X ’in bir aç›k örtüsünü
olufltururlar. X t›k›z oldu¤undan, sonlu say›da
x1, ..., xn " X için,

X = U(x1) ! ... ! U(xn)
olur. fiimdi (Ui ) Vi)i"I örtüsünün,

(Ui ) Vi)j = 1, ..., n ve i "I (xj)
altailesinin X ) Y ’nin sonlu bir altörtüsü oldu¤unu
gösterece¤iz. X ) Y ’den rastgele bir (x, y) eleman›
alal›m. Bir j = 1, ..., n için,

x " U(xj) = #i"I (xj) Ui

olur.
(x, y) " U(xj) ) Y  !i"I (xj) (Ui ) Vi)

oldu¤undan, bir i "&I (xj) için (x, y) " Ui ) Vi olur.
Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. n

Al›flt›rmalar
13. X ve Y iki topolojik uzay olsun. 

K  X ) Y

kapal› bir altküme olsun. E¤er pr1(K) ve pr2(K) kü-
meleri t›k›zsa K ’n›n da t›k›z oldu¤unu kan›tlay›n. 

14. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A  X ve
B  Y iki t›k›z küme olsun. W  X ) Y altkümesi
A ) B’yi içeren aç›k bir küme olsun.

A ) B  U ) V  W

içindeliklerini sa¤layan U  X ve V  Y aç›k altkü-
melerinin oldu¤unu kan›tlay›n. ‹pucu: Yukardaki
kan›ttan esinlenebilirsiniz.

15. X ve Y iki topolojik uzay olsun. E¤er Y t›-
k›zsa, pr1 : X ) Y % X birinci izdüflüm fonksiyo-
nunun kapal› bir fonksiyon oldu¤unu kan›tlay›n.
(Yani kapal› kümelerin izdüflümleri kapal›d›r.)

16. X ve Y iki topolojik uzay olsun. 
ƒ : X % Y

bir fonksiyon olsun. Y ’nin t›k›z ve Hausdorff oldu-
¤unu varsayal›m. ƒ’nin sürekli olmas›yla ƒ’nin
grafi¤inin X ) Y uzay›nda kapal› olmas›n›n eflde¤er
koflullar olduklar›n› gösterin.

17. (xn)n yak›nsak bir gerçel say› kümesi olsun.
x bu dizinin limiti olsun. {xn : n "  } ! {x} küme-
sinin t›k›z oldu¤unu kan›tlay›n.

18. "’nün t›k›z bir sonsuz altkümesini bulun.
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!n’nin T›k›z Altkümeleri
Daha önce ! için söyledi¤imiz daha da genel

olarak !n için do¤rudur:
Teorem 8 [Heine-Borel]. !n’nin bir altkümesi-

nin t›k›z olmas› için yeter ve gerek koflul altküme-

nin s›n›rl› ve kapal› olmas›d›r.
Kan›t: Teoremin soldan sa¤a k›sm› her metrik

uzayda do¤rudur (Teorem 6). Teoremin di¤er yö-
nünü ! için kan›tlamak yeterli. Nitekim teoremi !
için bildi¤imiz varsayal›m. K  !n, s›n›rl› ve kapa-
l› bir küme olsun. O zaman öyle a < b vard›r ki, K
 [a, b]n olur. Teoremi ! için bildi¤imizi varsayd›-
¤›m›zdan, [a, b], !’nin t›k›z bir altkümesidir. Te-
orem 7’ye göre [a, b]n de t›k›zd›r. (Bunun için Ön-
sav 1 de gerekir.) Teorem 3’e göre K da t›k›zd›r.
Demek ki teoremi ! için kan›tlamak yeterli. 

fiimdi !’nin s›n›rl› ve kapal› bir K altkümesi
verilmifl olsun. K s›n›rl› oldu¤undan, belli a < b sa-
y›lar› için, K  [a, b] olur. K kapal› oldu¤undan,
Teorem 3’e göre [a, b] kapal› ve s›n›rl› aral›¤›n›n t›-
k›z oldu¤unu kan›tlamak yeterli. 

(Ui)i"I, [a, b] aral›¤›n›n aç›k bir örtüsü olsun.
Bir c " [a, b] için, (Ui)i"I ayn› zamanda [a, c] aral›-
¤›n›n örtüsüdür. E¤er bu örtünün sonlu say›da ele-
man› [a, c] kapal› aral›¤›n› örtüyorsa, c say›s›na bu
kan›tl›k “güzel say›” diyelim. a elbette güzel bir sa-
y›d›r. Demek ki güzel say›lar kümesi bofl de¤ildir.
Amac›m›z c ’nin güzel bir say› oldu¤unu kan›tla-
mak. E¤er c güzel bir say›ysa ve c1 say›s› a ≤ c1 ≤ c
eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, o zaman c1 say›s› da gü-
zel bir say›d›r. Demek ki güzel say›lar kümesi G,
!’nin bir aral›¤›d›r. G, b taraf›ndan üstten s›n›rl›
oldu¤undan G ’nin en küçük üsts›n›r› vard›r. Bu en
küçük üsts›n›ra g diyelim. Ui’ler aras›ndan g’yi içe-
ren bir Ui alal›m. Ui aç›k oldu¤undan ve g’yi içer-
di¤inden, öyle bir * > 0 vard›r ki, 

(g $&*, g + *)  Ui

olur. Öte yandan g $&* < g oldu¤undan, g $&* güzel
bir say›d›r. Demek ki sonlu say›da i1, ..., in " I gös-
tergeci için [a, g $&*] aral›¤› 

Ui1
, ..., Uin

aç›k kümeleri taraf›ndan kaplan›r. Ama o zaman,
[a, g +&*/2] aral›¤› 

Ui1
, ..., Uin

, Ui

taraf›ndan kaplan›r. Bundan, her fleyden önce
g’nin güzel bir nokta oldu¤u ç›kar. Sonra g’nin
b’den küçük olmayaca¤› ç›kar, çünkü aksi halde
bir 0 < , ≤ */2 için g < g + , < b olur ve g + ,, g’den
büyük bir güzel nokta olur. Demek ki g = b ve b

güzel bir nokta. Dolay›s›yla [a, b] aral›¤› (Ui)i"I ör-
tüsünün sonlu bir altörtüsü taraf›ndan örtülür. n

Yukarda verilen kan›t fl›k, zarif, zekice ve son
derece anlafl›l›r. Ama standart kan›tlardan de¤il.
Ortalama bir matematikçinin hemen akl›na gelme-
yecek kadar zekice bu yazar›n zevkine göre. Bu te-
oremin daha standart kan›t› topolojinin yöntemle-
ri aç›s›ndan daha e¤itici oldu¤unu düflünüyoruz.
Daha standart kan›t› verelim:

Teorem 8’in ‹kinci Kan›t›: [a, b] aral›¤›n›n t›k›z
olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman [a, b] aral›¤›n›n
sonlu altörtüsü olmayan bir (Ui)i"I aç›k örtüsü var-
d›r. c1, a ve b noktalar›n›n tam orta noktas› olsun.
Ya [a, c1] aral›¤› ya da [c1, b] aral›¤› sonlu say›da
Ui taraf›ndan örtülmez. Diyelim [a, c1] sonlu say›-
da Ui taraf›ndan örtülmüyor. c2, a ve c1 noktalar›-
n›n tam orta noktas› olsun. Ya [a, c2] ya da [c2, c1]
aral›¤› taraf›ndan örtülmez. Diyelim [c2, c1] sonlu
say›da Ui taraf›ndan örtülmüyor. c3, c2 ve c1 nok-
talar›n›n tam orta noktas› olsun. Ya [c2, c3] ya da
[c3, c1] aral›¤› sonlu say›da Ui taraf›ndan örtülmü-
yor... Bunu böyle devam ettirerek, öyle

[a, b] = [d0, e0]  [d1, e1]  [d2, e2]  ... 
aral›klar› bulabiliriz ki, hem 

(dn $ en) = (b $ a)/2n

olur hem de [dn, en] aral›klar› sonlu say›da Ui tara-
f›ndan örtülmez. MD-2007-IV, sayfa 21’deki
Kapal› Kutular Teoremi’ne göre, bütün bu [dn, en]
aral›klar› tek bir noktada kesiflir, diyelim

ƒ = limn%- dn = limn%- en

noktas›nda kesifliyorlar. ƒ " [a, b] oldu¤undan, bir
i " I için ƒ " Ui olur. Ui aç›k oldu¤undan, bir " > 0
için, (ƒ $ *, ƒ + *)  Ui olur.

ƒ = limn%- dn = limn%- en

oldu¤undan, bir n göstergeci için,
[dn, en]  (ƒ $ *, ƒ + *)  Ui

olur. Ama o zaman da [dn, en] tek bir (dolay›s›yla
sonlu say›da) Ui taraf›ndan kaplan›r. Bir çeliflki.
Demek ki [a, b] aral›¤› t›k›z bir kümedir. n

Bu ikinci kan›t›n !n’ye kolayl›kla genelleflti¤i-
ne dikkatinizi çekeriz. Aral›klar›n yerini alan n bo-
yutlu kutular› bu sefer 2 yerine 2n parçaya böleriz.

Sonuç 9 [Uç De¤erler Teoremi]. X t›k›z bir to-

polojik uzay ve

ƒ : X % !
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sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman ƒ fonksiyo-

nu X üzerine minimum ve maksimum de¤erini al›r;
yani öyle a, b " X vard›r ki her x " X için

ƒ(a) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(b)
olur.

Kan›t: X t›k›z ve ƒ sürekli oldu¤undan, Te-
orem 2’den dolay› ƒ(X) de t›k›zd›r. Teorem 8’e gö-
re ƒ(X) kapal› ve s›n›rl›d›r. ƒ(X) s›n›rl› oldu¤undan
supƒ(X) bir gerçel say›d›r. ƒ(X) kapal› oldu¤undan
supƒ(X) " ƒ(X) olur; çünkü terimleri ƒ(X)’te olan
ve supƒ(X)’e yak›nsayan bir dizi vard›r (okura
al›flt›rma), ve sayfa 53’teki Önsav 8’e göre bu dizi-
nin limiti olan supƒ(X) say›s› ƒ(X)’tedir.) Benzer
bir kan›t inf ƒ(X) için de yap›labilir. n

Al›flt›rmalar
19. a < b kesirli say›lar› için [a, b] # " küme-

sinin "’de t›k›z olmad›¤›n› kan›tlay›n. ‹pucu: a ile
b aras›nda kesirli olmayan bir say› vard›r. Bu kesir-
li olmayan say›y› kullanarak [a, b] # " kümesinin
sonlu altörtüsü olmayan bir altörtüsünü bulun.

20. X tams›ral› bir küme olsun. X’in aral›kla-
r›yla üretilen topolojisine s›ra topolojisi ad› verilir.
X ’in bir de ayr›ca SUP ve INF özelli¤ini sa¤lad›¤›n›
varsayal›m, yani üstten s›n›rl› ve bofl olmayan her
altkümesinin bir en küçük üsts›n›r› olsun. X ’in her
[a, b] kapal› aral›¤›n›n t›k›z oldu¤unu kan›tlay›n.

21 [Uç De¤erler Teoremi]. X yukardaki gibi
olsun. K t›k›z bir küme olsun. 

ƒ : K % X

sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman ƒ fonksiyo-
nu X üzerine minimum ve maksimum de¤erini al›r;
yani öyle a, b " K vard›r ki her x " K için

ƒ(a) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(b)
olur. Bunu kan›tlay›n.

Buraya kadar yapt›klar›m›z t›k›zl›k üzerine bi-
linmesi gerekenin minimumudur. Bu sat›rdan son-
ra t›k›zl›k konusunda biraz daha ileri gidece¤iz.
Çeflitli t›k›zl›k kavramlar› görece¤iz ve bu kavram-
lar›n aralar›ndaki iliflkiyi irdeleyece¤iz.

Metrik uzaylarda birbirine denk olan, ama
genel olarak topolojik uzaylar için birbirine denk
olmayan, gördü¤ümüz standart ve klasik t›k›zl›k
kavram› d›fl›nda de¤iflik “t›k›zl›k” kavramlar›
vard›r. Bunlar›n en önemlilerinden birkaç›n› afla-
¤›da irdeleyece¤iz. Ayr›ca, Lebesgue say›s›, tüm-
den s›n›rl›l›k, t›k›zlaflt›rma gibi kavramlar› göre-
ce¤iz, düzgün süreklili¤i t›k›zl›k kapsam›nda irde-
leyece¤iz ve meflhur Tychonoff Teoremi’ni kan›t-
layaca¤›z. Yapacaklar›m›z›n her biri analizde çok
önemlidir.

Yo¤unlaflma Noktas› Aç›s›ndan T›k›zl›k
X bir topolojik uzay, A  X ve a " X olsun.

E¤er a’y› içeren her aç›k küme A’n›n a’dan de¤iflik
bir eleman›n› içeriyorsa, a’ya A’n›n yo¤unlaflma

noktas› dendi¤ini görmüfltük (MD-2009-I, sayfa 61
ya da bu say›n›n 52’nci sayfas›). E¤er A tüm yo¤un-
laflma noktalar›n› içeriyorsa A’n›n kapal› oldu¤unu
görmüfltük (MD-2009-I, sayfa 62, Sonuç 8).

E¤er bir topolojik uzay›n her sonsuz altkümesi-
nin bir limit noktas› varsa o topolojik uzaya yo¤un-

laflma noktas› t›k›z (limit point compact) denir.

Teorem 10. T›k›z bir topolojik uzay yo¤unlafl-

ma noktas› t›k›zd›r.
Kan›t: X, t›k›z topolojik uzay olsun. A, X ’in

sonsuz bir altkümesi olsun. A’n›n bir yo¤unlaflma
noktas›n› bulaca¤›z. A’n›n say›labilir sonsuzlukta
oldu¤unu varsayabiliriz. Diyelim

A = {an : n "  }.
A’n›n yo¤unlaflma noktas› olmad›¤›n› varsayal›m.
O zaman A (tüm yo¤unlaflma noktalar›n› içerdi-
¤inden!) kapal›d›r. Her n için, A’dan sadece an ele-
man›n› içeren bir Un aç›k kümesi vard›r. Bu Un

aç›k kümelerine bir de X \ A aç›k kümesini ekler-
sek, o zaman X ’in bir aç›k örtüsünü elde ederiz. Bu
aç›k örtünün sonlu bir altörtüsü X ’i, dolay›s›yla
A’y› da örtmeli. A’y› örten bir örtüde X \ A gerek-
sizdir elbette. Demek ki A sonlu say›da Un’lerin bi-
leflimidir; ama her Un, A’dan tek bir eleman içerdi-
¤inden bu bir çeliflkidir. n

Yukardaki teorem, t›k›z kelimesinin t›k›z kü-
melere neden yak›flt›r›ld›¤›n› bir kez daha söylüyor.

Yo¤unlaflma noktas› t›k›z bir topolojik uzay t›-
k›z olmak zorunda de¤ildir. Afla¤›da iki örnek var.
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X, t›k›z bir küme

!

T›k›z bir küme, sürekli bir fonksiyon
alt›nda uç de¤erlerini al›r.

ƒ, sürekli fonksiyonƒ



Karfl›örnek 1. X herhangi bir topolojik uzay
olsun. Y = {0, 1} olsun. Y üzerine en kaba topolo-
jiyi alal›m. X ) Y kartezyen çarp›m›n› çarp›m topo-
lojisiyle ele alal›m. Bu topolojik uzay›n aç›k küme-
leri ya boflkümedir ya da bir U  X aç›k kümesi
için U ) Y biçimindedir; dolay›s›yla (x, i)’nin her
komflulu¤u (x, 1 $ i) noktas›n› da içerir, yani X ) Y

yo¤unlaflma noktas› t›k›zd›r. Ama X t›k›z de¤ilse,
izdüflüm fonksiyonlar› sürekli oldu¤undan, Te-
orem 2’ye göre X ) Y de t›k›z olamaz.

Karfl›örnek 2. E¤er X herhangi bir s›ral› kü-
meyse, X üzerine aç›k aral›klarla, yani a, b " X

için, 
(a, b) = {x " X : a < x < b},
(a, -) = {x " X : a < x},
($-, b) = {x " X : x < b}

altkümeleriyle üretilen topolojiye s›ralama topolo-

jisi denir. E¤er X =  (= ., say›labilir ilk ordinal)
ise, bu X üzerine ayr›k topolojiyi verir elbet, pek il-
ginç say›lmaz.

Bundan böyle X = .1 (say›lamaz ilk ordinal)
olsun. .1, say›labilir ordinaller kümesidir.

Limit ordinal olmayan her / " .1 için, {/} bu
topolojide hem aç›k hem de kapal› bir kümedir
ama e¤er / 0 0 bir limit ordinalse, {/} aç›k bir kü-
me de¤ildir. 

.1’i s›ralama topolojisiyle donat›rsak t›k›z ol-
mayan ama yo¤unlaflma noktas› t›k›z bir uzay elde
ederiz. 

.1’in t›k›z olmad›¤›n› göstermek kolay, ne de
olsa .1, elemanlar›n›n bileflimidir ve her , ordina-
li için , = ($-, ,)’d›r (yani aç›kt›r) ama .1, say›la-
maz oldu¤undan, sonlu say›da (hatta say›labilir
sonsuzlukta da) eleman›n›n bileflimi olamaz.

fiimdi .1’in yo¤unlaflma noktas› t›k›z oldu¤unu
gösterelim. A  .1 sonsuz bir altküme olsun. A’n›n
say›labilir sonsuzlukta bir B altkümesi vard›r. B’nin
elemanlar›n› küçükten büyü¤e do¤ru (1n)n olarak
yazal›m. O zaman 1 = !n 1n = supn 1n eleman› sa-
y›labilirdir, dolay›s›yla .1’in bir eleman›d›r. 1’n›n
A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤unu, hatta
(1n)n dizisinin bir limiti oldu¤unu kan›tlamak zor
de¤ildir.

Bir Uyar›. Bir metrik uzayda bir a eleman›n›n
bir A altkümesinin yo¤unlaflma noktas› olmas› de-
mek, a’n›n, terimleri A’n›n birbirinden de¤iflik ele-
manlar›ndan oluflan bir dizinin limiti olmas› de-

mektir. (Çok bariz.) Ama topolojik uzaylarda böy-
le bir denklik yoktur. Örne¤in 

X = .1
+ = .1 + 1 = .1 ! {.1} 

olsun. X, .1’den sonraki ilk ordinaldir. X üzerine
s›ralama topolojisini alal›m. .1’in t›k›z olmad›¤›n›
yukarda Karfl›örnek 2’de gördük. Ama X t›k›zd›r.
Ordinalleri biraz bilen biri için bunun kan›t› ol-
dukça kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r. .1, kolayca
görülece¤i üzere X ’in .1 altkümesinin bir yo¤un-
laflma noktas›d›r ama terimleri .1’de olan bir dizi
.1’e yak›nsayamaz. Demek ki X topolojik uzay›
metrikleflemez.

Dizisel T›k›zl›k
E¤er topolojik bir uzay›n her dizisinin yak›n-

sak bir altdizisi varsa, o zaman bu topolojik uzaya
dizisel t›k›z denir.

Her t›k›z topolojik uzay dizisel t›k›z de¤ildir ve
her dizisel t›k›z uzay t›k›z de¤ildir. Karfl›örnek ve-
rece¤iz. Ama birazdan kan›tlayaca¤›m›z üzere her
t›k›z metrik uzay dizisel t›k›zd›r.

Karfl›örnek 3. Yukarda karfl›örnek 2 olarak ele
ald›¤›m›z .1 uzay› dizisel t›k›zd›r (okura al›flt›rma)
ama gördü¤ümüz üzere t›k›z de¤ildir.

Karfl›örnek 4 ve Al›flt›rma. 2 = {0, 1} ve
X = 2[0, 1] = 2[0, 1] 2 = {ƒ : [0, 1] % {0, 1}}

olsun. Yani X, [0, 1] kapal› aral›¤›ndan {0, 1} küme-
sine giden fonksiyonlar kümesi olsun. (X, [0, 1] ka-
pal› aral›¤›n›n altkümeler kümesiyle eflleniktir.)
2’yi ayr›k topolojiyle (yani her altkümenin aç›k ol-
du¤u topolojiyle) ve X ’i çarp›m topolojisiyle dona-
tal›m. Daha sonra bu yaz›da X ’in t›k›z oldu¤unu
görece¤iz (bkz. Tychonoff Teoremi), flimdilik bu
olguyu kabul edelim. X ’in topolojisini an›msata-
l›m. Bir x " [0, 1] için,

Ux,0 = {ƒ " X : ƒ(x) = 0}
ve

Ux,1 = {ƒ " X : ƒ(x) = 1}
olsun. Bu altkümeler X ’in topolojisinin bir alttaba-
n›n› oluflur, yani X ’in aç›k kümeleri, , = 0, 1 için
Ux,, türünden kümelerin sonlu say›da kesiflimleri-
nin herhangi bir bileflimidir; yani X ’in aç›k küme-
leri, sonlu say›da x1, ..., xn " [0, 1] için, 

ƒ(x1), ..., ƒ(xn) 
de¤erlerinin (0 ya da 1 olarak) belirlendi¤i fonksi-
yon kümelerinin bileflimidir. X’in dizisel t›k›z ol-
mad›¤›n› kan›tlay›n.

72

Matematik Dünyas›, 2009-III-IV



Bu altbölümde metrik uzaylarda dizisel t›k›z-
l›kla t›k›zl›¤›n eflde¤er kavramlar oldu¤unu ve da-
ha fazlas›n› kan›tlayaca¤›z.

Teorem 11. T›k›z metrik uzaylar dizisel t›k›zd›r.
Kan›t: X t›k›z bir metrik uzay ve (xn)n bu uzay-

da bir dizi olsun. Diyelim dizinin yak›nsak bir alt-
dizisi yok. 

x " X olsun. Her m > 0 do¤al say›s› için xn "
B(x 1/m) içindeli¤ini sa¤layan sonsuz say›da n gös-
tergeci olsayd›, o zaman kolayl›kla x ’e yak›nsayan
bir altdizi bulabilirdik. Demek ki

I(x) = {n "  : xn " U(x)}
göstergeç kümesinin sonlu oldu¤u x ’i içeren bir
U(x) aç›k kümesi vard›r. Her x " X için x " U(x)
oldu¤undan, (U(x))x"X, X ’in bir aç›k örtüsüdür. X
t›k›z oldu¤undan,

X = U(x1) ! ... ! U(xk)
eflitli¤ini sa¤layan x1, ..., xk " X vard›r. Ama o za-
man da

I(x1) ! ... ! I(xk)
göstergeç kümesi hem sonludur hem de  ’ye eflit-
tir. Bir çeliflki. n

Sonuç 12. T›k›z bir metrik uzay tamd›r, yani

t›k›z bir metrik uzay›n Cauchy dizileri yak›nsakt›r.
Kan›t: (xn)n bir Cauchy dizisi olsun. Yukarda-

ki teoreme göre (xn)n dizisinin yak›nsak bir altdizi-
si vard›r. Sayfa 48’deki Önsav 8’e göre (xn)n dizisi
de yak›nsakt›r. n

fiimdi metrik uzaylarda Teorem 11’in tersinin
de do¤ru oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Ama bu teorem
metrik uzaylardan daha genel topolojik uzaylarda
do¤ru oldu¤undan, biz daha genel bir sonuç kan›t-
layaca¤›z.

E¤er bir topolojik uzayda say›labilir bir yo¤un
altküme varsa, o uzaya ayr›flt›r›labilir uzay ad› ve-
rilir. (‹ngilizcesi separable space.) Örne¤in ! ve
hatta !n, "’nün varl›¤›ndan dolay› ayr›flt›r›labilir
bir uzayd›r.

Önsav 13. Dizisel t›k›z bir metrik uzay› ayr›fl-

t›r›labilir bir uzayd›r.
Kan›t: (X, d) dizisel t›k›z bir metrik uzay› ol-

sun. * > 0 verilmifl olsun. (Daha sonra çeflitli n > 0
tamsay›lar› için * = 1/n alaca¤›z.) x0 " X herhangi
bir nokta olsun. E¤er varsa, B(x0, *) d›fl›ndan bir
x1 noktas› seçelim. E¤er varsa, B(x0, *) ! B(x1, *)

d›fl›ndan bir x2 noktas› seçelim. E¤er varsa,
B(x0, *) ! B(x1, *) ! B(x2, *) 

d›fl›ndan bir x3 noktas› seçelim. Bu prosedür bir za-
man sonra bitmeli yoksa herhangi ikisi aras›ndaki
mesafenin *’dan büyük oldu¤u bir dizi elde ederiz
ki böyle bir dizinin yak›nsak bir altdizisi olamaz. 

n > 0 herhangi bir tamsay› olsun. Yukarda ya-
p›landan dolay› öyle

xn,0, ..., xn,k(n) " X

noktalar› vard›r ki,
X = B(xn,0, 1/n) ! ... ! B(xn,k(n), 1/n)

olur. Y, bütün bu xn,i noktalar›ndan oluflan küme
olsun:

Y = {xn,i : n "  \ {0}, i = 0, ..., k(n)}.
Y elbette say›labilir bir kümedir. Y ’nin X ’te yo¤un
oldu¤unu kan›tlayal›m. x " X herhangi bir nokta
ve * > 0 herhangi bir say› olsun. n > 1 do¤al say›s›
1/n < * eflitsizli¤ini sa¤las›n.

X = B(xn,0, 1/n) ! ... ! B(xn,k(n), 1/n)
oldu¤undan, bir i = 0, ..., k(n) için,

x " B(xn,i , 1/n)
olur. Demek ki, 

d(x, xn,i) < 1/n < *.
xn,i " Y oldu¤undan, önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. n

Karfl›örnek 5. Ayr›flt›r›labilir bir metrik uzay
illa dizisel t›k›z olmak zorunda de¤ildir. Örne¤in
" say›labilirdir, dolay›s›yla ayr›flt›r›labilir ama t›-
k›z de¤ildir elbette.

Önsav 14. Bir metrik uzay›n ayr›flt›r›labilir ol-

mas› için say›labilir bir taban› olmas› gerek ve ye-

ter kofluldur. 
Kan›t: E¤er metrik uzay›n say›labilir bir taban›

varsa, taban›n her aç›k kümesinden rastgele bir ele-
man seçelim. Bu elemanlardan oluflan küme elbet-
te yo¤un bir altküme oluflturur. 

fiimdi (X, d ) ayr›flt›r›labilir bir metrik uzay ol-
sun. Y  X say›labilir ve yo¤un bir altküme olsun.

T = {B(y, q) : y " Y, q " "}
kümesinin bir taban oldu¤unu savlay›p kan›tl›yo-
ruz. (Y ve " say›labilir olduklar›ndan, Y ’nin say›-
labilir oldu¤u bariz.) U herhangi bir aç›k küme ve
x " U herhangi bir eleman olsun. Bir * > 0 say›s›
için B(x, *)  U olur. q kesirli say›s› 0 < q < */2 eflit-
siliklerini sa¤las›n. Y yo¤un oldu¤undan, B(x, q)
yuvar›n›n içinde Y ’den bir eleman vard›r, diyelim y.
fiimdi 

B(y, q)  B(x, *)
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içindeli¤ini kan›tlayal›m. z " B(y, q) ise,
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < q + q = 2q < *

olur. Demek ki,
x " B(y, q)  B(x, *)  U,

yani
x " B(y, q)  U.

Bu da T ’nin bir taban oldu¤unu kan›tlar. n

Teorem 15. Say›labilir taban› olan bir topolo-

jik uzay dizisel t›k›zsa t›k›zd›r.
Kan›t: X dizisel t›k›z olsun. (Ui)i"I, X ’in aç›k

bir örtüsü olsun. Bu örtünün sonlu bir altörtüsü ol-
du¤unu kan›tlayaca¤›z. Ui’leri daha da incelterek
Ui’ler yerine say›labilir taban›n elemanlar›n› al›p
I ’nin en fazla say›labilir sonsuzlukta oldu¤unu var-
sayabiliriz. Art›k I =  varsay›m›n› yapabiliriz.
E¤er i "  için, 

Ui  !j<i Uj

ise Ui’yi örtüden silebiliriz. Geriye hâlâ daha son-
suz say›da Ui kald›¤›n› varsayal›m ve Ui’leri yeni-
den numaraland›r›p her i "  için, 

Ui \ !j<i Uj 0&'
varsay›m›n› yapal›m.

xi " Ui \ !j<i Uj

olsun. (xi)i dizisinin yak›nsak bir altdizisi vard›r. x
bu altdizinin bir limiti olsun. (Ui)i" , X ’in bir ör-
tüsü oldu¤undan, bir i "  için

x " Ui

olur. Demek ki sonsuz tane j "  için
xj " Ui

olur. Ama o zaman da xj " Ui özelli¤ini sa¤layan
bir j > i bulunur ki bu da (xi)i dizisinin tan›m›yla
çeliflir. n

Sonuç 16. Metrik uzaylarda dizisel t›k›zl›kla t›-

k›zl›k eflde¤er kavramlard›r.
Kan›t: Teorem 11 ve sonras›. n

Tümden S›n›rl›l›k
Heine-Borel Teoremi (Teorem 8) bir anlamda

tam metrik uzaylara genellefltirilebilir. Önce bir ta-
n›m verelim.

Her * > 0 için sonlu say›da * yar›çapl› yuvar-
larla kaplanabilen bir metrik uzaya tümden s›n›rl›

(totally bounded ) ad› verilir.
Bunun eflde¤er bir tan›m› flöyledir: (X, d ) bir

metrik uzay olsun. E¤er her * > 0 için, d(X, F ) < *
eflitsizli¤ini sa¤layan sonlu bir F  X altkümesi var-
sa, o zaman X ’e tümden s›n›rl› denir. Bu iki tan›-

m›n eflde¤er oldu¤unun kan›t› kolayd›r ve okura
b›rak›lm›flt›r.

Tümden s›n›rl› metrik uzaylar› s›n›rl›d›r elbette
ama bunun tersi do¤ru de¤ildir, örne¤in ayr›k met-
rikle donat›lm›fl sonsuz bir küme s›n›rl›d›r ama tüm-
den s›n›rl› de¤ildir. Öte yandan !n’nin bir altküme-
sinin tümden s›n›rl› olmas›yla s›n›rl› olmas› aras›nda
bir ayr›m yoktur. Bunun kan›t›n› okura b›rak›yoruz.

T›k›z metrik uzaylar tümden s›n›rl›d›r elbette.
Öte yandan t›k›z olmayan tümden s›n›rl› metrik
uzaylar vard›r, örne¤in (0, 1) aç›k aral›¤›.

Al›flt›rmalar
22. Yukardaki iki tan›m›n eflde¤er olduklar›n›

kan›tlay›n.
23. Tümden s›n›rl› bir metrik uzay›n altküme-

lerinin de tümden s›n›rl› oldu¤unu kan›tlay›n.
24. !n’nin bir altkümesinin tümden s›n›rl› ol-

mas›yla s›n›rl› olmas› aras›nda bir ayr›m olmad›¤›n›
kan›tlay›n.

Teorem 17. Tam bir metrik uzay›n bir altkü-

mesinin t›k›z olmas› için, kapal› ve tümden s›n›rl›

olmas› gerek ve yeter kofluldur.
Kan›t: Önce gereklili¤i kan›tlayal›m. Tümden

s›n›rl›l›k bariz. Teorem 6 da t›k›z bir altkümenin
kapal› olmas› gerekti¤ini söylüyor. 

fiimdi (X, d ) tam bir metrik uzay olsun. X tam
oldu¤undan, X ’in her kapal› altkümesi de tamd›r.
Dolay›s›yla X ’in t›k›z oldu¤unu kan›tlamak yeter-
li. Sonuç 16’ya göre, X in dizisel t›k›z oldu¤unu ka-
n›tlamak yeterli. Son olarak, X tam oldu¤undan,
X ’in her dizisinin bir Cauchy altdizisi oldu¤unu
kan›tlamak yeterli. 

(xn)n, bir dizi olsun. X ’i sonlu say›da 1 yar›çap-
l› yuvarlarla kaplayal›m. Sonsuz say›da n göstergeci
için, dizinin xn terimi bu yuvarlardan birinin, diye-
lim B1’in içine düfler. Dizinin di¤er terimlerini unu-
tup, tüm terimlerin B1’de oldu¤unu varsayal›m.
fiimdi B1’i sonlu say›da 1/2 yar›çapl› yuvarlarla kap-
layal›m. (B1 de tümden s›n›rl›d›r.) Sonsuz say›da n
göstergeci için, dizinin xn terimi bu 1/2 yar›çapl› yu-
varlardan birinin içine düfler, diyelim B2’nin içine.
Dizinin di¤er terimlerini unutup, tüm terimlerin
B2’de oldu¤unu varsayal›m. Böylece öyle 1/n yar›-
çapl› Bn yuvarlar› buluruz ki, her Bn’de diziden son-
suz say›da terim vard›r. Diziden bir xn1

" B1 terimi
seçelim. n2 > n1 için xn2

" B2 seçelim. Sonra, n3 > n2
için xn3

" B3 seçelim. Ve bunu böyle devam ettire-
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lim. E¤er k ≥  ise d(xnk
, xn 

) ≤ 1/k olur. Dolay›s›yla
(xnk

)k bir Cauchy dizisidir. n

Bu altbölümün geri kalan›n› bu yaz›da kullan-
mayaca¤›z.

Önsav 18. E¤er bir metrik uzay›n bir A altkü-

mesi tümden s›n›rl›ysa, A’n›n kapan›fl› da tümden

s›n›rl›d›r. 
Kan›t: * > 0 olsun. A tümden s›n›rl› oldu¤un-

dan A’y›, yar›çap› */2 olan sonlu say›da yuvarla
kaplayabiliriz; diyelim:

A  B(a1, */2) ! ... ! B(an, */2).
O zaman,

olur. n

Al›flt›rma 25. Bir (X, d) metrik uzay›nda, yuka-
r›daki kan›tta (zay›f bir versiyonu) kullan›lan

B(a, r)  {x " X : d(a, x) ≤ r}
içindeli¤ini kan›tlay›n. Eflitli¤in do¤ru olmayabile-
ce¤ini gösterin.

Sonuç 19. Tam bir metrik uzay›n bir altkümesi

ancak ve ancak kapan›fl› t›k›zsa tümden s›n›rl›d›r.
Kan›t: Altkümenin kapan›fl› t›k›zsa, o zaman

kapan›fl tümden s›n›rl›d›r elbette, dolay›s›yla altkü-
me de tümden s›n›rl›d›r.

fiimdi altkümenin tümden s›n›rl› oldu¤unu var-
sayal›m. Yukardaki önsava göre altkümenin kapa-
n›fl› da tümden s›n›rl›d›r. Yukardaki teoreme göre
de kapan›fl t›k›zd›r. n

T›k›zl›¤›n Bir Baflka Eflde¤er Koflulu
T›k›zl›¤›n çok yararl› bir baflka tan›m› daha

vard›r. Bu k›sa bölümde okurun her an karfl›s›na
ç›kabilecek bu tan›mdan söz edeyim.

X bir küme ve E , X ’in bir altkümeler kümesi ol-
sun. E¤er E kümesinin sonlu say›da (ama en az bir)
eleman›n›n kesiflimi hiçbir zaman boflküme olmu-
yorsa, E kümesinin sonlu kesiflim özelli¤i oldu¤u
söylenir. (‹ngilizcesi “finite intersection property” ya
da k›saca FIP, Türkçesi SKÖ olabilir.) Örne¤in,

E = {[a, b] # " : a < √2 < b}
kümesi, sonlu kesiflim özeli¤i olan bir kümedir. Ama
E ’nin tüm altkümelerinin kesiflimi boflkümedir.

Teorem 20. Bir topolojik uzay›n t›k›z olmas›

için gerek ve yeter koflul, sonlu kesiflim özelli¤i

olan her kapal› kümeler ailesinin kesifliminin bofl-

küme olmamas›d›r.

Kan›t: X t›k›z bir küme ve E , X ’in kapal› kü-
melerinden oluflan ve sonlu kesiflim özelli¤i olan
bir küme olsun. E ’nin tüm altkümelerinin kesifli-
minin boflküme oldu¤unu varsayal›m. Demek ki,

#F"E F = ';
yani

!F"E Fc = X.
Ama Fc kümeleri aç›k. X t›k›z oldu¤undan, sonlu
say›da F1, .., Fn " E için

F1
c ! ! ! Fn

c = X
olmal›. Ama o zaman da 

F1 # ! # Fn = '
olur ki bu da E ’nin sonlu kesiflim özelli¤ini sa¤la-
mas›yla çeliflir.

fiimdi X ’in sonlu kesiflim özelli¤i olan her ka-
pal› kümeler ailesinin kesifliminin bofl olmad›¤›n›,
ama X ’in nat›k›z olu¤unu varsayal›m. Nat›k›zl›¤a
tan›k olarak, X ’in sonlu altörtüsü olmayan bir
(Ui)i"I aç›k örtüsünü ele alal›m. Sonlu say›da Ui,
X ’i örtmeye yetmedi¤ine göre, sonlu say›da Ui

c kü-
mesinin kesiflimi bofl olamaz. Varsay›ma göre, Ui

c

kümelerinin kesiflimi de bofl olamaz, yani tüm Ui

kümelerinin bileflimi X olamaz. Bir çeliflki. n

Sonuç 21. T›k›z bir uzayda C0 ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ ...
bir kapal› kümeler zinciri olsun. E¤er hiçbir Cn bofl

de¤ilse, #n" Cn de bofl de¤ildir.
Kan›t: Teorem 3’e göre, her Cn, t›k›z bir küme-

nin kapal› bir altkümesi oldu¤undan t›k›zd›r. So-
nuç bir önceki teoremden ç›kar. n

Bir topolojik uzay›n bir x eleman›n› alal›m.
E¤er {x} aç›k bir kümeyse, x’e ayr›k ya da tecrit

edilmifl eleman (‹ngilzcesi isolated point) ad› verilir.
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‹çiçe geçmifl t›k›z kümelerin kesiflimi
(e¤er biri bofl de¤ilse) bofl olamaz.
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Her ne kadar t›k›z kümeleri sonsuza kadar ya-
y›lamayan kümeler olarak hayal etmemiz gerekti-
¤ini söylediysek de, bu hayalimiz bizi yan›ltmas›n,
bir sonraki sonucun gösterece¤i üzere t›k›z küme-
lerde bol bol eleman vard›r.

Sonuç 22. Ayr›k noktas› olmayan, boflküme-

den farkl›, t›k›z ve Hausdorff bir topolojik uzay sa-

y›lamaz sonsuzluktad›r.
Kan›t: Uzaya X diyelim. Önce kolay bir sav

kan›tlayal›m.

Sav. ' 0 U  X aç›k bir küme ve x " X olsun.
O zaman öyle bir ' 0 V  U aç›k kümesi vard›r ki,
x 4 V

_
olur.

Sav›n Kan›t›: U ’da x’ten de¤iflik bir y noktas›
seçelim. (x, U ’nun bir eleman› olsa da olmasa da
böyle bir nokta vard›r çünkü x ayr›k bir nokta de-
¤ildir ve ' 0U.) X Hausdorff bir uzay oldu¤undan,

y " V, x " W, V # W = '
özelliklerini sa¤layan V ve W aç›k kümeleri vard›r.
V # U istenen özellikleri sa¤lar. Böylece sav›m›z
kan›tlanm›fl oldu.

fiimdi teoremi kan›tlayabiliriz. ƒ :  % X her-
hangi bir fonksiyon olsun. ƒ’nin örten olamayaca-
¤›n› kan›tlayaca¤›z. 

Yukardaki sav› kullanarak X’in öyle bir (Vn)n
aç›k kümeler dizisini bulaca¤›z ki,

ƒ(n) 4 Vn

_
ve ' 0 Vn+1  Vn

olacak. Yukardaki savda U = X al›rsak, istedi¤imiz
gibi bir V0 aç›k kümesi oldu¤u belli. fiimdi istenil-
di¤i gibi V0 ⊇ V1 ⊇ ... ⊇ Vn aç›k kümelerinin seçil-
di¤ini varsayal›m. Savda U = Vn alarak, istedi¤imiz
gibi bir Vn+1 aç›k kümesi buluruz. 

Vn aç›k kümelerinin kapan›fl›n› al›rsak
V0

_ 
⊇ V1

_
⊇ ... ⊇ Vn

_
⊇ ...

zincirini buluruz. Bir önceki sonuca göre bu dizinin
kesiflimi boflküme olamaz. Kesiflimden bir x alal›m.

Bu x hiçbir ƒ(n)’ye eflit olamaz çünkü her n "  
için

ƒ(n) 4 Vn

_
ve x " Vn

_
.

Sonuç kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 23. !’nin bofl olmayan her kapal› aral›-

¤› say›lamaz sonsuzluktad›r. ! say›lamaz sonsuz-

luktad›r.

Lebesgue Say›s›
Bir (X, d) metrik uzay›n›n s›n›rl› bir A altküme-

sinin çap›,
d(A) = sup{d(x, y) : x, y " A}

olarak tan›mlan›r. B(a, r) yuvar›n›n çap› en fazla
2r ’dir. (2r ’den de küçük olabilir!)

Afla¤›daki oldukça teknik önsav t›k›z kümelerin
aç›k örtülerinin çok küçük çapl› elemanlar›n›n ge-
reksiz oldu¤unu söylüyor.

Önsav 24 [Lebesgue Say›s›] (X, d) t›k›z bir met-

rik uzay ve U = (Ui)i"I ailesi, X ’in aç›k bir örtüsü

olsun. O zaman öyle bir 5 > 0 vard›r ki X ’in çap›

en fazla 5 olan her altkümesi U ailesinin bir elema-

n›n›n (yani Ui’lerden birinin) altkümesidir.
Kan›t: E¤er Ui’lerden biri X ’e eflitse, kan›tlaya-

cak bir fley yok. Bundan böyle hiçbir Ui’nin X ’e
eflit olmad›¤›n› varsayal›m. U ailesinin sonlu bir V
altörtüsünü seçelim. Diyelim,

V = {U1, ..., Un}.
Ci = Ui

c olsun. Ci kapal›d›r. d(x, Ci), x ’in Ci’ye
olan uzakl›¤› olsun. (Bkz. sayfa 57, gri sayfa.) 

U1 ! ... ! Un = X
oldu¤undan, 

C1 # ... # Cn = '
olur. Demek ki X ’in her x eleman› Ci kümelerin-
den en az birinin eleman› de¤ildir ve, Ci kapal› ol-
du¤undan, d(x, Ci) say›lar›ndan en az biri pozitif-
tir (sayfa 57, gri sayfa) ve

olur. Böylece tan›mlanan 
ƒ : X % !

fonksiyonunun sürekli oldu¤unu da biliyoruz (say-
fa 57, gri sayfa). X t›k›z oldu¤undan, ƒ minimum
de¤erini al›r. Bu minimum de¤er x0’da al›nm›fl ol-
sun ve 

5 = ƒ(x0) > 0
olsun. B, yar›çap› 5’dan küçük bir altküme olsun.
x " B olsun. Demek ki 

B  B(x, 5).
fiimdi, d(x, C1), ..., d(x, Cn) say›lar›n›n en büyü¤ü-
ne d(x, Ci) diyelim. O zaman,

olur. Demek ki 
B(x, 5) # Ci = ',

yani
B(x, 5)  Ui.

76

Matematik Dünyas›, 2009-III-IV

&  
5 6 7 3 68( ) ( , ) ( , )x

n
d x C d x Cii

n
i

1
1=

&  
7 3 98( ) ( , )x

n
d x Cii

n1
0

1=



Ama B  B(x, 5) oldu¤undan, bu son içindelik is-
tedi¤imizi kan›tlar. n

X ’in verilmifl birU = (Ui)i"I aç›k örtüsü için,
yukardaki önsavdaki gibi bir 5 > 0 say›s›na U ’nun
Lebesgue say›s› ad› verilir. Elbette bir Lebesgue sa-
y›s›ndan daha küçük say›lar da Lebesgue say›lar›-
d›r. Lebesgue say›lar›n›n varl›¤›n› bir sonraki alt-
bölümde kullanaca¤›z.

Düzgün Süreklilik
Düzgün süreklilik, süreklili¤in çok özel bir ha-

lidir. Ama genel olarak tüm topolojik uzaylarda
de¤il, sadece metrik uzaylarda geçerli olan bir kav-
ramd›r. Tan›m› an›msatal›m:

(X, dX) ve (Y, dY) iki metrik uzay ve
ƒ : X % Y

bir fonksiyon olsun. Önce ƒ’nin sürekli oldu¤unun
ne demek oldu¤unu an›msatal›m. ƒ’nin sürekli ol-
mas› için ƒ’nin X ’in her x noktas›nda sürekli ol-
mas› gerekmektedir; yani her a " X için flu özellik
do¤ru olmal›d›r:

Her * > 0 için öyle bir 5 > 0 olmal›d›r ki,
her x " X için

dX(a, x) < 5 : dY(a, x) < *.
Bunu daha biçimsel olarak yazacak olursak,

süreklilik
!a!*>0;5>0!x (dX(a,x)<5:dY(a,x)<*)

önermesine denktir. Buradaki 5 say›s› verilmifl olan
*’a göre de¤iflir elbette, ama a’ya göre de de¤iflebi-
lir, hatta ço¤u zaman a’ya göre de¤iflir. Bu yüzden
kimi zaman 5 yerine 5a,* yaz›l›r.

Ama kimi zaman da 5 say›s›n› a’dan ba¤›ms›z
(sadece *’a ba¤›ml›) seçebiliriz. O zaman çok özel,
çok daha güçlü bir süreklilik söz konusu olur. Bu
durumda ƒ’nin düzgün sürekli oldu¤u söylenir.
Yani e¤er

Her * > 0 ve X ’in her a ve x elemanlar› için

dX(a, x) < 5 : dY(a, x) < *
önermesini sa¤layan bir 5 > 0 varsa 

o zaman ƒ fonksiyonuna düzgün sürekli denir. Bu-
nu daha biçimsel olarak yazacak olursak, düzgün
süreklilik,
!*>0;5>0!a!x (dX(a,x)<5:dY(a,x)<*)

önermesine denktir. Burada “!a” ifadesinin en
bafltan ortalara, “;5>0” ifadesinden sonraya gitti-
¤ine dikkatinizi çekerim: Verilmifl bir * > 0 için
tüm a ve x’ler için geçerli olan bir 5 > 0 bulunuyor.
Ama art›k a ile x aras›nda büyük bir ayr›m yok,

dolay›s›yla a ve x yerine x ve y kullan›rsak daha fl›k
bir tan›ma ulaflm›fl oluruz: Düzgün süreklilik
!*>0;5>0!x!y (dX(x,y)<5:dY(x,y)<*)

önermesine denktir.
E¤er A  X ise ve ƒ|A fonksiyonu düzgün sü-

rekliyse, o zaman ƒ’nin A üzerine düzgün sürekli

oldu¤u söylenir.

Örnek. (0, -) kümesinden !’ye giden ƒ(x) =
1/x formülüyle tan›mlanan fonksiyon düzgün sü-
rekli de¤ildir çünkü a küçüldükçe 5 say›s› küçülür. 

Öte yandan (s›n›rl› ya da s›n›rs›z) kapal› bir
aral›¤a k›s›tlarsak bu fonksiyon düzgün sürekli
olur. Yani ƒ(x) = 1/x formülüyle tan›mlanm›fl fonk-
siyon kapal› aral›klar üzerine düzgün süreklidir.

Düzgün süreklili¤in yararlar›n› daha ilerde gö-
rece¤iz ama t›k›z kümelerden sözederken düzgün
süreklilikten sözetmemek olmazd›.

Teorem 25. (X, dX) ve (Y, dY) iki metrik uzay

olsun. E¤er X t›k›zsa, X ’ten Y ’ye giden her sürek-

li fonksiyon düzgün süreklidir.
Kan›t: ƒ : X % Y sürekli bir fonksiyon olsun. *

> 0 olsun. (B(y, */2))y"Y yuvarlar ailesiY ’nin aç›k
bir örtüsüdür. ƒ sürekli oldu¤undan, 

(ƒ$1(B(y, */2)))y"Y

ailesi de X ’in bir aç›k örtüsüdür. 5 > 0 bu aç›k ör-
tünün Lebesgue say›s› olsun. fiimdi x1, x2 " X ol-
sun ve dX(x1, x2) < 5 varsay›m›n› yapal›m. O za-
man {x1, x2} kümesinin çap› 5’dan küçüktür. De-
mek ki bir y " Y için,

{x1, x2}  ƒ$1(B(y, */2)),
yani

x1, x2 " ƒ$1(B(y, */2)),
yani

ƒ(x1), ƒ(x2) " B(y, */2),
yani
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dY(ƒ(x1), ƒ(x2)) ≤ dY(ƒ(x1), y) + dY(y, ƒ(x2))
< */2 + */2 = *

olur. Bu da ƒ’nin düzgün süreklili¤ini kan›tlar. n

Al›flt›rma 26. ln : !>0%! fonksiyonunun düz-
gün sürekli olmad›¤›n› ama s›n›rl› ya da s›n›rs›z ka-
pal› aral›klar üzerine düzgün sürekli oldu¤unu ka-
n›tlay›n. Sonucu artan içbükey fonksiyonlar için ge-
nellefltirin.

Say›labilir T›k›zl›k
E¤er bir topolojik uzay›n say›labilir her aç›k ör-

tüsünün sonlu bir altörtüsü varsa o uzaya say›labi-

lir t›k›z denir. 

Karfl›örnek 6. Her t›k›z uzay say›labilir t›k›z-
d›r elbet ama bunun tersi do¤ru de¤ildir. Tersinin
do¤ru olmad›¤›na standart örnek .1 (say›lamaz
ilk ordinal) üzerine kurulan “s›ra topolojisi”dir.
Bu uzay say›labilir t›k›zd›r (okura al›flt›rma) ama
bildi¤imiz üzere t›k›z de¤ildir.

Teorem 26. Dizisel t›k›z bir topolojik uzay sa-

y›labilir t›k›zd›r.
Kan›t: X, dizisel t›k›z bir topolojik uzay olsun.

(Ui)i" , X ’in sonlu örtüsü olmayan say›labilir bir
aç›k örtüsü olsun. Her n "  için

xn " X \ (U0 ! ... ! Un$1)
olsun. Demek ki Un, ancak sonlu say›da i "  için
xi’yi içerir. (xn)n dizisinin bir altdizisi yak›nsakt›r.
x, (xn)n dizisinin bir altdizisinin bir limiti olsun. x "
Un olsun. O zaman sonsuz tane i "  için xi " Un

olur ki bu da (xn)n dizisinin seçimiyle çeliflir. n

Al›flt›rma 27. .1’in s›ra topolojisiyle say›labi-
lir t›k›z oldu¤unu ama t›k›z olmad›¤›n› kan›tlay›n.

Teorem 27. Say›labilir t›k›z bir topolojik uzay

(dolay›s›yla t›k›z bir topolojik uzay da) yo¤unlafl-

ma noktas› t›k›zd›r. 
Kan›t: Teorem 10’un kan›t›na dikkatlice ba-

karsan›z, asl›nda bu (daha güçlü) teoremin kan›t-
land›¤›n› görürsünüz. n

Karfl›örnek 7. Yo¤unlaflma noktas› t›k›z bir
uzay dizisel t›k›z olmak zorunda de¤ildir. Nitekim
Karfl›örnek 1’de X dizisel t›k›z de¤ilse, X ) Y de di-
zisel t›k›z olamaz ama yo¤unlaflma noktas› t›k›zd›r.

Metrik Uzaylarda T›k›zl›k Kavramlar›
fiimdiye kadar birçok t›k›zl›k kavram› gördük:
1) T›k›zl›k,
2) Dizisel t›k›zl›k,
3) Say›labilir t›k›zl›k,
4) Yo¤unlaflma noktas› t›k›zl›k,
2 : 3 : 4 ve 1 : 3 ç›kar›mlar›n›n do¤ru ol-

duklar›n› (Teorem 26, 27) ama ters ç›kar›mlar›n
genelde do¤ru olmad›klar›n› (Karfl›örnek 1-7), öte
yandan bunlardan baz›lar›n›n metrik uzaylarda
denk kavramlar olduklar›n› gördük. Asl›nda met-
rik uzaylarda tüm bu t›k›zl›k kavramlar› birbirine
denktir.

Teorem 28. Bir metrik uzay›n t›k›z, dizisel t›-

k›z, say›labilir t›k›z ya da yo¤unlaflma noktas› t›-

k›z olmas› aras›nda ayr›m yoktur, biri do¤ruysa

di¤erleri de do¤rudur.
Kan›t: Sonuç 16, Teorem 26, Teorem 27 ve

yukardaki son iki al›flt›rmaya göre sadece yo¤un-
laflma noktas› t›k›z bir metrik uzay›n dizsel t›k›z
oldu¤unu kan›tlamal›y›z.

(X, d ), yo¤unlaflma noktas› t›k›z bir metrik
uzay olsun. (xn)n, bu uzaydan bir dizi olsun. 

A = {xn : n "  } 
olsun. E¤er A sonluysa, elbette (xn)n dzisinin sabit,
dolay›s›yla yak›nsak bir altdizisi vard›r. E¤er A

sonsuzsa, varsay›ma göre A’n›n bir yo¤unlaflma
noktas› vard›r. Diyelim x. fiimdi x’e yak›nsayan
bir altdizi bulmak zor de¤ildir: Her k > 0 do¤al sa-
y›s› için,

B(x, 1/k) # A

kümesi sonsuzdur. Bu olguyu kullanarak, öyle 
n1 < ... < nk < ...

göstergeçleri bulunabilir ki,
xnk

" B(x, 1/k)
olur. Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Tychonoff Teoremi
‹ki (dolay›s›yla sonlu say›da) t›k›z topolojik

uzay›n kartezyen çarp›m›n›n t›k›z oldu¤unu gör-
dük. Ayn› sonuç sonsuz say›da topolojik uzay için
de geçerlidir ama kan›t› çok daha zordur. fiimdi
Tychonoff Teoremi ad› alt›nda bilinen bu teoremi
kan›tlayal›m. Ama önce kendi bafl›na de¤erli bir
sonuç kan›tlayal›m.

Teorem 29 [Alexander’›n Alttaban Teoremi].
X bir topolojik uzay ve 1, bu topolojik uzay›n bir
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alttaban› olsun. X ’in t›k›z olmas› için yeter ve ge-

rek koflul, 1’n›n elemanlar›ndan oluflan X ’in her

örtüsünün sonlu bir altörtüsü olmas›d›r.
Kan›t: Gereklilik bariz. Yeterlili¤i kan›tlaya-

l›m. X ’in t›k›z olmad›¤›n› varsayal›m. P , X ’in,
sonlu altörtüsü olmayan aç›k örtülerinden oluflan
küme olsun. P ’yi “altküme” olma iliflkisine göre
s›ralayal›m. P ’ye Zorn Önsav›’n› [MD-2006-II,
sayfa 46] uygulayaca¤›z. Bu amaçla P ’den bir Z

zinciri alal›m. !Z ’nin de P ’de oldu¤unu kan›tla-
yaca¤›z. !Z ’nin bir örtü oldu¤u besbelli.
!Z ’nin sonlu bir altörtüsü oldu¤unu varsayal›m.
Diyelim U1, ..., Un "!Z elemanlar› X’i örtüyor.
Her i = 1, ..., n için

Ui "U i " Z

içindeliklerini sa¤layan bir U i örtüsü seçelim. Z bir
zincir oldu¤undan, U i örtülerinden biri, diyelim U j

di¤erlerini kapsar. Demek ki her i = 1, ..., n için
Ui "U j

olur. Ama bu da U j’nin sonlu bir altörtüsü var de-
mektir. Çeliflki. Dolay›s›yla !Z " P olur ve
P ’ye Zorn Önsav›’n› uygulayabiliriz. Bir baflka
deyiflli, X ’in, sonlu altörtüsü olmayan maksimum
bir aç›k örtüsü vard›r. Bu aç›k örtüye U diyelim.

fiimdi U # 1’n›n X ’in bir örtüsü oldu¤unu ka-
n›tlayaca¤›z. 

Diyelim U # 1, X ’in bir örtüsü de¤il. Diyelim
bir x " X noktas› U # 1’n›n elemanlar› taraf›ndan
örtülmüyor. x elbette U ’nun elemanlar›ndan bi-
rindedir, diyelim U ’da. U, x ’i içeren aç›k bir kü-
me oldu¤undan, 1 da topolojinin bir alttaban› ol-
du¤undan,

x " V1 # ... # Vn  U

iliflkilerini sa¤layan V1, ... Vn " 1 vard›r. Demek
ki her i = 1, ..., n için x " Vi. Ama x " X noktas›
U # 1’n›n elemanlar› taraf›ndan örtülmedi¤inden
hiçbir Vi kümesiU ’da olamaz. fiimdi U ! {Vi} ör-
tüsüne bakal›m.U , sonlu örtüsü olmayan en bü-
yük aç›k örtü oldu¤undan, U ! {Vi} örtüsünün
sonlu bir altörtüsü vard›r. Demek ki U ’dan sonlu
say›da aç›k kümenin bileflimi olan bir Yi için,

X = Yi ! Vi

olur. O zaman, elbette,

olur. Buradan da 

yani

olur. Ama bu da X’in U ’nun sonlu say›da elema-
n› taraf›ndan örtüldü¤ü anlam›na gelir. Çeliflki.
Demek ki U # 1, X ’in bir örtüsü.

Ama bu örtü ayn› zamanda 1’n›n elemanlar›n-
dan olufluyor. teoremin varsay›m›na göre U #
1’n›n sonlu bir altörtüsü var. Bu altörtü elbette ay-
n› zamanda U ’nun sonlu bir altörtüsüdür. Önsav
kan›tlanm›flt›r. n

Kan›tta Zorn Önsav›’n›, dolay›s›yla Seçim Ak-
siyomu’nu kulland›¤›m›za dikkatinizi çekeriz. Ne
bu önsav ne de bir sonraki Tychonoff Teoremi Se-
çim Aksiyomu olmadan kan›tlanabilir.

Teorem 30 [Tychonoff]. (Xi)i bir topolojik

uzay ailesi olsun. 2i Xi’nin t›k›z olmas› için her

Xi’nin t›k›z olmas› gerek ve yeter kofluldur.
Kan›t: X = 2i Xi olsun.
‹zdüflüm fonksiyonlar› sürekli olduklar›ndan

gereklilik belli. Yeterlili¤i kan›tlayal›m. 
Bir j göstergeci ve bir U  Xj aç›k kümesi için,

prj
$1(U) = {x = (xi)i " X : xj " U}

olsun. Bu tür kümeler X ’in bir alttaban›n› olufltu-
rur. Bir önceki önsav› bu öntabana uygulayaca¤›z.

U , X ’in pri
$1(U) türünden altkümelerinden

oluflan herhangi bir örtüsü olsun. U ’nun sonlu bir
altörtüsünü bulaca¤›z. U ’da X = pri

$1(Xi)’nin ol-
mad›¤›n› varsayabiliriz.

Bir i göstergeci için, 
U i = {pri

$1(U) " U : U < Xi}
olsun. U , U i’lerin (ayr›k) bileflimidir.

Bu U i’lerden biri X ’in bir örtüsü olmal›: Çün-
kü aksi halde her i göstergeci için U i taraf›ndan ör-
tülmeyen bir x(i) " X buluruz. E¤er 

yi = pri(x(i)) " Xi

tan›m›n› yaparsak, o zaman X ’in (yi)i eleman›
U i’lerin hiçbiri taraf›ndan örtülmez, dolay›s›yla
bunlar›n bileflimi olan U taraf›ndan da örtülmez.

U i, X ’in örtüsü olsun. O zaman,
A = {U  Xi : pri

$1(U) " U i}
ailesi Xi’nin bir aç›k örtüsü olur. Xi t›k›z oldu¤un-
dan, A ’n›n sonlu bir altörtüsü Xi’yi örter, diyelim

U1, ..., Un

Xi’yi örter. O zaman U i’nin (dolay›s›yla U ’nun)
pri

$1(U1), ..., pri
$1(Un)

elemanlar› X ’i örter. n
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Alexandroff Tek Nokta T›k›zlaflmas›
Bir topolojik uzay t›k›z de¤ilse t›k›z de¤ildir,

yapacak bir fley yok. Ama uzay› t›k›z bir topolojik
içine (altuzay olarak) gömebiliriz. Ya da baflka bir
dille söyleyelim: T›k›z olmayan topolojik uzay› ge-
niflletip ve bu genifllemifl küme üstüne uygun bir
topoloji koyarak, genifllemifl kümey› t›k›z bir to-
polojik uzaya dönüfltürebiliriz. Hatta bunu oriji-
nal uzay›m›z geniflletilmifl kümenin yo¤un bir alt-
kümesi olacak biçimde bile yapabiliriz.

Bu dediklerimizi yapman›n, yani bir uzay› t›-
k›zlaflt›rman›n de¤iflik yöntemleri vard›r. De¤iflik
t›k›zlaflt›rma yöntemler birbirinden tamamen de-
¤iflik sonuçlar verebilirler. Her biri önemlidir.

En kolay t›k›zlaflt›rma yöntemi, uzaya, “son-
suza” diye betimlenen bir yere, genellikle - diye
gösterilen yeni bir eleman eklemektir. Eleman ek-
lemek yetmez tabii, bir de bu yeni küme üzerine
(eski kümenin topolojisiyle uyumlu) bir topoloji
koymak gerekir. Bu topoloji, eski uzayda “sonsu-
za gitti¤i hissedilen” dizilerin yeni uzayda art›k -
eleman›na yak›nsayacak biçimde yap›l›r. 

Alexandroff Tek Nokta T›k›zlaflmas›. X her-
hangi bir topolojik bir uzay olsun. -, X ’te olma-
yan yepyeni bir eleman olsun.

Y = X ! {-}
olsun. fiimdi Y üzerine bir topoloji tan›mlayaca-
¤›z. Y ’nin aç›k altkümeleri ya X ’in aç›k altküme-
leri (birinci türden kümeler) ya da X ’in t›k›z ve
kapal› bir K altkümesi için

(X \ K) ! {-}
biçiminde yaz›lan altkümeleri (ikinci türden kü-
meler) olsun. (Buradaki X \ K kümesinin X ’te aç›k
oldu¤una dikkatinizi çekeriz. Bundan böyle X ’in
bir A altkümesi için X \ A yerine Ac yazaca¤›z.)

Teorem 31. Yukarda betimlenen kümeler Y

üzerine bir topoloji tan›mlarlar ve Y böylece t›k›z

bir topolojik uzay olur. Ayr›ca X, Y ’nin aç›k bir

altkümesidir ve e¤er X t›k›z de¤ilse, X, Y ’de yo-

¤undur.
Kan›t: Önce betimlenen kümelerin bir topolo-

jide aç›k altkümelerin uymas› gereken kurallara
uyduklar›n› gösterelim.

', X ’te aç›k oldu¤undan Y ’de de aç›kt›r. ‹kin-
ci türden kümelerde K = ' al›rsak, Y ’nin de Y ’de
aç›k oldu¤unu görürüz.

Birinci türden iki aç›k kümenin kesifliminin
aç›k oldu¤u belli.

fiimdi birinci türden bir U  X aç›k kümesiy-
le, ikinci türden bir K c ! {-} aç›k kümesi al›p bu
ikisini kesifltirelim:

U # (K c ! {-}) = U # K c

= (U c)c # K c = (U c ! K)c.
Ama U c ! K, X ’te kapal› oldu¤undan, bu kesiflim
birinci türden bir aç›k kümedir.

fiimdi de ikinci türden iki 
K c ! {-} ve Lc ! {-} 

aç›k kümesi al›p bu ikisini kesifltirelim. Bu kesiflimin
ikinci türden bir küme oldu¤unu kan›tlamak için

K c # Lc = (K ! L)c

kümesinin X’teki tümleyeninin, yani K ! L küme-
sinin X’te kapal› ve t›k›z oldu¤unu kan›tlamal›y›z,
ki bu da bariz bir fley.

fiimdi bileflime geçelim. Birinci türden kümele-
rin bilefliminin gene birinci türden küme oldu¤u
belli. ‹kinci türden kümelerin bileflimine bakal›m.

K i
c ! {-}

ikinci türden kümeler olsun (ve bunlardan en az
bir tane olsun). Bunlar›n bilefliminin gene ikinci
türden oldu¤unu kan›tlamak için

!i Ki
c = (#i Ki)c

kümesinin X ’teki tümleyeninin, yani 
#i Ki

kümesinin X’te kapal› ve t›k›z oldu¤unu kan›tla-
mak gerekiyor. Teorem 3’e göre kapal› oldu¤unu
kan›tlamak yeterli. Ama Ki’ler X’te kapal›, dolay›-
s›yla kesiflimleri de X ’te kapal›.

Son olarak birinci türden aç›k bir kümeyle ikin-
ci türden aç›k bir kümenin bilefliminin ikinci türden
aç›k bir küme oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Bu da ol-
dukça kolay: Okurun tahmin edece¤i notasyonla,
bu, U ! Kc = (Uc # K)c eflitli¤inden ve Uc # K kü-
mesinin kapal› ve K ’n›n (dolay›s›yla Uc # K küme-
sinin de) t›k›z olmas›ndan ç›kar.

Böylece Y’nin bir topolojik uzay oldu¤u kan›t-
lanm›fl oldu. X’in bir altuzay oldu¤u ve aç›k oldu-
¤u çok bariz. E¤er X kapal› olsayd›, {-} aç›k olur-
du ve o zaman da X t›k›z olurdu. Demek ki X t›-
k›z de¤ilse, X ’in kapan›fl› X ’ten büyük olmal› ama
bu durumda da X ’in kapan›fl›n›n Y ’ye eflit olmak-
tan baflka flans› yok. n

Bu topolojiye X’in Alexandroff Tek Nokta T›-

k›zlaflmas› ad› verilir. ©
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Çeflitli Al›flt›rmalar
28. X t›k›z bir topolojik uzay ve (ƒn : X % !)n

bir sürekli fonksiyonlar dizisi olsun. ƒn dizisinin
noktasal olarak ƒ fonksiyonuna yak›nsad›¤›n› var-
sayal›m, yani her x " X için,

limn%- ƒn(x) = ƒ(x)
olsun. Ayr›ca (ƒn)n artan bir dizi olsun, yani her n
ve her x için ƒn(x) ≤ ƒn+1(x) olsun. Bir de ayr›ca
ƒ’nin sürekli oldu¤unu varsayal›m. (ƒn)n dizisinin
ƒ’ye düzgün yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n. E¤er X t›k›z
de¤ilse ya da (ƒn)n artan de¤ilse düzgün yak›nsak-
l›¤›n her zaman do¤ru olmad›¤›n› gösterin. 

29. X, t›k›z ve Hausdorff bir uzay olsun. A ,
X ’in bir kapal› ve ba¤lant›l› (geçen say›, sayfa 63)
altkümeler zinciri olsun (yani her A, B "A için ya
A  B ya da B  A olsun). #A ’n›n ba¤lant›l› ol-
du¤unu kan›tlay›n. ‹pucu: C ve D, bileflimi #A

olan #A ’n›n ayr›k iki aç›k altkümesi olsun. U ve
V, s›ras›yla, C ve D’yi içeren X ’in ayr›k iki aç›k
altkümesi olsun. #A"A (A \ (U ! V)) kümesinin
bofl olmad›¤›n› gösterin. X Hausdorff de¤ilse bir
karfl›örnek bulun.

30. X ve Y iki topolojik uzay olsun. ƒ : X % Y

kapal›, sürekli ve örten bir fonksiyon olsun. Her y
" Y için ƒ$1(y) t›k›zsa X ve Y ’nin t›k›zl›¤›n›n eflde-
¤er oldu¤unu kan›tlay›n.

31. X topolojik bir uzay olsun. E¤er X ’in her
x noktas›n›n, kapan›fl› t›k›z olan bir komflulu¤u
varsa, o zaman X ’e yerel t›k›z denir. Y, X ’in Ale-
xandroff tek nokta t›k›zlaflmas› olsun. Y ’nin Haus-
dorff olmas› için X ’in Hausdorff ve yerel t›k›z ol-
mas›n›n yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n.

32. Bir topolojik uzayda herhangi iki x ve y
noktas› için, x’i içeren ama y’yi içermeyen aç›k bir
küme varsa, o topolojik uzaya T1, bazen de Fréc-

het uzay› ad› verilir. Hausdorff uzaylar T1’dir
ama bunun tersi do¤ru de¤ildir, örne¤in Fréchet
topolojisi her zaman T1’dir ama küme sonsuzsa
Hausdorff de¤ildir.

Bir X topolojik uzay›nda afla¤›dakilerin denk
oldu¤unu kan›tlay›n.

a. X, T1’dir.
b. Her x " X için {x} kapal› bir kümedir.
c. X ’in her altkümesi altkümeyi içeren aç›k

altkümelerin kesiflimidir.
d. Her sonlu küme kapal›d›r.
e. X, Fréchet topolojisinden daha incedir.
f. Her A  X ve her x " X için, x, A’n›n bir yo-

¤unlaflma noktas›d›r ancak ve ancak x ’i içeren her
aç›k küme A’dan sonsuz say›da eleman içeriyorsa.
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