onemlidir. (Bu giris yazisi daha ilging bir ctimleyle baslayabilirdi ama ne yapalim ki bu dedigimiz ¢cok
dogru! Topologlarin azimsanamayacak bir bolumii yillarini topolojik uzaylarin tikiz altkiimelerini bulma-
ya ya da betimlemeye harcarlar.) Ciinkii birazdan tanimlayacagimiz tikiz altkiimeler - ¢cogu zaman sonsuz
olmalarina kargin - bircok anlamda sonlu altkiimelerin oynadigi rolii oynarlar. Analiz de biiyiik ol¢tide ti1-
kiz kiimeler, bu da olmadi yerel olarak tikiz topolojik uzaylar tizerinde yapilir. Tikiz kiimeler sadece ma-
tematikte degil, (en azindan diferansiyel denklemlerin ¢oziimuntn varhginda oynadiklar: rolden dolayi)
fizikte de cok onemlidirler. Ayrica topolojiyi anlayip anlamadiginizi bu yazidaki teoremlerin hepsini ken-
di kendinize hi¢ yardim gormeden kanitlayip kanitlayamadiginiza gore sinayabilirsiniz.

Ortii
Bir tanimla baglayalim. X bir topolojik uzay ve
A < X olsun. A’nin bir ortiisii,
Ac Ui U;
icindeligini saglayan, X’in U, altkiimelerinden olu-
san bir % = (U,);; ailesidir. Temsili resim asagida.

X

A koyu gri alan, U;ler kiigiik oval alanlar.

U = (U;);e; ailesi, \U;; U, bilesiminin her alt-
kiimesinin bir ortustidiir elbette. Her ne kadar bir
7/ ancak bir kiimenin ortisti olabiliyorsa, kendi
basina bir ortii olmasi anlamsizsa da biz sik sik kii-
menin bilindigini varsayip 7/ 6rtiistinden bahsede-
cegiz.

Eger (U;);¢; Ortusiuniin her U; kiimesi agiksa, o
zaman agtk ortiiden soz edilir.

Eger bir ] < I altkiimesi icin /"= (Uj);¢;
de A’nin bir ortiisii oluyorsa, o zaman 70Ortisiine 7%/

ailesi

= (Uj;);< Ortustintn bir altértiisii denir.

X

Yukardaki (U,),_, ortiistiniin bir altortiisii
(Yukardaki U;lerden iicii eksik.)
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Eger I gostergec kiimesi sonluysa A’nin (U;);;
ortisiine sonlu értii adi verilir. “Sonlu altorti” de-
yiminin ne demek oldugu belli olmali: Altorti ta-
nimindaki J sonluysa, A’'nin 7= (U;);¢; Ortiistine
2 = (U;);¢ Ortustnin sonlu altértiisii adi verilir.
(U;);e, A’run bir ortisityse ve B < A ise (U;);c s
B’nin de bir ortusidiir. Elbette. Ve eger A < B ise
(U; N B);¢; de A’nin bir ortiisiidiir. Bu da elbette.

Birkag basit 6rnek verelim.

Ornek 1. (-7, 1)),y R’nin, araliklardan olu-
san bir acik ortiistidur. Eger bu ortiiden sonlu sa-
yida aralik atarsak gene R’nin bir ortiistint (dola-
yisiyla orijinal 6rtiiniin bir altortisiinii) elde ede-

riz. ((—n, n)),,con de bu ortuntn bir altortustudir.
Daha genel olarak, eger f : N — N sinirli olmayan
bir fonksiyonsa, ((—f(n), f(#n))),,cn de bu ortiiniin
bir altortustdiir. Bu ailenin sonlu bir altortusi
yoktur.

Ornek 2. ((-1+1/n, 1-1/n)),cnoy ailesi (-1, 1)
acik araliginin acik bir ortustidur:
-1, 1) € Y,enyo) (-1+1/n, 1-1/n).
(Aslinda esitlik gegerli.) Bu aileden sonlu sayida
aralik silersek, gene (-1, 1) araliginin bir ortiistinii
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elde ederiz, yani orijinal ortunin bir altortiisini
buluruz. Bu ailenin de sonlu bir altortiisii yoktur.

Ornek 3. ((-1+1/n, 1-1/n)),enyoy ailesi [-1, 1]
kapali araliginin bir ortiisti degildir, ¢iinki orti —1
ve 1 elemanlarini 6rtmez, ama bu ortiiye

(—8/7,=718) ve (718, 8/7)
araliklarini eklersek [-1, 1] kapali araliginin acik

T o =T
R 1

bir orttistint elde ederiz.

(-8/7,-718), (-819, 8/9), (718, 8/7)
araliklar1 yukardaki ortiintin sonlu bir altortiisi-
dur.

Ornek 1 ve 2’yle Ornek 3 arasindaki ayrimi
gozler oniine serelim: Ornek 1 ve 2’deki ortiilerin
sonlu altortiileri yoktur, ama Ornek 3’teki 6rtiiniin
vardir. Ornek 1’deki R ve Ornek 2’deki (-1, 1)
agik arahigr “tikiz” degildirler ama Ornek 3’teki
[-1, 1] kapali araligi “tikiz”dir. Tikiz kiimenin
matematiksel tanimi hemen gimdi geliyor.

Alistirma 1. f : X — Y bir fonksiyon olsun. 7~
= (V,);cy ailesi Y’nin bir ortiisityse, 7% = (f~1(V}))
ailesinin X’in bir 6rtiisti oldugunu kanitlayin. Eger

iel

f surekliyse ve 77, Y’nin bir agik ortiisiiyse,
2/’nun X’in bir acik ortiisti oldugunu kanitlayin.

Tikiz Kiime

X bir topolojik uzay ve K < X olsun. Eger
K’nin her agik ortusiiniin sonlu bir altortiisii varsa
K’ya #ikiz kiime denir. (Tikigtk ya da kompakt
dendigi de olur.) Yani K’nin tikiz olmast icin,

Kc Ui U
icindeligini saglayan X’in her U; c X agik altkiime-
leri igin,

KcU;v..uU;
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..., i,, € I gos-
tergeci olmalidir.

Yukardaki tanimdaki “her” s6zciguniin altini
gizeriz (Ustinu degil!); tanimin kilit sozctigudir.
Bulunan sonlu ortii de orijinal ortiinun altortiisii
olmak zorundadir... (Bunlar, bin yillik 6gretmen-
lik tecriibesinden damitilmig altin niteliginde uya-
rilardir.)
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Bazi yazarlar, ornegin Bourbaki ve Fransiz
ekolii tikizlig1 sadece Hausdorff uzaylar igin tanim-
larlar. Biz daha genel olan akima uyup oyle yap-
mayacagiz.

Hemen birkag¢ 6rnek ve naornek verelim.

Ornek 4. Her topolojik uzayimn her sonlu altkii-
mesi (dolayisiyla boskiime de) tikizdir. Elbette!
Eger X kiumesi ayrik metrikle donatilmigsa, o za-
man bu topolojik uzayin sadece sonlu altkiimeleri
tikiz olabilirler. Nitekim her A altkiimesi icin
({a}) 4 4 ailesi A’nun acik bir ortusudiir.

Ornek 5. Sadece sonlu sayida agik kiimesi olan
bir topolojik uzayin her altkiimesi tikizdir. Orne-
gin kaba topolojiyle donatilmig her kiime tikizdur.

Ornek 6. Ornek 2’den (-1, 1) agik arahigmin
(Oklid topolojisinde) tikiz olmadig: anlasiliyor. Bu
ornekten yola ¢ikarak, bog olmayan agik bir arali-
gin Oklid topolojisinde tikiz olmadigi kolaylikla
anlagilir. Ornek 1°’den de R’nin (Oklid topolojisiy-
le) tikiz olmadig1 anlagiliyor.

Ornek 7. Sonlu sayida tikiz kiimenin bilesimi
de tikizdir. Bunun kaniti hi¢ zor degildir ve okura
birakilmigtir.

Ornek 8. X herhangi bir kiime olsun ve X’i
Fréchet topolojisiyle donatalim, yani sadece & ve
timleyeni sonlu olan kiimeler agik olsun. O zaman
X’in her altkiimesi tikizdir. Nitekim eger A < X ise,
A’y1 orten acik bir ortiintin bos olmayan herhangi
bir elemani A’y1 nerdeyse tamamen orter, sadece
sonlu sayida eleman agikta kalabilir. Bu acikta ka-
lan elemanlar: 6rtiintin sonlu sayida elemaniyla 6r-
tebiliriz.

Cok daha onemli ornekler ileride verilecektir.
Ornegin R’nin tiim tikiz altkiimelerini kolay bir bi-
¢imde betimleyecegiz. (Ama hayat her zaman R’de
oldugu kadar basit degildir.) Ve ilerde tikiz kiime-
lerden baska tikiz kiimeler yaratmanin gesitli rege-
telerini gorecegiz.

Sezgi kazandirmasi acisindan R’nin tikiz altki-
melerinin neler oldugunu kanitlamadan soyleye-
lim: R’nin tikiz altkiimeleri aynen ve aynen R’nin
kapali ve sinirl altkiimeleridir. Bu, meshur Heine-
Borel teoremidir ve bu yazida kanitlanacaktir. Bel-
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ki bu olgu “tikiz”in mensgeine dair bir bilgi verir:
Tikiz altkiimeler uzayip gitmeyen, kendi igine ka-
pali altkiimeler olarak algilanmalidir. Tabii bu sa-
dece bir algi olarak kalmali, matematiksel bir olgu
yatmiyor bu dedigimizin temelinde.

Okur [0, 1) arahiginin tikiz olmadigini kanitla-
yabilir. Ilerde [0, 1] araliginin tikiz oldugunu gore-
cegiz. Demek ki tikizlik tek bir nokta ¢ikarilinca
bozulabiliyor, yani olduk¢a narin bir kavram. Iler-
de, herhangi bir topolojik uzaya tek bir nokta ek-
leyerek ve elde edilen kiimeyi miinasip bir topolo-
jiyle donatarak, nokta eklenmis kiimeyi tikiz bir
topolojiye dontistiirebilecegimizi gorecegiz.

Alistirmalar

2. X bir kiime olsun. X tzerine 11 ve 1, topo-
lojilerini alalim. 11 < 1, olsun. X’in bir altkiimesi
1, i¢in tikizsa 1 i¢in de tikiz oldugunu kanitlayin.

3. R’nin sinirsiz bir altkiimesinin (Oklid topo-
lojisinde) tikiz olamayacagimi kanitlaym. Genel
olarak, tikiz bir metrik uzayin sinirh oldugunu ka-
nitlayimn.

4. [0, 1) arahgmin (Oklid topolojisinde elbet)
tikiz olmadigini kanitlayin.

Basit ve Temel Ozellikler
[k olarak tikizhigin mutlak bir kavram oldugu-
nu kanitlayalim.

Onsav 1. X bir topolojik uzay ve K < Y < X
olsun. Knmin X’te tikiz olmasiyla (X ten indirgen-
mis topolojiyle) Y’de tikiz olmasi (Y’den indirgen-
mis topolojiyle) arasinda hichir fark yoktur, biri
dogruysa digeri de dogrudur.

Kamit: Once K’nin X’te tikiz oldugunu varsa-
yalim. (V,);c;, K’nun Y-acik (yani Y’nin topolojisi-
ne gore agik) bir ortisii olsun. Her i € I igin, V; kii-
mesi Y’de acik oldugundan, indirgenmis topoloji-
nin tanimina gore,

\C~: [E-KN<Y
esitligini saglayan bir U; ¢ X acik kiimesi vardir.
(U;, X’in topolojisinde agiktir.)
KcU, ., V,cU,. U;
oldugundan, ve K, X’te tikiz oldugundan, ve
Uy

iel iel

K’nin X-agik bir ortiisii oldugundan,
KcU;v..ul;
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..

iel>
. 1, € I gos-
tergeci vardir. Ama K < Y oldugundan, bundan,
Kc(Uv..ul;)nY
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= (U» NY)u
=Vi,v..u V
¢ikar. Demek ki K Y’ de tikizdur.
Simdi de K’nin Y’de tikiz oldugunu varsayalim.

K’nin X-acik bir ortiisii olsun:
Kc\U; 1 U;.

K < Y oldugundan, bundan,

Kc (Ui U)nY=U; (U;NY)
cikar. Indirgenmis topolojinin tanimina gore U; N Y
kiimesi Y-agiktir. Demek ki (U; N Y);.;, K’nin Y-
acik bir ortustidur. K, Y’de tikiz oldugundan,
K g(Ui1 NY)u..u (Uinm Y)

(Ui)

iel>

=(U,v..ul;)nY
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..., i, € I gos-
tergeci vardir. Demek ki
KcU;v..uU;.
Bu da K’nin X’te tikiz oldugunu gosterir. [

“Tikizliktan kacis yok” olarak nitelendirilebi-
lecek asagidaki teorem cok onemlidir ve sik sik
kullanilir.

Teorem 2. Tikiz bir topolojik uzaym siirekli
bir fonksiyon altinda imgesi de tikizdir.

Bu teorem bariz bir bicimde asagidaki teore-
min sonucu oldugu gibi, yukardaki 6nsav sayesin-
de ona denktir de. (Denkligi gormek i¢in bir de ay-
rica gegen sayida sayfa 47°de kanitlanan Onsav 3
gerekiyor.)

Teorem 2 bis. X ve Y iki topolojik uzay ve
f: X->Y
siirekli bir fonksiyon olsun. Eger K < X tikiz bir
kiimeyse f(K) da tikizdir.
Kanit: (V,);c;, f(K)’mun agik bir ortiisii olsun:

f(K) ze[ V
Demek ki
Kc fUAK) c fUYer Vi) = Y fUV))
ve (f~1(V}));cs ailesi K’nin bir ortiisii. f strekli ol-

dugundan, f~1(V,) agik bir kiime. Yani bu aile
K’nin agik bir ortiisi. K tikiz oldugundan,
K f1V;) U U f1V,)
icindeligini saglayan sonlu saylda iqy wey 1, € I gOs-
tergeci vardir. Her iki tarafin da f-imgesini alalim:
FIK) € F(FUV,) O e U £V, )
= SV U e 0 FFV,))
cV,v.uV,
olur.
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Alistirmalar

5. Topolojik uzaylarin kartezyen ¢arpimi tikiz-
sa, kartezyen ¢arpimi alinan her uzayin tikiz olmak
zorunda oldugunu kanitlayn.

6. X ve Y iki topolojik uzay olsun.

KcXxY,

kartezyen carpimin tikiz bir altkiimesi olsun. A ¢ X
ve B ¢ Y tikiz altkiimeleri igin K < A x B igindeligi-
ni kanitlayin.

Ama dikkat, tikiz bir kiitmenin stirekli bir fonk-
siyon altinda 6nimgesi tikiz olmak zorunda degil-
dir, Oyle olsaydi sabit fonksiyonun onimgesini ala-
rak her topolojik uzaymnin tikiz oldugunu gostere-
bilirdik!

Ornek 2 ve 3’ten tikiz bir kiimenin bir altkii-
mesinin illa tikiz olmak zorunda olmadig goriila-
yor. Ama tikiz bir kiimenin kapali altkimeleri her
zaman tikiz olur:

Teorem 3. Tikiz bir topolojik uzaym ber kapa-
l1 altkiimesi tikizdur.
Kanit: X, tkiz bir topolojik uzay olsun. K,

X’in kapali bir altkiimesi olsun. (U;);j, K’nin agik

iel>
bir ortiisti olsun. Bu agik ortiiye X \ K agik kiime-
sini eklersek X’in acgik bir ortusiinii elde ederiz. X
tikiz oldugundan, X’in bu acgik ortiistiniin sonlu
bir altortusti vardir. Bu sonlu altortiye gerekiyor-
sa X\ K altkiimesini ekleyerek, iy, ..., #,, € I goster-
gecleri igin,
X=U; v..ul; U(X\K)
esitligini varsayabiliriz. Simdi bu esitligin her iki
tarafini da K ile kesistirelim.
K=(U,v..uU)nK

esitligini buluruz. Demek ki

KcU;v..uU;.

ty

Istedigimiz kanitlanmustir. [

Hausdorff bir uzayda, tanim geregi, iki noktay1
acitk kiimelerle ayrigtirabiliriz. Bir sonraki teorem,
Hausdorff bir uzayda iki ayrik tikiz kiimeyi acik
kiimelerle ayrigtirabilecegimizi gosterecek. Teore-
min kaniti, neden tikiz kiimelerin bir anlamda son-
lu kiimelerin genellesmesi oldugunu da gosterecek.

Teorem 4. X, Hausdorff bir uzay olsun. K ve
L, X’in ayrik ve tikiz iki altkiimesi olsun. O zaman
K c Uve L ¢ V ozelliklerini saglayan ayrik U ve
V acik kiimeleri vardir.
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Kanit: Once L’nin tek bir noktadan olustugu-
nu varsayalim. Diyelim L = {y}. X Hausdorff oldu-
gundan her x € K igin,

xeU,yeV,U NV, =0
iligkilerini saglayan U, ve V, acik kiimeleri vardur.
(U, )y ek ailesi K’nun bir agik ortusti oldugundan,
oyle x1, ..., x,, € K vardir ki,

KcUy v..vuU,
olur. Simdi

Uy=Uy v..0U,
ve

Vy=Vynn 'V
tanimlarint yapalim. O zaman, U,, ve V, acik kii-
melerdir; ayrica K c U, ve y € V,, olur ve son ola-
rak,

Uu,nV,=90
olur. Boylece L = {y} ise teoremi kanitladik.
Simdi genel duruma gecelim. Her y € L igin,
KcU,yeVyveU,nV, =0

iligkilerini saglayan U, ve V), agik kiimeleri sece-
Vy
dan, oyle yq, ..., v,, € L vardir ki,

LcV, v..uV,

lim. (Vy),cp ailesi L’nin bir acik ortiisii oldugun-

olur. Simdi

V=V

v, UV

U ... ¥,

ve
u=U, n..nU,
tamimlarini yapalim. O zaman, U ve V acik kiime-
lerdir; ayrica K < U ve L < V olur ve son olarak,
UnV=y0

olur. Boylece teoremin de kamiti bitmis oldu. [

Alistirma 7. Bir Hausdorff topolojik uzayda,
sonlu sayida tikiz kiimenin acik kiimeler tarafin-
dan ayristirilabilecegini kanitlayin.
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Sonug 5. Hausdorff bir uzayda (dolayisryla bir
metrik uzayda da) tikiz kiimeler kapalidirlar.

Kanit: X Hausdorff uzay ve K ¢ X tikiz bir alt-
kiime olsun. x € X \ K olsun. Bir 6nceki teoreme
gore x’i iceren ama K ile kesismeyen bir agik kiime
vardir. Demek ki X \ K agik bir kiimedir, dolayisiy-
la K kapalidir. [

Alistirmalar

8. Yukardaki sonucun Hausdorff olmayan
uzaylar i¢in dogru olmadigini gosterin.

9. Tikiz bir topolojik uzaydan Hausdorff bir
uzaya giden her surekli fonksiyonun kapali bir
fonksiyon oldugunu kanitlayin.

10. f : X — Y, iki topolojik uzay arasinda sii-
rekli bir esleme olsun. Eger X tikiz ve Y Hausdorff
ise f’nin bir homeomorfizma oldugunu kanitlayin.

11. Hausdorff bir uzayda tikiz kiimelerin kesi-
siminin tikiz oldugunu kanitlayin.

12. X bir kiime olsun. X tizerine 1 ve 1, topo-
lojilerini alalim. t; < 1, olsun. Eger X her iki topo-
loji icin hem Hausdorff hem de tikizsa 11 = 1, esit-
ligini kanitlayin.

Metrik Uzaylarda Tikiz Altkiimeler

Tikizlik topolojik bir 6zellik olduguna gore, iki
ayr1 metrik ayni topolojiyi veriyorsa, bir metrige
gore tikiz olan diger metrige gore de tikizdir.

Kaba topoloji ornegi de gosteriyor ki, herhan-
gi bir topolojik uzayin tikiz altktimeleri hakkinda
fazla bir sey soylemek mumkiin degil. Metrik
uzaylarda tikiz kiimeler hakkinda daha fazla bilgi-
ye sahibiz.

Teorem 6. Metrik bir uzayda tikiz kiimeler si-
mirli ve kapalidirlar.

Bir metrik uzayda tikiz bir kiime
fazla uzaga gidemez!

Kanit: (X, d) bir metrik uzay ve K, X’in tikiz
bir altkiimesi olsun. Bir metrik uzay Hausdorff ol-
dugundan, Sonug 5’e gore K kapalidir.
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Simdi K’nin sinirhi oldugunu kanitlayalim.

X’ten herhangi bir a € X noktasi segelim.
(Bla, n)),,eno)

ailesi K’nin agik bir ortustudir elbette. Demek ki K
sonlu sayida B(a, #) yuvan tarafindan kaplanir.
Eger n bu sonlu sayidaki yuvarin en biiytk yarica-
piysa, K < B(a, n) olur. Boylece K’nin sinirl oldu-
gunu kanitlamis olduk. [

Bu teoremin tersi dogru degildir. Ornegin ayrik
metrikle donatilmis her kiime sinirhidir (ve elbette
kapalidir) ama uzay sonlu degilse tikiz olamaz.

Tikiz Kiimelerin Sonlu Kartezyen Carpimi

Tikiz uzaylarin kartezyen ¢arpiminin (¢arpim
topolojisinde) tikiz olup olmayacagi merak konusu
olmal.

Iki tikiz kiimenin kartezyen carpimiin tikiz
oldugunu kanitlayacagiz. Dolayisiyla sonlu sayida
tikiz kiimenin de kartezyen ¢arpimi tikiz olur.

Ayni sonug sonsuz sayida tikiz kiimenin kar-
tezyen carpimu icin de gecerlidir ama bu ¢ok daha
zor bir teoremdir. Bu sonucu bu yazida kanitlaya-
cagiz.

Once bazi genel kelamlarda bulunalim.

Bir kiimenin tikiz olup olmadigini kanitlamak
i¢in, once kiimenin rastgele bir (U;);c; agik ortiisit
secilir ve sonra bu ac¢ik 6rtiintin sonlu bir altortiisii
bulunur. Elbette, eger her i € I icin V; ¢ U; ise ve
(V,);e1 de ayni kiimenin bir ortiisiiyse, (U;);; Ortit-
suniin sonlu bir altértistint bulmak igin (V;); o or-
tustiniin sonlu bir altortiisini bulmak yeterlidir,
ciinkii o zaman bu sayede (U,);; ortusuntn de
sonlu bir altorttisit bulunmug olur. Ya da diyelim
her U; agik kiimesini Vj; tiirinden kiimelerin bile-

simi olarak yazdik; o zaman (V;);; de aym kiime-

if
nin bir ortiisti olur ve (Uj;);.; Ortustiniin sonlu bir

Viiij

altortiisini bulmak yeterlidir.

altortusint bulmak icin ( ortusuniin sonlu bir

Bu soylediklerimizden de anlagihyor ki, eger
bir topolojik uzayin bir tabani verilmigse, bir kii-
menin tikiz olup olmadigimi kanitlamak icin, k-
menin, tabanin elemanlarindan olusan rastgele bir
(U;);<g acik Ortisit segmek ve sonra bu ortiiniin son-
lu bir altortiisinin oldugunu kanitlamak yeterlidir.
Yani tabanin elemanlarindan olugan ortiilerle yeti-
nebiliriz. Bu, ¢ogu zaman bize hatir1 sayilir bir ko-
laylik saglar. Ornegin R’de agik araliklardan olugan
ortiileri almak yeterlidir; burada da yapacagimiz gi-
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bi kartezyen carpimda U x V tiirinden yazilan acik
kiimelerden olusan ortuleri almak vyeterlidir; bir
metrik uzayda her U;nin bir yuvar oldugunu, yani
B(x;, 7;) tirtinden bir kiime oldugunu varsayabiliriz.

Ilerde, bir alttabanin elemanlarindan olusan
rastgele bir (U;);; actk Ortiisii segmek ve sonra bu
ortintin sonlu bir altortiisiiniin oldugunu kanitla-
manin yeterli oldugunu gorecegiz (Teorem 29, Ale-
xander’in Alttaban Teoremi, sayfa 79).

Teorem 7. [ki (dolayistyla sionlu sayida) tikiz
topolojik uzayn kartezyen carpimu tikizdir.

Kanit: X ve Y herhangi iki tikiz topolojik uzay
olsun. X x Y kartezyen ¢arpimimin herhangi bir
acik ortusuni alalim. Yukarda soylenenlerden,
acik ortintin, X’in (U,);<; acik kiimeleri ve Y’nin
(Vi)ier acik kiimeleri igin,

(Ui x Vidier
tirtinden bir ortii (yani agik dikdortgenlerden olu-
san bir ortil) oldugunu varsayabiliriz.

Y XxY

V. i

1

Elbette (U,);<; ailesi X’in ve (V,);<; ailesi Y’nin
ortuleridir. (Bu asamada cinlige soyunup kanitin
gerisini tahmin ettiklerini sananlar tarih higbir za-
man afetmemistir.)

Her x € X icin, {x} x Y, Y’ye topolojik olarak
denktir (yani homeomorftur, gecen sayi, sayfa 52,
Alistirma 4), demek ki tikizdir. Ayrica (U; x V,);¢;
ailesi X x Y’nin oldugu gibi {x} x Y’nin de bir
acik ortustdir. Dolayisiyla {x} x Y’yi sonlu sayi-
da U; x V;lerle ortebiliriz. Diyelim sonlu bir I(x)
c I gostergeg kiimesi igin,

X} xY € Ujcrn) (U; x V)
oluyor.

XxY

.

X

X

Acik ortimiizden gereksiz U; x V;leri atarak,
her i € I(x) igin,
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X € Ui

varsayimini yapabiliriz. I(x) sonlu oldugu igin,

Ulx) = Nicrx) Ui

kimesi, X’in x’i iceren acik bir altkiimesidir. Bu
arada,

(Micr Ui) x Y = (Micriw U3) x (Vi)

C Vel (Uix V)
icindeligini aklimizda tutalim, gerekecek biraz-

v;)

dan. Bu U(x) kimeleri X’in bir ac¢ik ortusiini
olustururlar. X tikiz oldugundan, sonlu sayida
X1y -y X, € X igin,

X =U(xq) U ... u Ulx,)
olur. Simdi (U; x V), ortisuniin,

(Uix Vi1, . nvei el(x)
altailesinin X x Y’nin sonlu bir altortisii oldugunu
gosterecegiz. X x Y’den rastgele bir (x, y) elemani
alalim. Birj = 1, ..., n icin,

X € U(xi)zf\ U

iel(x) Ui
olur.

(x,9) € Ulx) x Y € Useppy (U x V)
oldugundan, bir 7 € I(x;) i¢in (x, y) € U; x V; olur.
Teoremimiz kanitlanmistir. []

Alistirmalar

13. X ve Y iki topolojik uzay olsun.

KcXxY
kapali bir altkiime olsun. Eger pr{(K) ve pry(K) kii-
meleri tikizsa K’nin da tikiz oldugunu kanitlayin.

14. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ¢ X ve
B c Y iki tikiz kiime olsun. W < X x Y altkiimesi
A x B’yi igeren agik bir kiime olsun.

AxBcUxVcW
icindeliklerini saglayan U ¢ X ve V ¢ Y acik altkii-
melerinin oldugunu kanitlayin. Ipucu: Yukardaki
kanittan esinlenebilirsiniz.

15. X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger Y t1-
kizsa, pry : X x Y — X birinci izdiigiim fonksiyo-
nunun kapali bir fonksiyon oldugunu kanitlayin.
(Yani kapali kiimelerin izdiisimleri kapaldir.)

16. X ve Y iki topolojik uzay olsun.

f: X->Y
bir fonksiyon olsun. Y’nin tikiz ve Hausdorff oldu-
gunu varsayalim. f’nin sirekli olmasiyla f’nin
grafiginin X x Y uzayinda kapali olmasinin esdeger
kosullar olduklarini gosterin.

17. (x,,),, yakinsak bir gercel say1 kiimesi olsun.
x bu dizinin limiti olsun. {x,, : # € N} U {x} kiime-
sinin tikiz oldugunu kanitlaymn.

18. Q’niin tikiz bir sonsuz altkiimesini bulun.
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R?nin Tikiz Altkiimeleri

Daha once R icin soyledigimiz daha da genel
olarak R” i¢in dogrudur:

Teorem 8 [Heine-Borel]. R nin bir altkiimesi-
nin tikiz olmasi icin yeter ve gerek kosul altkiime-
nin srli ve kapali olmasidir.

Kamt: Teoremin soldan saga kismi her metrik
uzayda dogrudur (Teorem 6). Teoremin diger yo-
ntind R i¢in kanitlamak yeterli. Nitekim teoremi R
icin bildigimiz varsayalim. K < R?”, sinirli ve kapa-
Ii bir kime olsun. O zaman oyle a < b vardir ki, K
c |a, b]" olur. Teoremi R icin bildigimizi varsaydi-
gimizdan, [a, b], R’nin tikiz bir altkimesidir. Te-
orem 7’ye gore [a, b]" de tikizdir. (Bunun icin On-
sav 1 de gerekir.) Teorem 3’e gore K da tikizdir.
Demek ki teoremi R i¢in kanitlamak yeterli.

Simdi R’nin sinirlt ve kapali bir K altktimesi
verilmis olsun. K sinirli oldugundan, belli a < b sa-
yilar1 i¢in, K < [a, b] olur. K kapali oldugundan,
Teorem 3’e gore |a, b] kapali ve sinirli araliginin t1-
kiz oldugunu kanitlamak yeterli.

(Uj)icr> la, b] araliginin agik bir ortisi olsun.
Bir ¢ € [a, b] i¢in, (U;);.; ayni zamanda [a, ¢] arali-
ginin ortusudir. Eger bu ortintn sonlu sayida ele-
mani [a, ¢] kapali araligini 6rtiiyorsa, ¢ sayisina bu
kanithk “glizel say1” diyelim. a elbette giizel bir sa-
yidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi bos degildir.
Amacimiz ¢’nin glizel bir say1 oldugunu kanitla-
mak. Eger ¢ glizel bir sayiysa ve ¢y sayista<¢; <c¢
esitsizliklerini saghyorsa, o zaman ¢ sayis1 da gii-
zel bir sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi G,
R’nin bir arahigidir. G, b tarafindan tstten sinirli
oldugundan G ’nin en kii¢iik tistsinir1 vardir. Bu en
kictik ustsinira g diyelim. U;’ler arasindan g’yi ige-
ren bir U; alalim. U; acik oldugundan ve g’yi icer-
diginden, oyle bir & > 0 vardir ki,

g-&g+re)c U
olur. Ote yandan g — ¢ < g oldugundan, g — ¢ giizel
bir sayidir. Demek ki sonlu sayida iy, ..., i,, € I gos-
tergeci igin [a, g — g] aralig1
Ui - U
acik kiimeleri tarafindan kaplanir. Ama o zaman,
la, g + &/2] araligy
Ui Ui, Uj

tarafindan kaplanir. Bundan, her geyden once
g’'nin glizel bir nokta oldugu ¢ikar. Sonra g’nin
b’den kiciik olmayacagr cikar, ciinkii aksi halde
bir 0 <a<e/2igin g < g+ a < b olurve g+ a, g’den
buiytik bir giizel nokta olur. Demek ki g = b ve b

70

glizel bir nokta. Dolayisiyla [a, b] aralig: (U;);; or-
tiisiiniin sonlu bir altortiisii tarafindan ortiliir. [

Yukarda verilen kanit sik, zarif, zekice ve son
derece anlagilir. Ama standart kanitlardan degil.
Ortalama bir matematik¢inin hemen aklina gelme-
yecek kadar zekice bu yazarin zevkine gore. Bu te-
oremin daha standart kaniti topolojinin yontemle-
ri agisindan daha egitici oldugunu distiniiyoruz.
Daha standart kaniti verelim:

Teorem 8’in Ikinci Kamiti: [a, b] arahgmnin tikiz
olmadigini varsayalim. O zaman [a, b] araliginin
sonlu altortiisit olmayan bir (U,);<; actk ortiisii var-
dir. ¢q, a ve b noktalarinin tam orta noktasi olsun.
Ya [a, ¢q] araligi ya da [¢q, b] araligi sonlu sayida
U; tarafindan ortiilmez. Diyelim [a, ¢q] sonlu sayi-
da U, tarafindan ortilmiyor. ¢y, a ve ¢; noktalari-
nin tam orta noktast olsun. Ya [a, ¢;] ya da [cy, ¢]
araligi tarafindan ortiilmez. Diyelim [¢5, ¢¢] sonlu
sayida U, tarafindan ortiilmiiyor. ¢3, ¢, ve ¢q nok-
talarinin tam orta noktast olsun. Ya [c;, ¢3] ya da
[c3, ¢q] araligi sonlu sayida U, tarafindan ortilmu-
yor... Bunu boyle devam ettirerek, oyle

la, b] = [dy, eg] 2 [dy, e1] 2 [dy, e2] 2 ...
araliklari bulabiliriz ki, hem

(d ) = (b —a)2"
olur hem de [d,, e,,| araliklar1 sonlu sayida U; tara-
findan ortiilmez. MD-2007-1V, sayfa 21’deki
Kapali Kutular Teoremi’ne gore, bitiin bu [d,, ¢,

n~ en

araliklar tek bir noktada kesisir, diyelim

f = hmn—)oo

noktasinda kesigiyorlar. f € [a, b] oldugundan, bir

d,=lim, e,
i € Iicin f € U; olur. U; acik oldugundan, bir € > 0
icin, (f — ¢, f + €) < U; olur.
f= hmn—)oo
oldugundan, bir 7 gostergeci icin,
[dpelc(f-e f+e)cU;

olur. Ama o zaman da [d,, e,] tek bir (dolayisiyla

dn = hmn—)oo €n

sonlu sayida) U; tarafindan kaplanir. Bir geliski.
Demek ki [a, b] aralig1 tikiz bir kiimedir. ]

Bu ikinci kanitin R?’ye kolaylikla genellestigi-
ne dikkatinizi ¢ekeriz. Araliklarin yerini alan 7 bo-
yutlu kutulari bu sefer 2 yerine 27 parcaya boleriz.

Sonu¢ 9 [U¢ Degerler Teoremi]. X tikiz bir to-
polojik uzay ve
f:X->R
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stirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyo-
nu X tizerine minimum ve maksimum degerini alir;
yani 6yle a, b € X vardir ki her x € X igin

fla) < f(x) < £(b)

olur.

X, tikiz bir kiime

f, sturekli fonksiyon

R

Tikiz bir kiime, stirekli bir fonksiyon
altinda ug degerlerini alir.

Kanit: X tikiz ve f strekli oldugundan, Te-
orem 2’den dolay1 f(X) de tikizdir. Teorem 8’e go-
re f(X) kapali ve sinirhidir. f(X) sinirli oldugundan
sup f(X) bir gercel sayidir. f(X) kapali oldugundan
sup f(X) € f(X) olur; ciinkui terimleri f(X)’te olan
ve sup f(X)’e yakinsayan bir dizi vardir (okura
alistirma), ve sayfa 53’teki Onsav 8’e gore bu dizi-
nin limiti olan sup f(X) sayist f(X)’tedir.) Benzer
bir kanit inf f(X) i¢in de yapilabilir. [

Alistirmalar

19. a < b kesirli sayilari i¢in [a, b] N Q kiime-
sinin Q’de tikiz olmadigini kanitlaym. Ipucu: 4 ile
b arasinda kesirli olmayan bir say1 vardir. Bu kesir-
li olmayan sayiy1 kullanarak [a, b] n Q kiimesinin
sonlu altortiisii olmayan bir altortiistini bulun.

20. X tamsirali bir kiime olsun. X’in aralikla-
riyla tiretilen topolojisine szra topolojisi adi verilir.
X’in bir de ayrica SUP ve INF ozelligini sagladigini
varsayalim, yani tstten sinirli ve bos olmayan her
altkiimesinin bir en kiiciik tistsinir1 olsun. X’in her
[a, b] kapali araliginin tikiz oldugunu kanitlayim.

21 [Ug Degerler Teoremi]. X yukardaki gibi
olsun. K tikiz bir kiime olsun.

f:K>X
strekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyo-
nu X lizerine minimum ve maksimum degerini alir;
yani 6yle a, b € K vardir ki her x € K igin
fla) < f(x) < f(b)

olur. Bunu kamtlayin.

Buraya kadar yaptiklarimiz tikizhik tizerine bi-
linmesi gerekenin minimumudur. Bu satirdan son-
ra tikizhk konusunda biraz daha ileri gidecegiz.
Cesitli tikizlik kavramlari gorecegiz ve bu kavram-
larin aralarindaki iliskiyi irdeleyecegiz.
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Metrik uzaylarda birbirine denk olan, ama
genel olarak topolojik uzaylar i¢in birbirine denk
olmayan, gordiugimiiz standart ve klasik tikizlik
kavrami disinda degisik “tikizhik” kavramlar
vardir. Bunlarin en 6nemlilerinden birkagini asa-
gida irdeleyecegiz. Ayrica, Lebesgue sayisi, tiim-
den simirlilik, tikizlastirma gibi kavramlar1 gore-
cegiz, duzgiin surekliligi tikizlik kapsaminda irde-
leyecegiz ve meshur Tychonoff Teoremi’ni kanit-
layacagiz. Yapacaklarimizin her biri analizde cok
onemlidir.

Yogunlasma Noktas1 Agisindan Tikizlik

X bir topolojik uzay, A ¢ X ve a € X olsun.
Eger a’y1 igeren her agik kiime A’nin a’dan degisik
bir elemanini igeriyorsa, a’'va A’nin yogunlasma
noktast dendigini gormustitk (MD-2009-1, sayfa 61
ya da bu sayinin 52’nci sayfasi). Eger A tim yogun-
lasma noktalarini iceriyorsa A’nin kapali oldugunu
gormiistik (MD-2009-1, sayfa 62, Sonug 8).

Eger bir topolojik uzayin her sonsuz altkiimesi-
nin bir limit noktasi varsa o topolojik uzaya yogun-
lagma noktasi tikiz (limit point compact) denir.

Teorem 10. T:kiz bir topolojik uzay yogunlas-
ma noktast tikizdir.

Kamit: X, tikiz topolojik uzay olsun. A, X’in
sonsuz bir altkiimesi olsun. A’nin bir yogunlagma
noktasimi bulacagiz. A’nin sayilabilir sonsuzlukta
oldugunu varsayabiliriz. Diyelim

A={a,:ne N}
A’nin yogunlagma noktasi olmadigini varsayalim.
O zaman A (tim yogunlagsma noktalarini icerdi-
ginden!) kapalidir. Her 7 i¢in, A’dan sadece a,, ele-
manin igeren bir U, agik kiimesi vardir. Bu U,
acik kiimelerine bir de X \ A acik kiimesini ekler-
sek, 0 zaman X’in bir agik ortiisiinii elde ederiz. Bu
acitk ortuntn sonlu bir altortisit X’i, dolayisiyla
A’y1 da ortmeli. A’y1 orten bir ortiide X \ A gerek-
sizdir elbette. Demek ki A sonlu sayida U, lerin bi-
lesimidir; ama her U,,, A’dan tek bir eleman igerdi-
ginden bu bir celigkidir. []

Yukardaki teorem, tikiz kelimesinin tikiz k-
melere neden yakistirildigini bir kez daha soyliyor.

Yogunlagma noktas tikiz bir topolojik uzay ti-
kiz olmak zorunda degildir. Asagida iki 6rnek var.
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Karsiornek 1. X herhangi bir topolojik uzay
olsun. Y = {0, 1} olsun. Y lizerine en kaba topolo-
jiyi alalim. X x Y kartezyen ¢carpimini carpim topo-
lojisiyle ele alalim. Bu topolojik uzaym agik kiime-
leri ya boskiimedir ya da bir U < X acgik kiimesi
icin U x Y bi¢imindedir; dolayisiyla (x, )’nin her
komgulugu (x, 1 — i) noktasini da igerir, yani X x Y
yogunlagma noktasi tikizdir. Ama X ukiz degilse,
izdusim fonksiyonlari siirekli oldugundan, Te-
orem 2’ye gore X x Y de tikiz olamaz.

Karsiornek 2. Eger X herhangi bir siral kii-
meyse, X lizerine agik araliklarla, yani a, b € X
igin,

(a,b) ={x e X:a<x<b},

(a,©) ={x € X :a<x},

(—oo,b)={x e X:x< b}
altktimeleriyle iiretilen topolojiye siralama topolo-
jisi denir. Eger X = N (= o, sayilabilir ilk ordinal)
ise, bu X tizerine ayrik topolojiyi verir elbet, pek il-
ging sayilmaz.

Bundan boyle X = o (sayilamaz ilk ordinal)
olsun. oy, sayilabilir ordinaller kimesidir.

Limit ordinal olmayan her y € 4 igin, {y} bu
topolojide hem acik hem de kapali bir kiimedir
ama eger v # 0 bir limit ordinalse, {y} acik bir kii-
me degildir.

®1’1 siralama topolojisiyle donatirsak tikiz ol-
mayan ama yogunlagsma noktasi tikiz bir uzay elde
ederiz.

®4’in tikiz olmadigint gostermek kolay, ne de
olsa ®, elemanlarinin bilesimidir ve her a ordina-
li i¢in o = (=00, a)’dir (yani agiktir) ama o4, sayila-
maz oldugundan, sonlu sayida (hatta sayilabilir
sonsuzlukta da) elemaninin bilesimi olamaz.

Simdi ®{’in yogunlagma noktasi tikiz oldugunu
gosterelim. A < ¢ sonsuz bir altkiime olsun. A’nin
sayilabilir sonsuzlukta bir B altkiimesi vardir. B’nin
elemanlarini kiicikten buytge dogru (B,,),, olarak
yazalim. O zaman B = U, B, = sup,, B,, elemani sa-
yilabilirdir, dolayisiyla @{’in bir elemanidir. p’nin
A’nin bir yogunlasma noktasi oldugunu, hatta
(B,,),, dizisinin bir limiti oldugunu kanitlamak zor
degildir.

Bir Uyar1. Bir metrik uzayda bir a elemaninin
bir A altkiimesinin yogunlasma noktasi olmasi de-
mek, a’nin, terimleri A’min birbirinden degisik ele-
manlarindan olusan bir dizinin limiti olmasi de-
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mektir. (Cok bariz.) Ama topolojik uzaylarda boy-
le bir denklik yoktur. Ornegin
X=o*=01+1 =01V {0}

olsun. X, ®;’den sonraki ilk ordinaldir. X tizerine
siralama topolojisini alalm. ®{’in tikiz olmadigin
yukarda Karsiornek 2’de gorditk. Ama X tikizdur.
Ordinalleri biraz bilen biri i¢in bunun kaniti ol-
dukga kolaydir ve okura birakilmistir. oq, kolayca
gorilecegi tizere X’in o altkiimesinin bir yogun-
lagsma noktasidir ama terimleri ®’de olan bir dizi
®’e yakinsayamaz. Demek ki X topolojik uzay:
metriklesemez.

Dizisel Tikizlik

Eger topolojik bir uzayin her dizisinin yakin-
sak bir altdizisi varsa, o zaman bu topolojik uzaya
dizisel tikiz denir.

Her uikiz topolojik uzay dizisel tikiz degildir ve
her dizisel tikiz uzay tikiz degildir. Karsiornek ve-
recegiz. Ama birazdan kanitlayacagimiz tizere her
tikiz metrik uzay dizisel tikizdir.

Kargi6rnek 3. Yukarda karsiornek 2 olarak ele
aldigimiz ®q uzay1 dizisel tikizdir (okura aligtirma)
ama gordigiimiiz tizere tikiz degildir.

Kargi6rnek 4 ve Alistirma. 2 = {0, 1} ve
X =201=TI ;2 ={f:[0, 1] > {0, 1}}
olsun. Yani X, [0, 1] kapali araligindan {0, 1} kiime-
sine giden fonksiyonlar kiimesi olsun. (X, [0, 1] ka-
pali araliginin altkiimeler kiimesiyle egleniktir.)
2’yi ayrik topolojiyle (yani her altkiimenin agik ol-
dugu topolojiyle) ve X’i carpim topolojisiyle dona-
talim. Daha sonra bu yazida X’in tikiz oldugunu
gorecegiz (bkz. Tychonoff Teoremi), simdilik bu
olguyu kabul edelim. X’in topolojisini animsata-
lim. Bir x € [0, 1] igin,
Ugo={f € X: f(x) = 0}
ve
Ugr=1{f € X: flx) = 1)
olsun. Bu altkiimeler X’in topolojisinin bir alttaba-
nint olusur, yani X’in agik kiimeleri, o = 0, 1 i¢in
Uy tiirtinden kiimelerin sonlu sayida kesisimleri-
nin herhangi bir bilesimidir; yani X’in ac¢ik kiime-
leri, sonlu sayida xq, ..., x,, € [0, 1] igin,
f(xl)s ) f(xn)
degerlerinin (0 ya da 1 olarak) belirlendigi fonksi-
yon kiimelerinin bilesimidir. X’in dizisel tikiz ol-
madigini kanitlayin.
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Bu altbolimde metrik uzaylarda dizisel tikiz-
likla tikizligin esdeger kavramlar oldugunu ve da-
ha fazlasim kanitlayacagiz.

Teorem 11. Tikiz metrik uzaylar dizisel tikizdr.

Kanit: X tikiz bir metrik uzay ve (x,,),, bu uzay-
da bir dizi olsun. Diyelim dizinin yakinsak bir alt-
dizisi yok.

x € X olsun. Her m > 0 dogal saysi icin x,, €
B(x 1/m) icindeligini saglayan sonsuz sayida # gos-
tergeci olsaydi, o zaman kolaylikla x’e yakinsayan
bir altdizi bulabilirdik. Demek ki

I(x) ={n e N:x, € Ux)}
gosterge¢ kiimesinin sonlu oldugu x’i iceren bir
U(x) acik kiimesi vardir. Her x € X i¢in x € U(x)
oldugundan, (U(x)),.c x, X in bir agik ortistidiir. X
tikiz oldugundan,
X = U(xq) U ... U Ulxy)
esitligini saglayan x, ..., x;, € X vardir. Ama o za-
man da
I(xq) O ... O I(xp)

gostergec kiimesi hem sonludur hem de N’ye esit-
tir. Bir celigki. [

Sonug 12. Tikiz bir metrik uzay tamdir, yani
tikiz bir metrik uzaym Cauchy dizileri yakinsaktir.

Kamt: (x,,),, bir Cauchy dizisi olsun. Yukarda-
ki teoreme gore (x,,),, dizisinin yakinsak bir altdizi-
si vardir. Sayfa 48°deki Onsav 8’e gore (x,,),, dizisi
de yakinsaktir. [

Simdi metrik uzaylarda Teorem 11’in tersinin
de dogru oldugunu kanitlayacagiz. Ama bu teorem
metrik uzaylardan daha genel topolojik uzaylarda
dogru oldugundan, biz daha genel bir sonu¢ kanit-
layacagz.

Eger bir topolojik uzayda sayilabilir bir yogun
altktime varsa, o uzaya ayristinllabilir uzay adi ve-
rilir. (Ingilizcesi separable space.) Ornegin R ve
hatta R”, Q’niin varhgindan dolay: ayrigtirilabilir
bir uzaydir.

Onsav 13. Dizisel tikiz bir metrik uzay: ayris-
tirdabilir bir uzaydir.

Kanit: (X, d) dizisel tikiz bir metrik uzay: ol-
sun. & > 0 verilmig olsun. (Daha sonra ¢esitli 7z > 0
tamsayilari icin € = 1/n alacagiz.) xy € X herhangi
bir nokta olsun. Eger varsa, B(x, ¢) disindan bir
x1 noktast secelim. Eger varsa, B(xg, €) U B(xq, ¢€)
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disindan bir x, noktasi secelim. Eger varsa,
B(x, €) W B(xq, €) U B(x, €)
disindan bir x5 noktasi secelim. Bu prosedir bir za-
man sonra bitmeli yoksa herhangi ikisi arasindaki
mesafenin &’dan buiyiik oldugu bir dizi elde ederiz
ki boyle bir dizinin yakinsak bir altdizisi olamaz.
n > 0 herhangi bir tamsayi olsun. Yukarda ya-
pilandan dolay: oyle
X105 -0 X () € X

noktalar1 vardir ki,

X = B(x,,0, 1/n) U ... U B(x,, (r)> 1/7)
olur. Y, biitiin bu x,, ; noktalarindan olusan kiime
olsun:

Y={x,;:neN\{0},i=0,..,kn)
Y elbette sayilabilir bir kiimedir. Y nin X te yogun
oldugunu kanitlayalim. x € X herhangi bir nokta
ve ¢ > 0 herhangi bir say1 olsun. 7 > 1 dogal sayis1
1/n < ¢ esitsizligini saglasin.

X = B(x,,0, 1/n) U ... U B(x,, (), 1/1)
oldugundan, bir 7 = 0, ..., k(n) i¢in,

x € B(x,, ;, 1/n)

n,i°
olur. Demek ki,

d(x, x,,;) < 1n <.
[

x,,; € Y oldugundan, 6nsavimiz kanitlanmistir.

n,i

Karsiornek 5. Ayristirilabilir bir metrik uzay
illa dizisel tikiz olmak zorunda degildir. Ornegin
Q sayilabilirdir, dolayisiyla ayrigtirilabilir ama t1-
kiz degildir elbette.

Onsav 14. Bir metrik uzaym ayristirilabilir ol-
masi icin saydabilir bir tabanm olmast gerek ve ye-
ter kosuldur.

Kanit: Eger metrik uzayin sayilabilir bir tabam
varsa, tabanin her acik kimesinden rastgele bir ele-
man secelim. Bu elemanlardan olusan kiime elbet-
te yogun bir altkiime olugturur.

Simdi (X, d) ayristirilabilir bir metrik uzay ol-
sun. Y < X sayilabilir ve yogun bir altkime olsun.
7={B(y,q):ye Y, qeQ}
kiimesinin bir taban oldugunu savlayip kanithyo-
ruz. (Y ve Q sayilabilir olduklarindan, Y’nin sayi-
labilir oldugu bariz.) U herhangi bir agik kiime ve
x € U herhangi bir eleman olsun. Bir € > 0 sayist
icin B(x, €) < U olur. g kesirli sayis1 0 < g < /2 esit-
siliklerini saglasin. Y yogun oldugundan, B(x, q)
yuvarinin iginde Y’den bir eleman vardir, diyelim y.

Simdi
B(y, q) c B(x, ¢)



Matematik Diinyasi, 2009-11I-1V

icindeligini kanitlayalim. z € B(y, q) ise,

dx,2) <d(x,y) +d(y,2) <q+qg=2q9<c¢
olur. Demek ki,

x € B(y, q) = Bx, &) c U,
yani
xeB(y,q cU.

Bu da Z’nin bir taban oldugunu kanitlar. [

Teorem 15. Sayilabilir taban: olan bir topolo-
jik uzay dizisel tikizsa tikizdir.

Kamt: X dizisel tikiz olsun. (Uj);c;, X’in agik
bir ortiisti olsun. Bu ortlintin sonlu bir altortiisti ol-

iel>

dugunu kanitlayacagiz. U;leri daha da incelterek
U;ler yerine sayilabilir tabanin elemanlarini alip
I’nin en fazla sayilabilir sonsuzlukta oldugunu var-
sayabiliriz. Aruk [ = N varsayimini yapabiliriz.
Eger i € N i¢gin,
UicY, U

ise U;yi ortuden silebiliriz. Geriye hald daha son-
suz sayida U; kaldigini varsayalim ve U;leri yeni-
den numaralandirip her i € N icin,

U\, Ui 2
varsayimini yapalim.

xje U\, U;
olsun. (x;); dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir. x

j<i

bu altdizinin bir limiti olsun. (U;);cn, X’in bir 6r-
tusti oldugundan, bir i € N i¢in

x e U;
olur. Demek ki sonsuz tane j € N i¢in

x; e U;
olur. Ama o zaman da x; € U; ozelligini saglayan
bir j > 7 bulunur ki bu da (x;); dizisinin tanimiyla
celigir. [

Sonug 16. Metrik uzaylarda dizisel tikizlikla ti-
kizlik esdeger kavramlardir.

Kanit: Teorem 11 ve sonrasi. []

Timden Sinirlilik

Heine-Borel Teoremi (Teorem 8) bir anlamda
tam metrik uzaylara genellestirilebilir. Once bir ta-
nim verelim.

Her ¢ > 0 i¢in sonlu sayida & yaricapl yuvar-
larla kaplanabilen bir metrik uzaya tiimden sinirh
(totally bounded) adi verilir.

Bunun esdeger bir tanimi soyledir: (X, d) bir
metrik uzay olsun. Eger her € > 0 icin, d(X, F) < ¢
esitsizligini saglayan sonlu bir F ¢ X altkiimesi var-
sa, o zaman X’e tiimden simrly denir. Bu iki tani-
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min esdeger oldugunun kaniti kolaydir ve okura
birakilmigtir.

Tumden simirh metrik uzaylari sinirhdir elbette
ama bunun tersi dogru degildir, 6rnegin ayrik met-
rikle donatilmig sonsuz bir kime sinirlidir ama tiim-
den sinirl degildir. Ote yandan R*nin bir altkiime-
sinin tumden sinirl olmasiyla sinirli olmasi arasinda
bir ayrim yoktur. Bunun kanitin1 okura birakiyoruz.

Tikiz metrik uzaylar timden sinirhdir elbette.
Ote yandan tikiz olmayan tiimden sinirli metrik
uzaylar vardir, 6rnegin (0, 1) acik aralhigi.

Ahstirmalar

22. Yukardaki iki tanimin egdeger olduklarim
kanitlayin.

23. Tumden sinirh bir metrik uzayin altkiime-
lerinin de tiimden sinirli oldugunu kanitlayin.

24. R7nin bir altkiimesinin tiimden sinirl ol-
mastyla smnirli olmasi arasinda bir ayrim olmadigini
kanitlayin.

Teorem 17. Tam bir metrik uzaym bir altkii-
mesinin tikiz olmast icin, kapali ve tiimden simirli
olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamit: Once gerekliligi kanitlayalim. Tiimden
sinirhlik bariz. Teorem 6 da tikiz bir altkiimenin
kapali olmasi gerektigini soyliyor.

Simdi (X, d) tam bir metrik uzay olsun. X tam
oldugundan, X’in her kapali altkimesi de tamdir.
Dolayisiyla X’in tikiz oldugunu kanitlamak yeter-
li. Sonug 16’ya gore, Xin dizisel tikiz oldugunu ka-
nitlamak yeterli. Son olarak, X tam oldugundan,
X’in her dizisinin bir Cauchy altdizisi oldugunu
kanitlamak yeterli.

(x,,),,» bir dizi olsun. X’i sonlu sayida 1 yaricap-
Ii yuvarlarla kaplayalim. Sonsuz sayida » gostergeci
i¢in, dizinin x,, terimi bu yuvarlardan birinin, diye-
lim By’in i¢ine diser. Dizinin diger terimlerini unu-
tup, tim terimlerin B{’de oldugunu varsayalim.
Simdi By’ sonlu sayida 1/2 yarigaplh yuvarlarla kap-
layalim. (B de tiimden sinirlidir.) Sonsuz sayida »
gostergeci igin, dizinin x,, terimi bu 1/2 yarigaph yu-
varlardan birinin icine duser, diyelim B’ nin igine.
Dizinin diger terimlerini unutup, tim terimlerin
By’de oldugunu varsayalim. Boylece dyle 1/n yari-
¢apli B,, yuvarlari buluruz ki, her B,’de diziden son-
suz sayida terim vardir. Diziden bir x,, € By terimi
secelim. 72, >y igin x,,, € B, segelim. Sonra, 73 > 1,
igin x,,, € B3 segelim. Ve bunu béyle devam ettire-
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lim. Eger k > ¢ ise d(x,,,, x,,) < 1/k olur. Dolayisiyla
(2, )1, bir Cauchy dizisidir. O

Bu altboliimiin geri kalanimi bu yazida kullan-
mayacagiz.

Onsav 18. Eger bir metrik uzaym bir A altkii-
mesi tiimden svurlrysa, A’min kapanisi da tiimden
simrhdir.

Kanit: ¢ > 0 olsun. A timden sinirh oldugun-
dan A’yi, yaricapi €/2 olan sonlu sayida yuvarla
kaplayabiliriz; diyelim:

A c Blay, €2) U ... U B(a,, €/2).
O zaman,

c B(ay,e/2)v...UB(a,,e/2)
=B(ay,e/2)U...UB(a,,e/2)
c B(aq,e) U...uB(a,,s)

[]

olur.
Alistirma 25. Bir (X, d) metrik uzayinda, yuka-
ridaki kanitta (zayif bir versiyonu) kullanilan
Ba,r)c{x € X:d(a,x) <7}
icindeligini kanitlayin. Esitligin dogru olmayabile-
cegini gosterin.

Sonuc 19. Tam bir metrik uzaym bir altkiimesi
ancak ve ancak kapamsi tikizsa tiimden spurhdir.

Kanit: Altkiimenin kapamnisi tikizsa, o zaman
kapanig timden sinirhidir elbette, dolayisiyla altkii-
me de timden sinirlidir.

Simdi altkiimenin tiimden sinirli oldugunu var-
sayalim. Yukardaki 6nsava gore altkiimenin kapa-
nist da timden sinirhidir. Yukardaki teoreme gore
de kapanig tikizdir. [

Tikizhgin Bir Bagka Esdeger Kosulu

Tikizhgin ¢ok yararli bir bagka tanimi daha
vardir. Bu kisa bolimde okurun her an kargisina
¢ikabilecek bu tanimdan s6z edeyim.

X bir kiime ve &, X’in bir altkiimeler kiimesi ol-
sun. Eger & kiimesinin sonlu sayida (ama en az bir)
elemanmin kesisimi hicbir zaman boskiime olmu-
yorsa, & kiimesinin sonlu kesisim ozelligi oldugu
soylenir. (Ingilizcesi “finite intersection property” ya
da kisaca FIP, Tiirkcesi SKO olabilir.) Ornegin,

E={la,b] " Q:a<\N2<b)
kiimesi, sonlu kesisim 6zeligi olan bir kiimedir. Ama
&’nin tim altkiimelerinin kesisimi boskiimedir.
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Teorem 20. Bir topolojik uzaymn tikiz olmast
icin gerek ve yeter kosul, sonlu kesisim ozelligi
olan her kapali kiimeler ailesinin kesisiminin bos-
kiime olmamasidir.

Igice gegmis tikiz kiimelerin kesigimi
(eger biri bog degilse) bos olamaz.

Kanit: X tikiz bir kiime ve &, X’in kapal ku-
melerinden olusan ve sonlu kesisim o6zelligi olan
bir kiime olsun. ¢’nin tiim altkiimelerinin kesigi-
minin bogkiime oldugunu varsayalim. Demek ki,

Mpe o F=;
yani
Upe s F€ = X.
Ama F¢ kumeleri acik. X tikiz oldugundan, sonlu
sayida Fy, .., F,, € ¢ icin
Flcu UFnC =X
olmali. Ama o zaman da
FFn---nNnF,=0
olur ki bu da ¢’nin sonlu kesisim 6zelligini sagla-
masiyla geligir.

Simdi X’in sonlu kesisim 6zelligi olan her ka-
pali kiimeler ailesinin kesisiminin bos olmadigini,
ama X’in natikiz olugunu varsayalim. Natkizhiga
tanik olarak, X’in sonlu altortiisii olmayan bir
(U;)ies acik ortiistini ele alalhm. Sonlu sayida U,,
X’i 6rtmeye yetmedigine gore, sonlu sayida U;€ kii-
mesinin kesisimi bos olamaz. Varsayima gore, U;¢

1
kiimelerinin kesisimi de bog olamaz, yani tim U;

kumelerinin bilesimi X olamaz. Bir ¢eligki. ]

Sonug 21. Tikiz bir uzayda Cy2 C12C, 2 ...
bir kapali kiimeler zinciri olsun. Eger bi¢cbir C,, bos
degilse, M, N C,, de bos degildir.

Kanit: Teorem 3’e gore, her C,,, tikiz bir kiime-
nin kapali bir altkiimesi oldugundan tikizdir. So-
nug bir onceki teoremden cikar. [

Bir topolojik uzayin bir x elemanini alalim.
Eger {x} acik bir kiimeyse, x’e aynk ya da tecrit
edilmis eleman (Ingilzcesi isolated point) ad1 verilir.
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Her ne kadar tikiz kiimeleri sonsuza kadar ya-
yilamayan kiimeler olarak hayal etmemiz gerekti-
gini soylediysek de, bu hayalimiz bizi yaniltmasin,
bir sonraki sonucun gosterecegi tizere tikiz kiime-
lerde bol bol eleman vardir.

Sonug 22. Ayrik noktast olmayan, boskiime-
den farkl, tikiz ve Hausdorff bir topolojik uzay sa-
yilamaz sonsuzluktadir.

Kanit: Uzaya X diyelim. Once kolay bir sav
kanitlayalim.

Sav. &+ U < X acik bir kiime ve x € X olsun.
O zaman 6yle bir &=V < U acik kiimesi vardir ki,
x ¢ Volur.

Savin Kamiti: U’da x’ten degisik bir y noktasi
secelim. (x, U’'nun bir elemani olsa da olmasa da
boyle bir nokta vardir ¢iinkii x ayrik bir nokta de-
gildir ve & # U.) X Hausdorff bir uzay oldugundan,

yeV,xe W, VA W=0
ozelliklerini saglayan V ve W acgik kiimeleri vardir.
V N U istenen o6zellikleri saglar. Boylece savimiz
kanitlanmus oldu.

Simdi teoremi kanitlayabiliriz. f : N — X her-
hangi bir fonksiyon olsun. f’nin érten olamayaca-
gin1 kanitlayacagiz.

Yukardaki savi kullanarak X’in 6yle bir (V,)),,
acik kiimeler dizisini bulacagiz ki,

fn) e V,ve@=V,,V,
olacak. Yukardaki savda U = X alirsak, istedigimiz
gibi bir V|y acik kiimesi oldugu belli. $imdi istenil-
digi gibi Vo2 V{ 2 ... 2 V,, agik kiimelerinin segil-
digini varsayalim. Savda U = V,, alarak, istedigimiz
gibi bir V, . acik kimesi buluruz.

V,, acik kiimelerinin kapamsgini alirsak

Vo2Vi2..2V,2..
zincirini buluruz. Bir 6nceki sonuca gore bu dizinin
kesisimi bogkiime olamaz. Kesisimden bir x alalim.
Bu x hicbir f(n)’ye esit olamaz ciinkii her n € N
icin

fn) eV, vexeV,
Sonu¢ kanitlanmustir. [

Sonug 23. R’nin bos olmayan her kapali arali-
&t sayilamaz sonsuzluktadir. R sayilamaz sonsuz-

luktadr.
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Lebesgue Sayisi

Bir (X, d) metrik uzaymin sinirh bir A altkiime-

sinin ¢apa,
d(A) = sup{d(x, y) : x, y € A}

olarak tamimlanir. B(a, 7) yuvarinin ¢ap1 en fazla
2r’dir. (27’den de kigtik olabilir!)

Asagidaki oldukea teknik onsav tikiz kiimelerin
acik ortiilerinin ¢ok kiigiik ¢apli elemanlarinin ge-
reksiz oldugunu soyliyor.

Onsav 24 [Lebesgue Sayisi] (X, d) tikiz bir met-
rik uzay ve 7/ = (U,);c1 ailesi, X in agik bir Ortiisii
olsun. O zaman oyle bir & > 0 vardwr ki X’in cap:
en fazla 8 olan her altkiimesi 7 ailesinin bir elema-
mmn (yani U} lerden birinin) altkiimesidir.

Kanut: Eger U;’lerden biri X e esitse, kanitlaya-
cak bir sey yok. Bundan boyle hi¢bir U;/nin X’e
esit olmadigini varsayalim. 7/ ailesinin sonlu bir 7~
altortisiint secelim. Diyelim,

V= {Ul, ceny Un}'

C; = Uf olsun. C; kapalidir. d(x, C;), x’in C;ye
olan uzaklig: olsun. (Bkz. sayfa 57, gri sayfa.)

Uyv..ulU,=X
oldugundan,

Cin.nC,=0¢
olur. Demek ki X’in her x eleman: C; kiimelerin-
den en az birinin elemani degildir ve, C; kapali ol-
dugundan, d(x, C;) sayilarindan en az biri pozitif-
tir (sayfa 57, gri sayfa) ve

(=3 dix,C;)>0
n i=1
olur. Boylece tanimlanan
f:X->R

fonksiyonunun stirekli oldugunu da biliyoruz (say-
fa 57, gri sayfa). X tikiz oldugundan, f minimum
degerini alir. Bu minimum deger x,’da alinmis ol-
sun ve

8= f(xg)>0
olsun. B, yarigap: &8’dan kigiik bir altkiime olsun.
x € B olsun. Demek ki

B < B(x, 9).
Simdi, d(x, Cy), ..., d(x, C,)) sayilarinin en buyugu-
ne d(x, C;) diyelim. O zaman,

5<ilx)=—- " dix,C) <% C)

olur. Demek ki
B(x, 8) n C; = &,
yani
B(x, 8) < U,
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Ama B < B(x, 8) oldugundan, bu son i¢indelik is-
tedigimizi kanitlar. []

X’in verilmis bir % = (U;);c; actk Ortiisti igin,
yukardaki onsavdaki gibi bir 8 > 0 sayisina 2/’nun
Lebesgue sayist adi verilir. Elbette bir Lebesgue sa-
yisindan daha kiiguk sayilar da Lebesgue sayilari-
dir. Lebesgue sayilarinin varligini bir sonraki alt-
boliimde kullanacagiz.

Diizgiin Siireklilik

Diizgiin sureklilik, siirekliligin ¢ok 6zel bir ha-
lidir. Ama genel olarak tiim topolojik uzaylarda
degil, sadece metrik uzaylarda gecerli olan bir kav-
ramdir. Tanimi animsatalim:

(X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay ve

f: X->Y

bir fonksiyon olsun. Once f’nin siirekli oldugunun
ne demek oldugunu amimsatalim. f’nin strekli ol-
mast i¢in f’nin X’in her x noktasinda strekli ol-
masi gerekmektedir; yani her a € X i¢in su ozellik
dogru olmalidir:

Her € > 0 icin oyle bir & > 0 olmalidir ki,

her x € X icin

dxla, x) <8 = dyla, x) <.

Bunu daha bicimsel olarak yazacak olursak,
sureklilik

VaVe>038>0 Vx (dy(a,x)<d=dyla,x)<¢g)
onermesine denktir. Buradaki & sayisi verilmis olan
g’a gore degisir elbette, ama a’ya gore de degisebi-
lir, hatta cogu zaman a’ya gore degisir. Bu yuzden
kimi zaman & yerine 6, yazilir.

Ama kimi zaman da 8 sayisin1 @’dan bagimsiz
(sadece €’a bagimli) secebiliriz. O zaman ¢ok oOzel,
cok daha giiclii bir sureklilik soz konusu olur. Bu
durumda f’nin diizgiin siirekli oldugu soylenir.
Yani eger

Her ¢ > 0 ve X’in her a ve x elemanlari icin
dxla, x) <8 = dyla, x) < ¢
onermesini saglayan bir 8 > 0 varsa
o zaman | fonksiyonuna diizgiin siirekli denir. Bu-
nu daha bigimsel olarak yazacak olursak, diizgiin
suireklilik,

Ve>038>0 Va Vx (dy(a,x)<d=dyla,x)<¢g)
onermesine denktir. Burada “Va” ifadesinin en
bastan ortalara, “38>0” ifadesinden sonraya gitti-
gine dikkatinizi ¢ekerim: Verilmis bir ¢ > 0 i¢in
tiim a ve x’ler i¢in gegerli olan bir & > 0 bulunuyor.
Ama artik g ile x arasinda biiyik bir ayrim yok,

dolayisiyla a ve x yerine x ve y kullanirsak daha gik
bir tanima ulagmis oluruz: Dizgin siireklilik
Ve>038>0 Vx Vy (dx(x,y) <d=dylx,y) <g)
onermesine denktir.
Eger A < X ise ve f|4 fonksiyonu diizgiin sii-
rekliyse, o zaman f’nin A uzerine diizgiin siirekli
oldugu soylenir.

Ornek. (0, o) kiimesinden R’ye giden f(x) =
1/x formiiliiyle tanimlanan fonksiyon diizgiin si-
rekli degildir ¢iinkt a kiguldikge 8 sayis1 kiiciiliir.

V4

el

flx)=1/x

X

8 1

Ote yandan (sinirh ya da sinirsiz) kapali bir
araliga kisitlarsak bu fonksiyon dizgin strekli
olur. Yani f(x) = 1/x formiiliiyle tanimlanmig fonk-
siyon kapali araliklar tizerine diizgin streklidir.

Diizgiin suirekliligin yararlarini daha ilerde go-
recegiz ama tikiz kiimelerden stzederken diizgiin
stireklilikten sozetmemek olmazdi.

Teorem 25. (X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay
olsun. Eger X tikizsa, X ten Y’ye giden her siirek-
li fonksiyon diizgiin siireklidir.

Kanit: f : X — Y surekli bir fonksiyon olsun. ¢
> 0 olsun. (B(y, €/2)),cy yuvarlar ailesiY’nin agik
bir ortustdir. f sirekli oldugundan,

(F1(Bly, 52)))yey
ailesi de X’in bir agik ortisudir. 8 > 0 bu acik or-
tiniin Lebesgue sayist olsun. Simdi x¢, x, € X ol-
sun ve dx(xq, x;) < & varsayimim yapalim. O za-
man {xq, x,} kiimesinin ¢ap1 &’dan kiigtiktiir. De-
mek ki bir y € Y igin,
e1 32} < £UB(Y, £2)),

yani

x1, x5 € f71(B(y, /2)),
yani

fx1), f(x3) € Bly, &/2),
yani
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dy(f(x1), f(x2)) <dy(f(xq), ¥) + dyly, f(x3))
<el2 +el2=¢

olur. Bu da f’nin diizgiin surekliligini kanitlar. [J

Alistirma 26. In : R>0 — R fonksiyonunun diiz-
gln strekli olmadigini ama siirh ya da sinirsiz ka-
pali araliklar tizerine diizgiin strekli oldugunu ka-
nitlayin. Sonucu artan i¢biikey fonksiyonlar icin ge-
nellestirin.

Sayilabilir Tikizlik
Eger bir topolojik uzayin sayilabilir her agik 6r-
tustiniin sonlu bir altortiisti varsa o uzaya sayilabi-
lir ik1z denir.

Karsi6rnek 6. Her tikiz uzay sayilabilir tikiz-
dir elbet ama bunun tersi dogru degildir. Tersinin
dogru olmadigina standart 6rnek o (sayillamaz
ilk ordinal) tzerine kurulan “sira topolojisi”dir.
Bu uzay sayilabilir tikizdir (okura alistirma) ama
bildigimiz tizere tikiz degildir.

Teorem 26. Dizisel tikiz bir topolojik uzay sa-
yilabilir tikizdur.

Kanit: X, dizisel tikiz bir topolojik uzay olsun.
(Uj)ien, X’in sonlu ortiisit olmayan sayilabilir bir
acik ortusii olsun. Her 7 € N i¢gin

x, € X\ (Uyu ..u U, )
olsun. Demek ki U,,, ancak sonlu sayida i € N i¢in
x;yl igerir. (x,,),, dizisinin bir altdizisi yakinsaktir.
x, (x,,),, dizisinin bir altdizisinin bir limiti olsun. x €
U,, olsun. O zaman sonsuz tane 7 € N i¢in x; € U,
olur ki bu da (x,,),, dizisinin secimiyle celisir. [

Alistirma 27. ®4’in sira topolojisiyle sayilabi-
lir tikiz oldugunu ama tikiz olmadigini kanitlayin.

Teorem 27. Sayilabilir tikiz bir topolojik uzay
(dolayisryla tikiz bir topolojik uzay da) yogunlas-
ma noktast tikizdr.

Kanit: Teorem 10’un kanitina dikkatlice ba-
karsaniz, aslinda bu (daha gigli) teoremin kanit-
landigin1 gorirsiniiz. [

Karsiornek 7. Yogunlagsma noktasi tikiz bir
uzay dizisel tikiz olmak zorunda degildir. Nitekim
Karsiornek 1’de X dizisel tikiz degilse, X x Y de di-
zisel tikiz olamaz ama yogunlasma noktasi tikizdir.
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Metrik Uzaylarda Tikizlik Kavramlari
Simdiye kadar bir¢ok tikizlik kavrami gordiik:
1) Tikizlik,

2) Dizisel tikizlik,
3) Sayilabilir tikizlik,
4) Yogunlagsma noktas: tikizlik,

2 = 3 = 4vel= 3 gkarimlarinin dogru ol-
duklarini (Teorem 26, 27) ama ters c¢ikarimlarin
genelde dogru olmadiklarini (Karsiornek 1-7), ote
yandan bunlardan bazilarinin metrik uzaylarda
denk kavramlar olduklarini gordiik. Aslinda met-
rik uzaylarda tim bu tikizlik kavramlar1 birbirine
denktir.

Teorem 28. Bir metrik uzayin tikiz, dizisel ti-
kiz, sayilabilir tikiz ya da yogunlagma noktas: t1-
kiz olmast arasinda ayrim yoktur, biri dogruysa
digerleri de dogrudur.

Kanit: Sonug 16, Teorem 26, Teorem 27 ve
yukardaki son iki alistirmaya gore sadece yogun-
lasma noktasi tikiz bir metrik uzayin dizsel tikiz
oldugunu kanitlamalyz.

(X, d), yogunlasma noktasi tikiz bir metrik
uzay olsun. (x,,),, bu uzaydan bir dizi olsun.

A={x,:neNj
olsun. Eger A sonluysa, elbette (x,,),, dzisinin sabit,
dolayisiyla yakinsak bir altdizisi vardir. Eger A
sonsuzsa, varsayima gore A’nin bir yogunlasma
noktast vardir. Diyelim x. Simdi x’e yakinsayan
bir altdizi bulmak zor degildir: Her k£ > 0 dogal sa-
yis1 i¢in,

B(x, 1/k) A A

kumesi sonsuzdur. Bu olguyu kullanarak, oyle

Ny <o <UL < ..
gostergegleri bulunabilir ki,

Xy, € Blx, 1/k)
olur. Kanitimiz tamamlanmugtir.

Tychonoff Teoremi

Iki (dolaysiyla sonlu sayida) tikiz topolojik
uzayin kartezyen carpiminin tikiz oldugunu gor-
dik. Ayni sonug sonsuz sayida topolojik uzay i¢in
de gecerlidir ama kaniti ¢ok daha zordur. Simdi
Tychonoff Teoremi adi altinda bilinen bu teoremi
kanitlayalim. Ama once kendi bagina degerli bir
sonug kanitlayalim.

Teorem 29 [Alexander’in Alttaban Teoremil.
X bir topolojik uzay ve B, bu topolojik uzayin bir
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alttabani olsun. X’in tikiz olmasi icin yeter ve ge-
rek kosul, B’run elemanlarmdan olusan X’in her
ortiistiniin sonlu bir altértiisii olmasidir.

Kanit: Gereklilik bariz. Yeterliligi kanitlaya-
Im. X’in tikiz olmadigimi varsayalim. &, X’in,
sonlu altortiisii olmayan agik ortiilerinden olusan
kiime olsun. #”’yi “altkiime” olma iligskisine gore
siralayalim. #”’ye Zorn Onsavi'mi [MD-2006-11,
sayfa 46] uygulayacagiz. Bu amagla #”den bir
zinciri alalim. U Z”nin de #”’de oldugunu kanitla-
yacagiz. \UZ’nin bir orti oldugu besbelli.
U Z”nin sonlu bir altortiisii oldugunu varsayalim.
Diyelim Uy, ..., U, € U Z elemanlar1 X’i 6rtiyor.
Heri=1, ..., 7 igin

Uiel e Z
icindeliklerini saglayan bir 7/; Ortiisit secelim. 7 bir
zincir oldugundan, 7/; ortiilerinden biri, diyelim 7;
digerlerini kapsar. Demek ki her i = 1, ..., z icin
U e

olur. Ama bu da 7//nin sonlu bir altortiisti var de-
mektir. Celigki. Dolayisiyla \UZ € 2 olur ve
#ye Zorn Onsavi'm uygulayabiliriz. Bir baska
deyisli, X’in, sonlu altortiisii olmayan maksimum
bir agik ortiisii vardir. Bu acik ortiiye 7/ diyelim.

Simdi 7/ M B’nin X’in bir ortiisi oldugunu ka-
nitlayacagz.

Diyelim 7/ n B, X’in bir ortiist degil. Diyelim
bir x € X noktas1 %/ m B’nin elemanlari tarafindan
ortiilmiyor. x elbette 7/°nun elemanlarindan bi-
rindedir, diyelim U’da. U, x’i igeren agik bir kii-
me oldugundan, B da topolojinin bir alttabani ol-
dugundan,

xeVin.nV,cU
... V,, € B vardir. Demek
ki heri=1,..,ni¢in x € V;. Ama x € X noktast

iligkilerini saglayan V1,

7/ N B’nin elemanlar tarafindan ortiilmediginden
hicbir V; kiimesi 7/°da olamaz. $imdi 7/ L {V}} 6r-
tiisiine bakalim. 7/, sonlu ortiisii olmayan en bi-

V.

yuk acik orti oldugundan, 7/ U {V,} ortiistiniin
sonlu bir altortiisii vardir. Demek ki 7/’dan sonlu
sayida agik kiimenin bilesimi olan bir Y; igin,

X = Yi v Vi
olur. O zaman, elbette,
x=(Uruo()v)
AU

olur. Buradan da
yani

Y.

1

Vi

Yo,

i=
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X =(Uj=lY,-j uU

olur. Ama bu da X’in %’nun sonlu sayida elema-
nmi tarafindan ortuldigh anlamina gelir. Celigki.
Demek ki 7/ n B, X’in bir ortiisii.

Ama bu ortii ayni zamanda B’nin elemanlarin-
dan oluguyor. teoremin varsayimina gore % N
B’nin sonlu bir altortiisti var. Bu altortu elbette ay-
n1 zamanda 7/’nun sonlu bir altértiisiidiir. Onsav
kanitlanmigtir. []

Kanitta Zorn Onsavi’ni, dolayisiyla Secim Ak-
siyomu’nu kullandigimiza dikkatinizi ¢ekeriz. Ne
bu 6nsav ne de bir sonraki Tychonoff Teoremi Se-
¢im Aksiyomu olmadan kanitlanabilir.

Teorem 30 [Tychonoff]. (X;); bir topolojik
uzay ailesi olsun. L1, X;nin tikiz olmas: icin ber
X nin tikiz olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamt: X = ['I; X; olsun.

[zdiistim fonksiyonlari siirekli olduklarindan
gereklilik belli. Yeterliligi kanitlayalim.

Bir j gostergeci ve bir U c X acik kiimesi igin,

pri(U) = {x = (x)); € X: xj € U}
olsun. Bu tiir kiimeler X’in bir alttabanini olustu-
rur. Bir onceki énsavi bu 6ntabana uygulayacagiz.

7, X’in pry}(U) tiirtinden altkiimelerinden
olusan herhangi bir 6rtisii olsun. 7/’nun sonlu bir
altortiistinii bulacagiz. 7/°da X = pr;1(X;)’nin ol-
madigini varsayabiliriz.

Bir i gostergeci igin,

U;=1{pry/ W U) e %:Uc X}
olsun. 7/, 7/lerin (ayrik) bilesimidir.

Bu 7/lerden biri X’in bir 6rtiisii olmali: Ciin-
kit aksi halde her i gostergeci i¢in 7; tarafindan or-
tulmeyen bir x(7) € X buluruz. Eger

yi = pri{x(i)) € X;
tanimini yaparsak, o zaman X’in (y;); eleman:
7/lerin higbiri tarafindan ortiilmez, dolayisiyla
bunlarin bilesimi olan 7/ tarafindan da ortilmez.

;, X’in ortust olsun. O zaman,

A ={Uc X;:pr; 1 (U) e %)
ailesi X;'nin bir agik ortiisii olur. X; tikiz oldugun-
dan, .©/’nin sonlu bir altortisii X;’yi orter, diyelim
Uy, .., U,
X;yi orter. O zaman 7/7nin (dolayisiyla 7/’nun)
pr; Y(Uy), ..., pr;H(U,,)
elemanlar1 X’i orter.

[
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Alexandroff Tek Nokta Tikizlagmasi

Bir topolojik uzay tkiz degilse tikiz degildir,
yapacak bir sey yok. Ama uzayi tikiz bir topolojik
icine (altuzay olarak) gomebiliriz. Ya da baska bir
dille soyleyelim: Tikiz olmayan topolojik uzayi ge-
nigletip ve bu geniglemis kiime Gstiine uygun bir
topoloji koyarak, geniglemis kiimey: tikiz bir to-
polojik uzaya donistiirebiliriz. Hatta bunu oriji-
nal uzayimiz genisletilmis kiimenin yogun bir alt-
kiimesi olacak bicimde bile yapabiliriz.

Bu dediklerimizi yapmanin, yani bir uzayi #-
kizlagtirmanmn degisik yontemleri vardir. Degisik
tikizlastirma yontemler birbirinden tamamen de-
gisik sonuglar verebilirler. Her biri 6nemlidir.

En kolay tikizlagtirma yontemi, uzaya, “son-
suza” diye betimlenen bir yere, genellikle oo diye
gosterilen yeni bir eleman eklemektir. Eleman ek-
lemek yetmez tabii, bir de bu yeni kiime tizerine
(eski kiimenin topolojisiyle uyumlu) bir topoloji
koymak gerekir. Bu topoloji, eski uzayda “sonsu-
za gittigi hissedilen” dizilerin yeni uzayda artik oo
elemanina yakinsayacak bicimde yapilir.

Alexandroff Tek Nokta Tikizlasmasi. X her-
hangi bir topolojik bir uzay olsun. «, X’te olma-
yan yepyeni bir eleman olsun.

Y=XU {x}
olsun. Simdi Y tizerine bir topoloji tanimlayaca-
g1z. Y’nin acik altkiimeleri ya X’in acgik altkiime-
leri (birinci tirden kiimeler) ya da X’in tikiz ve
kapali bir K altktimesi i¢in

(X \K) U [o0)
bi¢iminde yazilan altkimeleri (ikinci tiirden kii-
meler) olsun. (Buradaki X \ K kiimesinin X te acik
olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Bundan boyle X’in
bir A altkiimesi i¢in X \ A yerine A€ yazacagz.)

Teorem 31. Yukarda betimlenen kiimeler Y
iizerine bir topoloji tanimlarlar ve Y biylece tikiz
bir topolojik uzay olur. Ayrica X, Y’nin acik bir
altkiimesidir ve eger X tikiz degilse, X, Y’de yo-
Sundur.

Kamt: Once betimlenen kiimelerin bir topolo-
jide agik altkiimelerin uymasi gereken kurallara
uyduklarini gosterelim.

&, X te agik oldugundan Y’de de agiktir. Ikin-
ci tirden kiimelerde K = & alirsak, Y’nin de Y’de
acik oldugunu goriirtz.
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Birinci tiirden iki agik kiimenin kesisiminin
acik oldugu belli.

Simdi birinci tiirden bir U ¢ X agik kiimesiy-
le, ikinci tiirden bir K¢ U {oo} acik kiimesi alip bu
ikisini kesigtirelim:

Un (K€U {wo}) =UnKE€
= (U n Ke=(Ucu K)<.
Ama Uc U K, X’te kapali oldugundan, bu kesisim
birinci tirden bir acik kimedir.
Simdi de ikinci tiirden iki
K¢ U {0} ve L€ U {00}
acik kiimesi alip bu ikisini kesistirelim. Bu kesisimin
ikinci tiirden bir kiime oldugunu kanitlamak icin
KeALe= (KU L)X
kumesinin X’teki tiimleyeninin, yani K U L kiime-
sinin X’te kapali ve tikiz oldugunu kanitlamaliyiz,
ki bu da bariz bir sey.

Simdi bilesime gegelim. Birinci tiirden kiimele-
rin bilesiminin gene birinci tiirden kiime oldugu
belli. Ikinci tiirden kiimelerin bilesimine bakalim.

KU {0}

ikinci tiirden kiimeler olsun (ve bunlardan en az
bir tane olsun). Bunlarin bilesiminin gene ikinci
tirden oldugunu kanitlamak icin

Ui K€ = (M Ky)
kiimesinin X’teki timleyeninin, yani

M K,

ktumesinin X’te kapali ve tikiz oldugunu kanitla-
mak gerekiyor. Teorem 3’e gore kapali oldugunu
kanitlamak yeterli. Ama K;’ler X’te kapali, dolay1-
siyla kesisimleri de X ’te kapall.

Son olarak birinci tiirden acik bir kiimeyle ikin-
ci tiirden agik bir kiimenin bilesiminin ikinci tirden
acik bir kiime oldugunu kanitlamaliyiz. Bu da ol-
duk¢a kolay: Okurun tahmin edecegi notasyonla,
bu, U U K¢ = (U¢ N K)¢ esitliginden ve U¢ n K kii-
mesinin kapali ve K’nin (dolayisiyla U¢ n K kiime-
sinin de) tikiz olmasindan ¢ikar.

Boylece Y’nin bir topolojik uzay oldugu kanit-
lanmis oldu. X’in bir altuzay oldugu ve acik oldu-
gu cok bariz. Eger X kapali olsaydi, {0} a¢ik olur-
du ve 0 zaman da X tikiz olurdu. Demek ki X t1-
kiz degilse, X’in kapanisi X ’ten biiyiik olmali ama
bu durumda da X’in kapaniginin Y’ye esit olmak-
tan baska sansi yok. [

Bu topolojiye X’in Alexandroff Tek Nokta Ti-
kizlagsmast adi verilir. ¢
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Cesitli Alistirmalar

28. X uikiz bir topolojik uzay ve (f,,: X — R),,
bir stirekli fonksiyonlar dizisi olsun. f,, dizisinin
noktasal olarak f fonksiyonuna yakinsadigini var-
sayalim, yani her x € X i¢in,

lim,,_,o, fu(x) = f(x)
olsun. Ayrica (f,),, artan bir dizi olsun, yani her »
ve her x icin f,(x) < f,.1(x) olsun. Bir de ayrica
f’nin strekli oldugunu varsayalim. (f,,),, dizisinin
f’ye diizgiin yakinsadigini kanitlayin. Eger X tikiz
degilse ya da (f,,),, artan degilse diizgiin yakinsak-
ligin her zaman dogru olmadigini gosterin.

29. X, tikiz ve Hausdorff bir uzay olsun. .77,
X’in bir kapali ve baglantili (gegen sayi, sayfa 63)
altktimeler zinciri olsun (yani her A, B € .27 i¢in ya
A c Byada B c A olsun). M .o/ nin baglantili ol-
dugunu kanitlaym. Ipucu: C ve D, bilesimi M./
olan M .o/ nin ayrik iki agik altkiimesi olsun. U ve
V, sirasiyla, C ve D’yi iceren X’in ayrik iki acik
altkiimesi olsun. My ., (A\ (U U V)) kiimesinin
bos olmadigini gosterin. X Hausdorff degilse bir
kargiornek bulun.

30. X ve Y iki topolojik uzay olsun. f : X - Y
kapal, stirekli ve 6rten bir fonksiyon olsun. Her y
€ Yicin f~1(y) tikizsa X ve Y’nin tikizliginin esde-
ger oldugunu kanitlayin.

31. X topolojik bir uzay olsun. Eger X’in her
x noktasinin, kapanisi tikiz olan bir komsulugu
varsa, o zaman X e yerel tikiz denir. Y, X’in Ale-
xandroff tek nokta tikizlagmasi olsun. Y’nin Haus-
dorff olmasi icin X’in Hausdorff ve yerel tikiz ol-
masinin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlaymn.

32. Bir topolojik uzayda herhangi iki x ve y
noktasi i¢in, x’i iceren ama y’yi icermeyen agik bir
kiime varsa, o topolojik uzaya Ty, bazen de Fréc-
het uzayr adi verilir. Hausdorff uzaylar T, dir
ama bunun tersi dogru degildir, ornegin Fréchet
topolojisi her zaman T,’dir ama kiime sonsuzsa
Hausdorff degildir.

Bir X topolojik uzayinda asagidakilerin denk
oldugunu kanitlayin.

a. X, Ty dir.

b. Her x € X i¢in {x} kapali bir kiimedir.

c. X’in her altkiimesi altkiimeyi iceren agik
altkimelerin kesigimidir.

d. Her sonlu kiime kapalidir.

e. X, Fréchet topolojisinden daha incedir.

f. Her A < X ve her x € X icin, x, A’nin bir yo-
gunlasma noktasidir ancak ve ancak x’i iceren her
acik kiime A’dan sonsuz sayida eleman iceriyorsa.

cok sikistiginga,
kanit biraz buzistil...
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