
Ö
nünüzde rastgele seçilmifl iki adet kare var.

Bu iki kareyi sadece düz kesen bir testerey-

le (yani do¤rularla) öyle sonlu say›da par-

çaya ay›rabilir misiniz ki, parçalar› bir baflka türlü

birlefltirip tek bir kare elde edesiniz?

Evet! 

Ünlü Pisagor Teoremi’nin bir tür kan›t›d›r.

Verilmifl iki karenin birer köflesini, afla¤›daki

gibi 90 derecelik bir aç› yapacak biçimde birbirine

de¤dirin. (Afla¤›daki flekilden izleyin.) 90 derece

yapan iki kenar›n birbirine de¤meyen noktalar›yla

birbirine de¤en noktalar› bir dik üçgen oluflturur-

lar. Verilen iki kareyi, resimdeki gibi toplam befl

parçaya ay›rarak ve sonra tekrardan birlefltirerek,

dik üçgenin hipotenüsüne oturtulan üçüncü kareyi

elde edebiliriz. (Biçimsel kan›t› okura b›rak›yoruz.)

Yukardaki fleklin her fleyi anlatmas› laz›m. 

Pisagor Teoremi sayesinde, büyük kareyi dört

parçaya bölerek ve küçük kareye hiç dokunmadan

elde edilen toplam befl parçay› bir kare olacak bi-

çimde tekrar bir araya getirebiliriz.

Bundan çok daha genel bir teorem do¤rudur.

Bu çok daha genel teoremi aç›klayal›m.

E¤er bir çokgeni sonlu say›da do¤ru parças›yla

parçalara ay›r›rsan›z ve sonra bu parçalar› baflka

bir çokgen olacak biçimde tekrardan birlefltirirse-

niz, elbette alan› ayn› olan bir baflka çokgen elde

edersiniz. Yukardaki flekilde bir örnek var.

Peki, alanlar› ayn› olan herhangi iki çokgen ve-

rilmiflse, bunlardan birini yukardaki gibi parçalara

ay›r›p tekrar birlefltirerek di¤erini elde edebilir mi-

siniz?

Yan›t gene olumlu.

Bu soruyu ilk soran Farkas Bolyai’dir. Bundan

220  1 y›l önce, 1790’da sormufltur. William Wal-

lace 1808’de soruyu yan›t-

lam›flt›r. Wallace’›n kan›t›n-

dan bihaber olan Paul Ger-

wien 1833’te ayn› teoremi

tekrardan kan›tlam›flt›r.

Her iki kan›ttan da bihaber

olan Bolyai 1835’te, yani

soruyu sorduktan tam 45

y›l sonra teoremi bir kez da-

ha kan›tlam›flt›r.

O ça¤larda haberleflme flimdiki gibi çabuk de-

¤ilmifl anlafl›laca¤› üzere.
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Birazdan bu teoremi kan›tlayaca¤›z. Her ne

kadar bu s›ray› takip etmeyeceksek de, kan›t›m›z›

Çokgen ! Üçgenler ! Dikdörtgenler 

! Kareler ! Kare

olarak özetleyebiliriz.

Benzer sorunun 3 boyutlu çokyüzlüler için so-

rulmas›ndan daha do¤al ne olabilir? Ayn› hacimli

iki çokyüzlü verilmiflse, bunlardan birini düzlem-

lerle keserek sonlu parçaya ay›r›p uzayda dönüp

dönüfltürerek di¤er parçay› bulabilir miyiz?

19’uncu yüzy›l›n ikinci yar›s›n›n ve 20’nci yüz-

y›l›n birinci yar›s›n›n tart›fl›lmaz en büyük mate-

matikçisi Alman David Hilbert, 1900 y›l›ndaki ün-

lü konferans›nda, çözülememifl önemli problemler-

den biri olarak bu problemi sunar. Listesinde

üçüncüdür bu problem. Problem Dehn taraf›ndan

Hilbert soruyu sorduktan hemen sonra negatif ola-

rak çözülmüfltür. (Bkz. yan sayfadaki gri kare.) 

Örne¤in, bir üçgenin alan›n›n taban çarp› yük-

seklik bölü 2 oldu¤unu üçgeni dikdörtgenlefltirerek

kolayl›kla kan›tlayabiliriz. Benzer kan›t› bir üçgen

piramitin hacmi için yapabilir miyiz? Örne¤in düz-

gün tetrahedray› (tüm kenarlar› birbirine eflit dört

yüzlü piramiti) düzlemlerle parçalara ay›r›p tekrar

birlefltirerek bir dikdörtgenler prizmas› elde edebi-

lir miyiz? Yan›t olumsuzdur. Kan›t› da yan sayfa-

daki gri karede verilmifltir.

Bu yaz›daki amac›m›z alanlar› ayn› olan iki

çokgenin yukardaki yöntemle birbirine dönüfltürü-

lebilece¤ini kan›tlamak.

E¤er bu yöntemle herhangi bir çokgeni bir kare-

ye dönüfltürebilirsek problemi çözmüfl oluruz, çün-

kü o zaman her iki çokgenin de ayn› kareye (alanlar

eflit çünkü) dönüflebilece¤ini kan›tlam›fl oluruz ve bu

ifllemlerden birini ters çevirerek - yukardaki flekilde-

ki gibi - bir çokgenden di¤erine eriflebiliriz.

Demek ki bir çokgeni parçalara ay›rarak bir

kareye dönüfltürebilece¤imizi kan›tlamam›z yeterli-

dir. Bunu kan›tlayaca¤›z.

Bir çokgeni kolayl›kla (binbir de¤iflik biçimde)

üçgenlere bölebiliriz. Böylece kan›t›n 

Çokgen ! Üçgenler

k›sm›n› kolayl›kla halletmifl oluruz.

Ayr›ca bir üçgenden de bir dikdörtgen elde

edebiliriz. bir örnek afla¤›da ama bu örne¤i genel-

lefltirmek iflten bile de¤il. 

Demek ki bir çokgenden birkaç dikdörtgen el-

de edebiliriz. Böylelikle kan›t›n

Üçgenler ! Dikdörtgenler

k›sm›yla da bafla ç›km›fl oluyoruz.

E¤er bir dikdörtgenden sonlu say›da kare elde

edebilirsek, iflimiz ifl, çünkü iki kareden bir kare el-

de etmeyi bildi¤imizden, sonlu say›da kareden de

bir kare elde edebiliriz. Yani kan›t›n

Kareler ! Kare

k›sm›n› yaz›n›n bafl›nda kan›tlad›k 

Dikdörtgeni Karelere Dönüfltürme. ABCD,

parçalay›p kareler oluflturmak istedi¤imiz herhan-

gi bir dörtgen olsun. Gerekirse daha küçük dik-

dörtgenlere bölerek,

varsay›m›n› yapabiliriz. Bu eflitsizlikleri sa¤layan

bir dikdörtgenden bir kare elde edece¤iz.

Alan› ABCD dikdörtgeninin alan›na eflit olan

öyle bir AXYZ karesi infla edelim ki, XY kenar›

DC kenar›n› tam ortadan (afla¤›daki flekilde P nok-
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Düzgün bir  piramit kesip parçalayarak
bir dikdörtgenler prizmas›na dönüfltürülemez.

Bir üçgen bir dikdörtgene dönüfltürülebilir

"  

AB
BC

AB

4 2
# #



tas›nda) kessin. ABCD dikdörtgenini bu kareye

dönüfltürece¤iz. 

XY do¤rusu AB kenar›n› M noktas›nda kessin.

AD do¤rusu da ZY kenar›n› N noktas›nda kessin.

AZN üçgeniyle AXM üçgeni ayn› üçgenler, biri di-

¤erinin 90 derece döndürülmüflü. ADPX dörtgeni

hem ABCD’de hem de AXYZ ’de ortak. Geriye

MBCP dörgenini YNDP dörtgenine dönüfltürmek

kald›. MBCP dörgeniyle M $B $DP dörtgenleri bir-

birine efl, biri di¤erinin P noktas›na göre yans›ma-

s›. Bu yans›may› yapt›ktan sonra, M $B $DP dörtge-

ninden flekildeki gibi küçük bir üçgen kesersek ay-

nen YNDP dörtgenini elde ederiz. (fiekilde noktal›

do¤rularla gösterilmifl.) Demek ki ABCD dikdört-

genini dört parçaya bölerek bir kare elde edebiliriz.

Böylece alanlar› ayn› olan herhangi iki çokgen-

den birini do¤rularla parçalay›p toparlayarak di¤e-

rine dönüfltürebiliriz. ©
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Her x, y %  için,

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y)

ve

ƒ(&) = 0

eflitliklerini sa¤layan herhangi bir 

ƒ :  !  

fonksiyonu alal›m. P herhangi bir çokyüzlü olsun.

e bu çokyüzlünün herhangi bir kenar› olsun. Bu

kenar› var eden yüzler aras›ndaki aç›ya '(e) diye-

lim. e kenar›n›n uzunlu¤u da |e| olsun. fiimdi çok-

yüzlünün tüm e kenarlar› için  ƒ('(e))|e| say›lar›n›

toplayal›m. Elde edilen toplam 
�����������	�

olarak bilinir ve D(P) olarak yaz›l›r:

D(P) = (e, P’nin kenar› ƒ('(e))|e|.

D(P) elbette ƒ fonksiyonunun seçimine göre de¤i-

flir ve bu özellikleri sa¤layan pek çok ƒ fonksiyonu

vard›r. Biz bunlardan birini flimdilik sabitleyelim.

E¤er P çokyüzlüsü düzlemlerle kesilip P1, P2,

..., Pk çokyüzlüleri elde edilirse, o zaman

D(P) = D(P1) + D(P2) +  + D(Pk)

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu kan›tlamak çok zor

de¤ildir (sadece biraz zordur). Dolay›s›yla e¤er

bir P çokyüzlüsü kesilip biçilerek Q çokyüzlüsü-

ne dönüflürse, o zaman D(P) = D(Q) olmak zo-

rundad›r.

fiimdi dört yüzlü ve birim kenarl› bir T düz-

gün piramiti ele alal›m. Düzlemler aras›ndaki aç›

da ' olsun. '/& say›s›n›n kesirli olmad›¤› bilinir.

Dolay›s›yla 

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y)

ve

ƒ(&/2) = 0 ve ƒ(') = 1

eflitliklerini sa¤layan bir ƒ :  !  fonksiyonu

vard›r. (Böyle bir fonksiyonun varl›¤› Seçim Aksi-

yomu’yla kolayl›kla kan›tlanabilir. ‹pucu:  ’yi !

üzerine bir vektör uzay› olarak görün ve &/2 ve '

say›lar›n› içeren bir taban seçin.) ƒ(&/2) = 0 oldu-

¤undan, 

ƒ(&) = ƒ(&/2) + ƒ(&/2) = 0 + 0 = 0 

olur. Dehn de¤iflmezini bu ƒ ile hesaplayal›m.

Böylece D(T) = 6 buluruz. Öte yandan hangi P

dikdörtgenler prizmas› al›n›rsa al›ns›n, aç› &/2 ol-

du¤undan ve ƒ(&/2) = 0 oldu¤undan, D(P) = 0

olur. Demek ki T ile P birbirlerine dönüfltürüle-

mezler.

1965’te J.-P. Sydney, ƒ, sabit 0 fonksiyonu

de¤ilse, ayn› Dehn de¤iflmezii olan çokyüzlülerin

sonlu say›da parçaya kesilip di¤erine dönüfltürü-

lebilece¤ini kan›tlam›flt›r [4].

Dehn Teoremi


