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Parcalayip Birlestirmek

Giilnihal Bunehal

O

¢aya ayirabilir misiniz ki, parcalar1 bir baska tiirli
birlestirip tek bir kare elde edesiniz?

Evet!

Unlii Pisagor Teoremi’nin bir tiir kanitidir,

nunuzde rastgele se¢ilmis iki adet kare var.
Bu iki kareyi sadece diiz kesen bir testerey-
le (yani dogrularla) 6yle sonlu sayida par-

Verilmig iki karenin birer kosesini, asagidaki
gibi 90 derecelik bir a¢1 yapacak bi¢cimde birbirine
degdirin. (Asagidaki sekilden izleyin.) 90 derece

Verilen iki kare

Elde edilen kare

yapan iki kenarin birbirine degmeyen noktalariyla
birbirine degen noktalar1 bir dik ticgen olusturur-
lar. Verilen iki kareyi, resimdeki gibi toplam beg
parcaya ayirarak ve sonra tekrardan birlegtirerek,
dik G¢genin hipotentisiine oturtulan tigtincii kareyi
elde edebiliriz. (Bicimsel kaniti okura birakiyoruz.)

Yukardaki seklin her seyi anlatmasi lazim.

Pisagor Teoremi sayesinde, buyiik kareyi dort
parcaya bolerek ve kiigtik kareye hic dokunmadan
elde edilen toplam bes parcay: bir kare olacak bi-
¢imde tekrar bir araya getirebiliriz.

Bundan ¢ok daha genel bir teorem dogrudur.
Bu cok daha genel teoremi agiklayalim.

Eger bir ¢okgeni sonlu sayida dogru pargasiyla
pargalara ayirirsaniz ve sonra bu pargalari bagka
bir ¢okgen olacak bicimde tekrardan birlestirirse-
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»

niz, elbette alan1 ayni olan bir baska cokgen elde
edersiniz. Yukardaki sekilde bir 6rnek var.

Peki, alanlar1 ayni olan herhangi iki ¢cokgen ve-
rilmigse, bunlardan birini yukardaki gibi par¢alara
ayirip tekrar birlestirerek digerini elde edebilir mi-
siniz?

p)

»

Yanit gene olumlu.

Bu soruyu ilk soran Farkas Bolyai’dir. Bundan
220 — 1 yil 6nce, 1790°da sormustur. William Wal-
lace 1808’de soruyu yanit-
lamigtir. Wallace’in kanitin-
dan bihaber olan Paul Ger-
wien 1833’te ayni teoremi
tekrardan  kanitlamistir.
Her iki kanittan da bihaber
olan Bolyai 1835’te, yani
soruyu sorduktan tam 45

yil sonra teoremi bir kez da-

Farka Bolyai

ha kanitlamistir.
O caglarda haberlesme simdiki gibi cabuk de-
gilmis anlagilacag: tizere.
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Birazdan bu teoremi kanitlayacagiz. Her ne
kadar bu sirayi takip etmeyeceksek de, kanitimizi
Cokgen — Uggenler — Dikdortgenler
— Kareler — Kare

olarak ozetleyebiliriz.

Benzer sorunun 3 boyutlu ¢cokytzliiler igin so-
rulmasindan daha dogal ne olabilir? Ayni hacimli
iki ¢okytizlii verilmigse, bunlardan birini diizlem-
lerle keserek sonlu pargaya ayirip uzayda doniip
donugtirerek diger pargayr bulabilir miyiz?

19’uncu yiizyilin ikinci yarisinin ve 20°nci ytiz-
yihin birinci yarisinin tartisgtimaz en biiyik mate-
matikgisi Alman David Hilbert, 1900 yilindaki iin-
li konferansinda, ¢ozillememis 6nemli problemler-
den biri olarak bu problemi sunar. Listesinde
tigtinciidiir bu problem. Problem Dehn tarafindan
Hilbert soruyu sorduktan hemen sonra negatif ola-
rak ¢oziilmistiir. (Bkz. yan sayfadaki gri kare.)

Ornegin, bir iicgenin alaninin taban carps yiik-
seklik boli 2 oldugunu tiggeni dikdortgenlestirerek
kolaylikla kanitlayabiliriz. Benzer kanit1 bir ticgen
piramitin hacmi igin yapabilir miyiz? Ornegin diiz-
gln tetrahedray: (tiim kenarlar1 birbirine egit dort
yuzli piramiti) diizlemlerle pargalara ayirip tekrar
birlestirerek bir dikdortgenler prizmasi elde edebi-
lir miyiz? Yanit olumsuzdur. Kanit1 da yan sayfa-
daki gri karede verilmistir.

X

Diizgiin bir piramit kesip par¢alayarak
bir dikdortgenler prizmasina dontigtirilemez.

Bu yazidaki amacimiz alanlari ayni olan iki
cokgenin yukardaki yontemle birbirine dontistiiri-
lebilecegini kanitlamak.

Eger bu yontemle herhangi bir cokgeni bir kare-
ye doniistirebilirsek problemi ¢ozmiis oluruz, ¢iin-
kit 0 zaman her iki cokgenin de aymi kareye (alanlar

»

W
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esit ¢linkii) donusebilecegini kanitlamig oluruz ve bu
islemlerden birini ters gevirerek - yukardaki sekilde-
ki gibi - bir cokgenden digerine erisebiliriz.

Demek ki bir ¢okgeni parcalara ayirarak bir
kareye donustirebilecegimizi kanitlamamiz yeterli-
dir. Bunu kanitlayacagz.

Bir cokgeni kolaylikla (binbir degisik bicimde)
tiggenlere bolebiliriz. Boylece kanitin

Cokgen — Uggenler
kismini kolaylikla halletmis oluruz.

Ayrica bir tggenden de bir dikdortgen elde
edebiliriz. bir ornek asagida ama bu 6rnegi genel-
lestirmek isten bile degil.

»

Bir ticgen bir dikdortgene donustiiriilebilir

Demek ki bir cokgenden birkag¢ dikdortgen el-

de edebiliriz. Boylelikle kanitin
Uggenler — Dikdértgenler
kismiyla da basa ¢ikmis oluyoruz.

Eger bir dikdortgenden sonlu sayida kare elde
edebilirsek, isimiz is, ciinkii iki kareden bir kare el-
de etmeyi bildigimizden, sonlu sayida kareden de
bir kare elde edebiliriz. Yani kanitin

Kareler — Kare
kismini yazinin basinda kanitladik

Dikdortgeni Karelere Doniistiirme. ABCD,
parcalayip kareler olusturmak istedigimiz herhan-
gi bir dortgen olsun. Gerekirse daha kugiik dik-
dortgenlere bolerek,

AD g 4D
4 2
varsayimini yapabiliriz. Bu esitsizlikleri saglayan
bir dikdortgenden bir kare elde edecegiz.

Alan1 ABCD dikdortgeninin alanina esit olan

oyle bir AXYZ karesi insa edelim ki, XY kenar1

DC kenarini tam ortadan (asagidaki sekilde P nok-
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tasinda) kessin. ABCD dikdortgenini bu kareye
donustiirecegiz.

Y
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N
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M

XY dogrusu AB kenarint M noktasinda kessin.
AD dogrusu da ZY kenarini1 N noktasinda kessin.
AZN tiggeniyle AXM tiggeni aymi ticgenler, biri di-
gerinin 90 derece dondirulmisi. ADPX dortgeni
hem ABCD’de hem de AXYZ’de ortak. Geriye
MBCP dorgenini YNDP dortgenine dontistirmek
kaldi. MBCP dorgeniyle M'B'DP dortgenleri bir-

birine eg, biri digerinin P noktasina gore yansima-
si. Bu yansimayi yaptiktan sonra, M'B'DP dortge-
ninden sekildeki gibi kugtk bir ticgen kesersek ay-
nen YNDP dortgenini elde ederiz. (Sekilde noktal
dogrularla gosterilmis.) Demek ki ABCD dikdort-
genini dort pargaya bolerek bir kare elde edebiliriz.

Boylece alanlari ayni olan herhangi iki ¢cokgen-
den birini dogrularla parcalayip toparlayarak dige-
rine donusturebiliriz. ¢
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Her x, y € R igin,
flx+y) = f(x) + f(y)

ve
f(m) =0
esitliklerini saglayan herhangi bir
f:R->R

fonksiyonu alalim. P herhangi bir ¢cokytizlii olsun.
e bu cokyiizliniin herhangi bir kenari olsun. Bu
kenari var eden yiizler arasindaki agiya 6(e) diye-
lim. e kenarinin uzunlugu da lel olsun. Simdi ¢ok-
yuzliiniin tim e kenarlari i¢in  f(0(e))lel sayilarint
toplayalim. Elde edilen toplam Debn degismezi
olarak bilinir ve D(P) olarak yazilir:
D(P) = Ze, P’nin kenari f(6(e))lel.

D(P) elbette f fonksiyonunun segimine gore degi-
sir ve bu ozellikleri saglayan pek ¢ok f fonksiyonu
vardir. Biz bunlardan birini simdilik sabitleyelim.

Eger P cokyuzlust dizlemlerle kesilip Py, P,,
...y Py, cokyiizliileri elde edilirse, o zaman

D(P) = D(Pq) + D(P;) + -+ + D(P})

esitliginin gecerli oldugunu kanitlamak c¢ok zor
degildir (sadece biraz zordur). Dolayisiyla eger
bir P ¢okytuizliist kesilip bicilerek O ¢okytizliisii-
ne donusiirse, o zaman D(P) = D(Q) olmak zo-
rundadir.

Dehn Teoremi

Simdi dort yuzli ve birim kenarli bir T diiz-
glin piramiti ele alalim. Dizlemler arasindaki aci
da 0 olsun. 8/r sayisinin kesirli olmadig: bilinir.
Dolayisiyla

flx +y) = f(x) + fly)
ve

f(m/2) =0 ve f(0) =1
esitliklerini saglayan bir f : R — R fonksiyonu
vardir. (Boyle bir fonksiyonun varligi Se¢im Aksi-
yomu’yla kolaylikla kanitlanabilir. Ipucu: R’yi Q
lizerine bir vektor uzayi olarak goriin ve n/2 ve 0
sayilarini igeren bir taban secin.) f(/2) = 0 oldu-
gundan,

f(n) = f(n/2) + f(=/2) =0 +0=0

olur. Dehn degismezini bu f ile hesaplayalim.
Boylece D(T) = 6 buluruz. Ote yandan hangi P
dikdortgenler prizmasi alinirsa alinsin, agi /2 ol-
dugundan ve f(n/2) = 0 oldugundan, D(P) = 0
olur. Demek ki T ile P birbirlerine doniistiiriile-
mezler.

1965°te J.-P. Sydney, f, sabit 0 fonksiyonu
degilse, ayn1 Dehn degismezii olan ¢okytuizlilerin
sonlu sayida parcaya kesilip digerine donuistiirt-
lebilecegini kanitlamistir [4].

99



