
O
ldukça basit, hatta biraz fazla basit bir

oyunla bafllayal›m: ‹ki oyuncu bir deste

kâ¤›tla (ya da bir küme taflla) oyuna bafl-

l›yor. Oyuncular s›rayla önlerindeki destelerden bi-

rini ikiye bölüyorlar. Tek kâ¤›tl›k desteler ikiye bö-

lünemezler elbette. Hamle yapamayan, yani önün-

de birer kâ¤›tl›k desteler bulan oyuncu oyunu kay-

beder.

Diyelim oyuncular 6 kâ¤›tl›k bir desteyle oyuna

bafllad›. Birinci oyuncu, ilk hamlesinde desteyi 4+2

diye iki desteye ay›rabilir. S›ra ikinci oyuncuda.

‹kinci oyuncu bu iki desteden birini ikiye ay›racak.

Diyelim, 4 kâ¤›tl›k desteyi 1+3 diye ikiye ay›rd›.

fiimdi birinci oyuncunun önünde 1+3+2 kâ¤›tl›k üç

deste var. ‹lk desteden art›k hamle yap›lamaz (dola-

y›s›yla dilersek bu desteyi oyundan atabiliriz.) Oyun

böylece devam eder. Mesela oyun flöyle devam ede-

bilir.

Birinci Oyuncu: 6 & 4+2

‹kinci Oyuncu: 4+2 & (1+3)+2

Birinci Oyuncu: 1+3+2 & 1+(1+2)+2

‹kinci Oyuncu: 1+1+2+2 & 1+1+(2+1)+1

Birinci Oyuncu: 1+1+2+1+1& 1+1+(1+1)+1+1

‹kinci Oyuncu: 1+1+1+1+1+1& hamle yok!

‹kinci oyuncu yapacak hamle bulamad›¤›ndan

oyunu kaybeder.

‹ki soru akla geliyor: 1) Acaba ikinci oyuncu

daha iyi oynasayd› bu oyunu kazanabilir miydi? 2)

Acaba birinci oyuncu kötü oynasayd› bu oyunu

kaybedebilir miydi?

Her iki sorunun da yan›t› olumsuz: 6 kâ¤›tl›k

desteyle bafllayan bu oyunu oyuncular nas›l oynar-

larsa oynas›nlar hep birinci oyuncu kazan›r, çünkü

oyun hep 5 hamle sürer.

100 kâ¤›tl›k bir desteyle bafllanan bir oyun da

99 hamle sürer, dolay›s›yla -tek say›l› hamleleri bi-

rinci oyuncu yapt›¤›ndan- bu oyunu da birinci

oyuncu kazan›r.

Genel olarak, n kâ¤›tl›k bir desteyle bafllanan

oyun, nas›l oynan›rsa oynans›n hep n ! 1 hamle sü-

rer. Dolay›s›yla n çiftse oyunu birinci oyuncu, tek-

se ikinci oyuncu kazan›r:

Teorem. n kâ¤›tl›k bir desteyle bafllanan oyun,

nas›l oynan›rsa oynans›n tam n ! 1 hamle sürer.

Dolay›s›yla e¤er n çiftse birinci oyuncu, tekse ikin-

ci oyuncu oyunu kazan›r.

Kan›t: Teoremi n üzerine tümevar›mla kan›tla-

yaca¤›z. 

E¤er n = 1 ise, yani destede tek bir kâ¤›t varsa,

o zaman oyunda hiçbir hamle yap›lamaz ve oyun 0

hamle sürer. Bu durumda teorem kan›tlanm›flt›r.

fiimdi n’den az kâ¤›tl›k desteyle bafllanan oyun-

larda teoremin do¤ru oldu¤unu varsay›p, teoremi n

kâ¤›tl›k desteyle bafllanan oyunlar için kan›tlaya-

l›m. Birinci oyuncu ilk hamlesini yaps›n: n kâ¤›tl›k

desteyi ikiye bölsün, diyelim desteyi a ve b kâ¤›tl›k

iki desteye böldü. (Bu, oyunun birinci hamlesiydi.)

Elbette a ve b say›lar› n’den küçüktür. Ayr›ca a + b

= n olur.

fiimdi ikinci oyuncunun önünde biri a kâ¤›tl›k,

di¤eri b kâ¤›tl›k iki oyun var. a < n oldu¤undan, a

kâ¤›tl›k oyun, tümevar›m varsay›m›na göre, a ! 1

hamlede biter. Ayn› nedenden b kâ¤›tl›k oyun b ! 1

hamlede biter. 

Demek ki oyun toplam,

1 + (a ! 1) + (b ! 1) 

hamle sürer. 

1 + (a ! 1) + (b ! 1) = (a + b) ! 1 = n ! 1

eflitli¤inden dolay› teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■

Bu saçmasapan oyunun kurallar›n› de¤ifltire-

rek oyunu ilginçlefltirelim: Bundan böyle bir deste

tam ortadan ikiye bölünemesin, örne¤in 6 kâ¤›tl›k

bir deste 3+3 diye ikiye ayr›lamas›n. Tek say›l› des-

telere bu kural›n bir etkisi olamaz. Gene hamle ya-

pamayan oyuncu oyunu kaybetsin. (Bu yaz›da ele

alaca¤›m›z tüm oyunlarda hamle yapamayan

oyuncu oyunu kaybedecek.)

Önünde sadece 1 ya da 2 kâ¤›tl›k desteler bu-

lan oyuncu oyunu kaybeder elbette.

Bu oyunlar› hangi oyuncu nas›l oynayarak ka-

zan›r? Bu yaz›da bu oyunlar› analiz edece¤iz ve bu-

nu yaparken oyunlar kuram›n›n birkaç önemli

kavram›n› ve ilkesini keflfedece¤iz.
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Bir Deste Kâ¤›d› ‹kiye Bölme Oyunu
Oya Böler

Oyunlar Kuram› / Oyun



1 ve 2 kâ¤›tl›k destelerle oynanan oyunlar› bi-

rinci oyuncu kaybeder, yani ikinci oyuncu kazan›r.

3 kâ¤›tl›k bir desteyle oynanan oyunlar›n› bi-

rinci oyuncu ilk (ve tek) hamlesinden sonra kazan›r.

4 kâ¤›tl›k bir desteyle oynanan bir oyunu ikin-

ci oyuncu kazan›r, çünkü ilk hamlesinde birinci

oyuncu oyunu (mecburen) 1+3 oyununa dönüfltü-

rür; ikinci oyuncu da oyunu 1+1+2 ya da 1+2+1

oyununa dönüfltürmek zorundad›r ve böylece oyu-

nu kazan›r.

Basit ‹lke: Her oyun her hamleden sonra bir

baflka oyuna dönüflür.

Yukardaki oyunlar pek zevkli de¤ildi çünkü

oyuncular›n yapabilecekleri tek bir hamle vard›.

Oysa 5 kâ¤›tl›k desteyle oynanan oyunda birinci

oyuncunun iki farkl› hamlesi vard›r: Oyunu 3+2 ya

da 4+1 oyununa dönüfltürebilir. 

1 ve 2 kâ¤›tl›k destelerle oynanamayaca¤›ndan,

1 ya da 2 kâ¤›tl›k desteleri kale almayabiliriz. Ör-

ne¤in 5+4+2+2+1 oyunuyla 5+4 oyunu (ve 4+5

oyunu) asl›nda ayn› oyunlar, ayn› olmasa da eflde-

¤er ya da birbirine denk oyunlar. Bundan böyle 1

ve 2 kâ¤›tl›k desteleri göstermeyece¤iz.

Ne diyorduk? Birinci oyuncu 5 oyununu 4 ya

da 3 oyununa dönüfltürebilir. 3 oyununa dönüfltü-

rürse kaybedece¤i belli. Öte yandan 4 oyununa dö-

nüfltürürse kazanacakt›r. Demek ki 5 oyununu bi-

rinci oyuncu iyi oynayarak (oyunu 4 oyununa dö-

nüfltürerek) kazan›r.

Tan›m: Birinci oyuncunun kazanan stratejisi

oldu¤u oyunlara A, ikinci oyuncunun kazanan

stratejisi oldu¤u oyunlara B oyunlar› diyelim.

Yukardaki basit analizlerle 1, 2 ve 4 oyunlar›-

n›n B, 3 ve 5 oyunlar›n›n ise A oyunlar› olduklar›-

n› gördük. Bulduklar›m›z› özetleyelim:

1 a B,

2 a B,

3 a A,

4 a B,

5 a A.

5 oyununu birinci oyuncunun nas›l kazand›¤›-

n› an›msayal›m: Oyunu 4 oyununa dönüfltürürse

kazan›yor. Bunu çok daha basit biçimde flöyle gö-

rebiliriz: 4 oyunu bir B oyunu oldu¤undan ve ikin-

ci oyuncu 4 oyununun birinci oyuncusu olaca¤›n-

dan, ikinci oyuncu önüne sunulan bu 4 oyununu

kaybedecektir, yani 5 oyununu 4 oyununa dönüfl-

türerek birinci oyuncu kazanacakt›r.

Ayn› nedenden, 6 oyununu da birinci oyuncu

(bir B oyunu olan) 4 oyununa dönüfltürerek kaza-

n›r. Demek ki 6 oyunu da bir A oyunudur.

Teorem 1. Tek bir hamlede bir B oyununa dö-

nüfltürülen oyunlar A oyunlar›d›r. Hangi hamle ya-

p›l›rsa yap›ls›n hep A oyununa dönüflen oyunlar ise

B oyunlar›d›r.

Kan›t: E¤er birinci oyuncu bir oyunu tek bir

hamleyle bir B oyununa dönüfltürebiliyorsa (bkz.

afla¤›daki flekil), o zaman birinci oyuncu bu hamle-

yi yaps›n; karfl› tarafa bir B oyunu kalacakt›r ve

karfl› taraf bu oyunun birinci oyuncusu olaca¤›n-

dan oyunu kaybedecektir. 

Öte yandan, e¤er birinci oyuncu hangi hamle-

yi yaparsa yaps›n oyun hep bir A oyununa dönü-

flüyorsa, o zaman karfl› taraf oyunu kazanacakt›r,

çünkü ne de olsa birinci oyuncu karfl› tarafa, birin-

ci oyuncunun kazanan stratejisinin oldu¤u bir

oyun b›rakacakt›r ve karfl› taraf bu oyunun birinci

oyuncusu oldu¤undan oyunu kazanacakt›r. ■

Yukardaki olgudan, her oyunun ya bir A oyunu

ya da bir B oyunu oldu¤u kolayl›kla (oyunun sürebi-

lece¤i azami hamle say›s› üzerine tümevar›mla) ç›kar.
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A AAA A

... ...

A A... ...

Bir oyunun ilk hamleden sonra yol açt›¤›
oyunlardan her biri bir A oyunuysa, o oyun
bir B oyunudur. Birinci oyuncu ne yaparsa
yaps›n, ikinci oyuncu (do¤ru hamleleri
oynayarak) oyunu kazan›r.

A ABA A

... ...

A A... ...

Bir oyunun ilk hamleden sonra yol açt›¤›
oyunlardan en az biri B oyunuysa, o oyun
bir A oyunudur. Oyunu kazanmak için
oyunu B oyununa dönüfltüren hamleyi
(ya da hamlelerden birini) yapmak gerekir.

A oyunu B oyunu



6 oyununun bir A oyunu oldu¤unu gördük.

Bakal›m 7 oyunu nas›l bir oyun. 

7 oyununa bafllayan birinci oyuncu, oyunu flu

oyunlardan birine dönüfltürebilir:

6, 5, 4+3.

Bunlardan ilk ikisi bir A oyunu oldu¤undan, birin-

ci oyuncunun bu oyunlara yol açan hamleleri yap-

mas› ancak kamikaze olarak nitelendirilebilir, çün-

kü ikinci oyuncu bu oyunlar›n birinci oyuncusu

olacak ve iyi oynarsa oyunu kazanacakt›r. Demek

ki, birinci oyuncu ancak 4+3 oyununa yol açan

hamleyi yaparsa kazanabilir.

Bakal›m 4+3 oyunu B oyunu mu? E¤er öyley-

se birinci oyuncu bu hamleyi yaparak 7 oyununu

kazan›r; aksi takdirde hangi hamleyi yaparsa yap-

s›n oyunu kaybedecektir.

4+3 oyunu o kadar uzun süren bir oyun olma-

d›¤›ndan, analizi pek güç de¤ildir. Ama biz bu oyu-

nu bambaflka, çok daha verimli bir yöntemle ana-

liz edece¤iz.

4+3 oyunu, 4 oyunuyla 3 oyununun “topla-

m›”d›r. ‹ki oyun, birbirinden ba¤›ms›z olarak ayn›

anda oynan›yorsa, yani oyuncular›n her biri iki

oyundan birini seçip o oyunda hamlesini yap›yorsa,

o zaman bu oyuna o 
�������������	
�ad› verilir.

Tabii iki yerine daha çok oyunu da toplayabiliriz.

Teorem 2. Bir A oyunuyla bir B oyununun top-

lam› bir A oyunudur. ‹ki B oyununun toplam› ise ge-

ne bir B oyunudur.

Kan›t: Bir A oyunuyla bir

B oyununun toplam›na AB

oyunu diyelim. ‹ki B oyunu-

nun toplam›na da BB oyunu

diyelim. BB oyunu, bafllaya-

n›n kaybedece¤i iki oyunun

yanyana gelmesiyle olufluyor.

(Her zamanki gibi yapacak

hamle bulamayan oyunu kay-

bediyor.)

Diyelim biz birinci oyun-

cuyuz ve önümüze bir AB oyu-

nu geldi. A oyununu B oyunu-

na dönüfltüren hamleyi yap›p karfl› tarafa BB oyu-

nu b›rakal›m. Karfl› taraf, hangi oyunda hamlesini

yaparsa yaps›n, Teorem 1’e göre, hamle yapt›¤›

oyunu mecburen bir A oyununa dönüfltürecek ve

bize toplamda gene bir AB oyunu (ya da BA oyu-

nu, ayn› fley) sunacakt›r. Biz ayn› stratejiyi devam

edip (yani A oyununu B oyununa dönüfltürüp) kar-

fl› tarafa gene bir BB oyunu b›rakal›m. Bu yöntem-

le oynarsak, karfl› tarafa her birinde kaybedece¤i iki

oyun b›rak›r›z ve karfl› taraf önce oyunlardan biri-

ni, sonra di¤erini kaybeder.

Umar›m fark›na varm›fls›n›zd›r: Yukarda an-

lat›lanlardan BB oyunlar›n›n B oyunlar› olduklar›

ç›kar. ■

Bu teoremi,

A + B = A,

B + A = A,

B + B = B

eflitlikleriyle de ifade edebiliriz. (B oyunlar› bir an-

lamda, oyunlar› toplaman›n etkisiz eleman›d›r.) Ta-

bii toplanan oyun say›s›n› ço¤altabiliriz: ‹çinde tek

bir tane A oyunu olan oyunlar›n toplam› A oyunla-

r›d›r ve her biri B oyunu olan oyunlar›n toplam› ge-

ne bir B oyunudur.

Bu arada,

A + A

toplam›n›n ne oldu¤unun bilinemeyece¤ini söyle-

yelim, toplanan oyunlara göre A + A oyunu A

oyunu da olabilir B oyunu da. Örne¤in 3+3 oyunu

B oyunudur, dolay›s›yla 3+5 oyunu A oyunudur,

ama hem 3 hem de 5 oyunu A oyunudur.

Oyunlar› zevkli k›lan AA oyunlar›n›n de¤erle-

rinin sabit olmamas›d›r.

Böylece 4+3 oyununun A oyunu oldu¤u anla-

fl›l›r, çünkü 4 bir B oyunu, 3 ise bir A oyunu. 

Dolay›s›yla 7 oyunu bir B oyunudur (çünkü yol

açt›¤› 6, 5 ve 4+3 oyunlar›n›n üçü de A oyunudur.)

Bundan, 8 ve 9 oyunlar›n›n A oyunlar› oldukla-

r› anlafl›l›r, çünkü bu oyunlar tek bir hamlede bir 7

oyununa dönüflebilir ve 7 oyunu bir B oyunudur.

Bir kez daha bildiklerimizin listesini ç›karal›m:

1 a B, 5 a A,

2 a B, 6 a A,

3 a A, 7 a B,

4 a B, 8 a A,

9 a A.

Ya 10 oyunu nas›l bir oyundur? 10 oyunu ilk

hamlede flu oyunlardan birine dönüflür:

85

Matematik Dünyas›, 2010-II

2

B oyunu B oyunu

1

A oyunu B oyunu

2

B oyunu B oyunu

1

A oyunu B oyunu

B oyunu B oyunu

1

B oyunu A oyunu

6 oyunu
A

7 oyunu

5 oyunu
A

4-3 oyunu
?



10 Oyununun Analizi

9 a A,

8 a A,

7+3 a B+A = A,

6+4 a A+B = A,

10 oyununun yol açt›¤› dört oyun da A oyunu ol-

du¤undan 10 oyunu bir B oyunudur. 

Demek ki 11 ve 12 oyunlar› A oyunlar›d›r çün-

kü bir hamlede bir B oyunu olan 10 oyununa dö-

nüflebilirler.

S›ra geldi 13 oyununun analizine. 13 oyunu ilk

hamlede afla¤›daki oyunlardan birine dönüflür:

13 Oyununun Analizi

12 a A,

11 a A,

10+3 a B+A = A,

9+4 a A+B = A,

8+5 a A+A = ?,

7+6 a B+A = A.

Demek ki 13 oyununun analizini bitirmek için

8+5 oyununu analiz etmemiz gerekiyor. 8+5 oyu-

nu afla¤›daki oyunlardan birine dönüflür:

8+5 Oyununun Analizi

7+5 a B+A = A,

6+5 a A+A = ?,

3+5+5 a A+A+A = A,

8+4 a A+B = A,

8+3 a A+A = ?.

Demek ki 8+5 oyununu analiz etmek için 6+5

ve 8+3 oyunlar›n› analiz etmemiz gerekiyor. 

6+5 oyununu analiz etmek oldukça kolay,

çünkü 6+5 oyunu tek bir hamlede 5+5 oyununa

dönüflür ve 5+5 simetrik bir oyundur, yani ayn›

oyunun kendisiyle toplam›d›r ve bu tür oyunlar

her zaman B oyunlar›d›r. Analize devam etmeden

önce bunu kan›tlayal›m.

Teorem 4. X bir oyun olsun. X + X oyunu bir

B oyunudur.

Kan›t: Hamle yapamayan›n kaybetti¤ini unut-

mayal›m. Siz birinci oyuncu olun (kaybedeceksi-

niz!) ben de ikinci oyuncu. ‹ki oyundan birinde bir

hamle yap›p o oyunu diyelim bir Y oyununa çevir-

diniz. Diyelim birinci oyundan bir hamle yap›p bu

oyunu Y oyununa çevirdiniz ve bana Y + X oyunu

sundunuz. Ben de sizin yapt›¤›n›z hamlenin ayn›s›-

n› di¤er oyunda yap›p X oyununu Y oyununa çevi-

rip size Y + Y oyununu sunaca¤›m. S›ra sizde. Diye-

lim birinci oyundan bir hamle yap›p bana Z + Y

oyunu sundunuz. Ben di¤er oyunda ayn› hamleyi

yap›p size Z + Z oyunu sunaca¤›m. Bu böylece de-

vam edecek. Ben size hep simetrik oyun sunma im-

kân›na sahip olaca¤›m ve öyle de yapaca¤›m. Siz

hamle yapabildikçe ben de ayn› hamleyi di¤er oyun-

da yapaca¤›m. Dolay›s›yla siz kaybetmedikçe ben de

kaybetmeyece¤im, yani oyunu kazanaca¤›m. ■

Demek ki 5+5 oyunu bir B oyunu, dolay›s›yla

6+5 oyunu bir A oyunu. (8+5 oyununun analizin-

de 6+5 oyununun yan›na bir A koyun.)

fiimdi 8+3 oyununu analiz edelim. 8+3 oyunu

afla¤›daki oyunlardan birine dönüflür.

8+3 Oyununun Analizi

7+3 a B+A = A,

6+3 a A+A = ?,

3+5+3 = 5+(3+3) a A+B = A,

8 a A+B = A.

Demek ki 6+3 oyununu analiz etmemiz gereki-

yor. 8+3 oyununda birinci oyuncunun tek umudu

bu oyunun bir B oyunu olmas›. 6+3 oyunu afla¤›-

daki oyunlardan birine dönüflür:

6+3 Oyununun Analizi

5+3 a A+A = ?,

4+3 a B+A = A,

5 a A.

Ama 5+3 oyunu 3+3 oyununa dönüfltü¤ünden

ve bu oyun simetrik bir oyun oldu¤undan, 5+3

oyunu bir A oyunudur, birinci oyuncu 5+3 oyunu-

nu 3+3 oyununa dönüfltürerek oyunu kazan›r.

Demek ki 6+3 oyunu sadece A oyunlar›na dö-

nüflüyor. Demek ki 6+3 oyunu bir B oyunu. 

Bundan 8+3 oyununun A oyunu oldu¤u ç›kar:

Birinci oyuncu oyunu 6+3 oyununa dönüfltürür.

Bundan 8+5 oyununun B oyunu oldu¤u ç›kar:

Birinci oyuncu hangi hamleyi yaparsa yaps›n, oyu-

nu bir A oyununa dönüfltürmek zorundad›r.

Bundan 13 oyununun A oyunu oldu¤u ç›kar.

Bulduklar›m›z›n son bir listesini yapal›m:

1 a B, 5 a A, 9 a A,

2 a B, 6 a A, 10 a B,

3 a A, 7 a B, 11 a A,

4 a B, 8 a A, 12 a A,

13 a A.

14 oyununun analizini okura b›rak›yoruz.

Genel olarak, hangi n do¤al say›lar› için n

oyunlar›n›n A oyunlar› oldu¤unu bilmiyorum. Öte

yandan, verilen her n do¤al say›s› için, yukardaki

gibi bir analizle, n oyunlar›n›n analizi yap›labilir. ♥
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