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Bir Deste Kagidi ikiye Bélme Oyunu

lduk¢a basit, hatta biraz fazla basit bir
oyunla baslayalim: Iki oyuncu bir deste

O

liyor. Oyuncular sirayla onlerindeki destelerden bi-

kagitla (ya da bir kiime tagla) oyuna bas-

rini ikiye boluyorlar. Tek kagitlik desteler ikiye bo-
linemezler elbette. Hamle yapamayan, yani oniin-
de birer kagitlik desteler bulan oyuncu oyunu kay-
beder.

Diyelim oyuncular 6 kagitlik bir desteyle oyuna
basladi. Birinci oyuncu, ilk hamlesinde desteyi 4+2
diye iki desteye ayirabilir. Sira ikinci oyuncuda.
Ikinci oyuncu bu iki desteden birini ikiye ayiracak.
Diyelim, 4 kagithik desteyi 1+3 diye ikiye ayird.
Simdi birinci oyuncunun ontinde 1+3+2 kagithik ti¢
deste var. Ilk desteden artik hamle yapilamaz (dola-
yisiyla dilersek bu desteyi oyundan atabiliriz.) Oyun
boylece devam eder. Mesela oyun soyle devam ede-
bilir.

Birinci Oyuncu: 6 — 4+2

Ikinci Oyuncu: 4+2 — (1+3)+2

Birinci Oyuncu: 1+3+42 — 1+(1+2)+2

Ikinci Oyuncu: 1+1+2+2 — 1+1+(2+1)+1

Birinci Oyuncu: 1+1+42+1+1—> 1+1+(1+1)+1+1

Ikinci Oyuncu: 1+1+1+1+1+1— hamle yok!
Ikinci oyuncu yapacak hamle bulamadigindan
oyunu kaybeder.

Iki soru akla geliyor: 1) Acaba ikinci oyuncu
daha iyi oynasaydi bu oyunu kazanabilir miydi? 2)
Acaba birinci oyuncu kot oynasaydi bu oyunu
kaybedebilir miydi?

Her iki sorunun da yaniti olumsuz: 6 kagithik
desteyle baslayan bu oyunu oyuncular nasil oynar-
larsa oynasinlar hep birinci oyuncu kazanir, ¢iinki
oyun hep 5 hamle surer.

100 kagitlik bir desteyle baslanan bir oyun da
99 hamle suirer, dolayisiyla -tek sayili hamleleri bi-
rinci oyuncu yaptigindan- bu oyunu da birinci
oyuncu kazanir.

Genel olarak, n kagitlik bir desteyle baslanan
oyun, nasil oynanirsa oynansin hep 7 — 1 hamle su-
rer. Dolayisiyla # ¢iftse oyunu birinci oyuncu, tek-
se ikinci oyuncu kazanir:
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Oya Boler

Teorem. n kagitlik bir desteyle baslanan oyun,
nasil oynanirsa oynansm tam n — 1 hamle siirer.
Dolayisiyla eger n ciftse birinci oyuncu, tekse ikin-
ci oyuncu oyunu kazanr.

Kanit: Teoremi 7 tizerine tiimevarimla kanitla-
yacagiz.

Eger n = 1 ise, yani destede tek bir kgt varsa,
o zaman oyunda hicbir hamle yapilamaz ve oyun 0
hamle siirer. Bu durumda teorem kanitlanmugtir.

Simdi 7’den az kagithk desteyle baslanan oyun-
larda teoremin dogru oldugunu varsayip, teoremi 7
kagitlhik desteyle baslanan oyunlar i¢in kanitlaya-
lim. Birinci oyuncu ilk hamlesini yapsin: # kagitlik
desteyi ikiye bolstin, diyelim desteyi a ve b kagithk
iki desteye boldii. (Bu, oyunun birinci hamlesiydi.)
Elbette a ve b sayilar1 n’den kiigiiktiir. Ayrica a + b
= n olur.

Simdi ikinci oyuncunun oniinde biri a kagitlik,
digeri b kagitlik iki oyun var. a < n oldugundan, a
kagithik oyun, timevarim varsayimina gore, a — 1
hamlede biter. Ayni nedenden b kagitlik oyun b — 1
hamlede biter.

Demek ki oyun toplam,

l+(a@a-1)+({b-1)
hamle stirer.
l+(a-1)+b-1)=(a+b)-1=n-1
esitliginden dolay1 teoremimiz kamitlanmigtir. [

Bu sacmasapan oyunun kurallarini degistire-
rek oyunu ilginglestirelim: Bundan boyle bir deste
tam ortadan ikiye boliinemesin, 6rnegin 6 kagithik
bir deste 3+3 diye ikiye ayrilamasin. Tek sayili des-
telere bu kuralin bir etkisi olamaz. Gene hamle ya-
pamayan oyuncu oyunu kaybetsin. (Bu yazida ele
alacagimiz tim oyunlarda hamle yapamayan
oyuncu oyunu kaybedecek.)

Oniinde sadece 1 ya da 2 kagithk desteler bu-
lan oyuncu oyunu kaybeder elbette.

Bu oyunlar1 hangi oyuncu nasil oynayarak ka-
zanir? Bu yazida bu oyunlar: analiz edecegiz ve bu-
nu yaparken oyunlar kuramimin birkag 6nemli
kavramini ve ilkesini kesfedecegiz.
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1 ve 2 kagithk destelerle oynanan oyunlari bi-
rinci oyuncu kaybeder, yani ikinci oyuncu kazanir.

3 kagithk bir desteyle oynanan oyunlarini bi-
rinci oyuncu ilk (ve tek) hamlesinden sonra kazanur.

4 kagitlik bir desteyle oynanan bir oyunu ikin-
ci oyuncu kazanir, ciinkt ilk hamlesinde birinci
oyuncu oyunu (mecburen) 1+3 oyununa doniisti-
riir; ikinei oyuncu da oyunu 1+1+2 ya da 1+2+1
oyununa donustirmek zorundadir ve boylece oyu-
nu kazanur.

Basit Ilke: Her oyun her hamleden sonra bir
baska oyuna doniisiir.

Yukardaki oyunlar pek zevkli degildi ¢unki
oyuncularin yapabilecekleri tek bir hamle vardi.
Oysa 5 kagitlik desteyle oynanan oyunda birinci
oyuncunun iki farklt hamlesi vardir: Oyunu 3+2 ya
da 4+1 oyununa dontstiirebilir.

1 ve 2 kagithk destelerle oynanamayacagindan,
1 ya da 2 kagithk desteleri kale almayabiliriz. Or-
negin 5+4+2+2+1 oyunuyla 5+4 oyunu (ve 4+5
oyunu) aslinda ayni oyunlar, ayni olmasa da egde-
ger ya da birbirine denk oyunlar. Bundan boyle 1
ve 2 kagithk desteleri gostermeyecegiz.

Ne diyorduk? Birinci oyuncu 5 oyununu 4 ya
da 3 oyununa donistiirebilir. 3 oyununa dontisti-
riirse kaybedecegi belli. Ote yandan 4 oyununa do-
nusturirse kazanacaktir. Demek ki 5§ oyununu bi-
rinci oyuncu iyi oynayarak (oyunu 4 oyununa do-
nusturerek) kazanir.

Tanim: Birinci oyuncunun kazanan stratejisi
oldugu oyunlara A, ikinci oyuncunun kazanan
stratejisi oldugu oyunlara B oyunlar: diyelim.

Yukardaki basit analizlerle 1, 2 ve 4 oyunlari-
nin B, 3 ve 5 oyunlarinin ise A oyunlari olduklari-
n1 gordik. Bulduklarimizi 6zetleyelim:

1 B,
2+ B,
3 A,
4+ B,
5 A
5 oyununu birinci oyuncunun nasil kazandigi-
n1 animsayalim: Oyunu 4 oyununa dontstiirirse
kazaniyor. Bunu ¢ok daha basit bi¢cimde soyle go-
rebiliriz: 4 oyunu bir B oyunu oldugundan ve ikin-
ci oyuncu 4 oyununun birinci oyuncusu olacagin-
dan, ikinci oyuncu Oniine sunulan bu 4 oyununu
kaybedecektir, yani 5 oyununu 4 oyununa doénts-
turerek birinci oyuncu kazanacaktir.
Ayni nedenden, 6 oyununu da birinci oyuncu
(bir B oyunu olan) 4 oyununa donustiirerek kaza-
nir. Demek ki 6 oyunu da bir A oyunudur.

Teorem 1. Tek bir hamlede bir B oyununa do-
niistiiriilen oyunlar A oyunlaridir. Hangi hamle ya-
pilirsa yapilsin bep A oyununa doniisen oyunlar ise
B oyunlaridir.

Kanit: Eger birinci oyuncu bir oyunu tek bir
hamleyle bir B oyununa doniistiirebiliyorsa (bkz.
asagidaki sekil), o zaman birinci oyuncu bu hamle-
yi yapsin; karg1 tarafa bir B oyunu kalacaktir ve
kargi taraf bu oyunun birinci oyuncusu olacagin-
dan oyunu kaybedecektir.

Ote yandan, eger birinci oyuncu hangi hamle-
yi yaparsa yapsin oyun hep bir A oyununa donu-
siyorsa, o zaman karsi taraf oyunu kazanacaktir,
¢linkii ne de olsa birinci oyuncu karsi tarafa, birin-
ci oyuncunun kazanan stratejisinin oldugu bir
oyun birakacaktir ve karsi taraf bu oyunun birinci
oyuncusu oldugundan oyunu kazanacaktir. O

Yukardaki olgudan, her oyunun ya bir A oyunu
ya da bir B oyunu oldugu kolaylikla (oyunun siirebi-
lecegi azami hamle saysi tizerine tiimevarimla) ¢ikar.

A oyunu

A A

Bir oyunun ilk hamleden sonra yol actig1
oyunlardan en az biri B oyunuysa, o oyun
bir A oyunudur. Oyunu kazanmak icin
oyunu B oyununa doniistiiren hamleyi

(ya da hamlelerden birini) yapmak gerekir.

ABA .. A A

B oyunu

A A AAA .. A A

Bir oyunun ilk hamleden sonra yol actig1
oyunlardan her biri bir A oyunuysa, o oyun
bir B oyunudur. Birinci oyuncu ne yaparsa
yapsin, ikinci oyuncu (dogru hamleleri
oynayarak) oyunu kazanir.
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6 oyununun bir A oyunu oldugunu gordiik.
Bakalim 7 oyunu nasil bir oyun.

7 oyununa baglayan birinci oyuncu, oyunu su
oyunlardan birine doniistiirebilir:

6, 5, 4+3.

Bunlardan ilk ikisi bir A oyunu oldugundan, birin-
¢i oyuncunun bu oyunlara yol agan hamleleri yap-
masi ancak kamikaze olarak nitelendirilebilir, ¢iin-

7 oyunu
6 oyunu S oyunu  4-3 oyunu
A A ?

ki ikinci oyuncu bu oyunlarin birinci oyuncusu
olacak ve iyi oynarsa oyunu kazanacaktir. Demek
ki, birinci oyuncu ancak 4+3 oyununa yol agan
hamleyi yaparsa kazanabilir.

Bakalim 4+3 oyunu B oyunu mu? Eger oyley-
se birinci oyuncu bu hamleyi yaparak 7 oyununu
kazanir; aksi takdirde hangi hamleyi yaparsa yap-
sin oyunu kaybedecektir.

4+3 oyunu o kadar uzun siren bir oyun olma-
digindan, analizi pek gii¢ degildir. Ama biz bu oyu-
nu bambaska, ¢cok daha verimli bir yontemle ana-
liz edecegiz.

4+3 oyunu, 4 oyunuyla 3 oyununun “topla-
mi1”dir. Tki oyun, birbirinden bagimsiz olarak ayni
anda oynaniyorsa, yani oyuncularin her biri iki
oyundan birini se¢ip o oyunda hamlesini yapiyorsa,
o zaman bu oyuna o ki oyunun toplann adi verilir.
Tabii iki yerine daha ¢ok oyunu da toplayabiliriz.

Teorem 2. Bir A oyunuyla bir B oyununun top-
lami bir A oyunudur. Iki B oyununun toplami ise ge-

ne bir B oyunudur. | A oyumn ” B oyanu |

1

Kanit: Bir A oyunuyla bir
B oyununun toplamina AB

oyunu diyelim. Iki B oyunu- |B oyunu || B oyunu |

nun toplamma da BB oyunu 2

diyelim. BB oyunu, baslaya- | A oyunu || B Oyunu|

nin kaybedecegi iki oyunun 1

yanyana gelmesiyle olusuyor. Y
| B oyunu || B oyunu |

2

(Her zamanki gibi yapacak

hamle bulamayan oyunu kay-

bediyor.) | B oyunu || A (;yunu |

1
cuyuz ve ontimiize bir AB oyu- v
| B oyunu || B oyunu |

Diyelim biz birinci oyun-

nu geldi. A oyununu B oyunu-
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na dontstiiren hamleyi yapip kargi tarafa BB oyu-
nu birakalim. Kars: taraf, hangi oyunda hamlesini
yaparsa yapsin, Teorem 1’e gore, hamle yaptigi
oyunu mecburen bir A oyununa doniistirecek ve
bize toplamda gene bir AB oyunu (ya da BA oyu-
nu, ayni gey) sunacaktir. Biz ayni stratejiyi devam
edip (yani A oyununu B oyununa donustuirip) kar-
s1 tarafa gene bir BB oyunu birakalim. Bu yontem-
le oynarsak, karsi tarafa her birinde kaybedecegi iki
oyun birakiriz ve kargi taraf 6nce oyunlardan biri-
ni, sonra digerini kaybeder.

Umarim farkina varmigsinizdir: Yukarda an-
latilanlardan BB oyunlarinin B oyunlar1 olduklar:
cikar. O

Bu teoremi,

A+B=A,
B+A=A,
B+B=B

esitlikleriyle de ifade edebiliriz. (B oyunlar1 bir an-
lamda, oyunlari toplamanin etkisiz elemanidir.) Ta-
bii toplanan oyun sayisin1 ¢ogaltabiliriz: I¢inde tek
bir tane A oyunu olan oyunlarin toplami A oyunla-
ridir ve her biri B oyunu olan oyunlarin toplami ge-
ne bir B oyunudur.

Bu arada,

A+ A

toplaminin ne oldugunun bilinemeyecegini soyle-
yelim, toplanan oyunlara gore A + A oyunu A
oyunu da olabilir B oyunu da. Ornegin 3+3 oyunu
B oyunudur, dolayisiyla 3+5 oyunu A oyunudur,
ama hem 3 hem de 5 oyunu A oyunudur.

Opyunlari zevkli kilan AA oyunlarinin degerle-
rinin sabit olmamasidir.

Boylece 4+3 oyununun A oyunu oldugu anla-
silir, ¢tinkii 4 bir B oyunu, 3 ise bir A oyunu.

Dolayisiyla 7 oyunu bir B oyunudur (¢tinki yol
actifi 6, 5 ve 4+3 oyunlarinin ti¢ii de A oyunudur.)

Bundan, 8 ve 9 oyunlarinin A oyunlari oldukla-
r1 anlagilir, ¢tinkii bu oyunlar tek bir hamlede bir 7
oyununa dontisebilir ve 7 oyunu bir B oyunudur.

Bir kez daha bildiklerimizin listesini ¢ikaralim:

1+ B, SHA,
2+ B, 6 A,
3 A, 7+ B,
4+ B, 8§ A,

9 A.

Ya 10 oyunu nasil bir oyundur? 10 oyunu ilk
hamlede su oyunlardan birine doniigtr:
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10 Oyununun Analizi

9 A,

8§ > A,
7+3 > B+A = A,
6+4 > A+B = A,

10 oyununun yol ag¢tigi dort oyun da A oyunu ol-
dugundan 10 oyunu bir B oyunudur.

Demek ki 11 ve 12 oyunlari A oyunlaridir ¢tin-
kit bir hamlede bir B oyunu olan 10 oyununa do-
nugebilirler.

Sira geldi 13 oyununun analizine. 13 oyunu ilk
hamlede asagidaki oyunlardan birine donigtir:

13 Oyununun Analizi

12 > A,
11 > A,

1043 > B+A = A,
9+4 > A+B = A,
8+5 > A+A =2,
7+6 — B+A = A.

Demek ki 13 oyununun analizini bitirmek i¢in
8+5 oyununu analiz etmemiz gerekiyor. 8+5 oyu-
nu asagidaki oyunlardan birine donusiir:

8+5 Oyununun Analizi

7+5 > B+A = A,
6+5 > A+A =2,
3+5+5 > A+A+A = A,
8+4 > A+B = A,
8+3 > A+A = 2.

Demek ki 8+5 oyununu analiz etmek igin 6+5
ve 8+3 oyunlarini analiz etmemiz gerekiyor.

6+5 oyununu analiz etmek olduk¢a kolay,
ciinkii 6+5 oyunu tek bir hamlede 5+5 oyununa
donusiir ve 5+5 simetrik bir oyundur, yani ayni
oyunun kendisiyle toplamidir ve bu tir oyunlar
her zaman B oyunlaridir. Analize devam etmeden
once bunu kanitlayalim.

Teorem 4. X bir oyun olsun. X + X oyunu bir
B oyunudur.

Kanit: Hamle yapamayanin kaybettigini unut-
mayalim. Siz birinci oyuncu olun (kaybedeceksi-
niz!) ben de ikinci oyuncu. ki oyundan birinde bir
hamle yapip o oyunu diyelim bir Y oyununa cevir-
diniz. Diyelim birinci oyundan bir hamle yapip bu
oyunu Y oyununa ¢evirdiniz ve bana Y + X oyunu
sundunuz. Ben de sizin yaptiginiz hamlenin aynisi-
n1 diger oyunda yapip X oyununu Y oyununa cevi-
rip size Y + Y oyununu sunacagim. Sira sizde. Diye-
lim birinci oyundan bir hamle yapip bana Z + Y

oyunu sundunuz. Ben diger oyunda ayni hamleyi
yapip size Z + Z oyunu sunacagim. Bu boylece de-
vam edecek. Ben size hep simetrik oyun sunma im-
kanina sahip olacagim ve oyle de yapacagim. Siz
hamle yapabildikge ben de ayn1 hamleyi diger oyun-
da yapacagim. Dolaysiyla siz kaybetmedikge ben de
kaybetmeyecegim, yani oyunu kazanacagim. O

Demek ki 5+5 oyunu bir B oyunu, dolayisiyla
6+5 oyunu bir A oyunu. (8+5 oyununun analizin-
de 6+5 oyununun yanina bir A koyun.)

Simdi 8+3 oyununu analiz edelim. 8+3 oyunu
asagidaki oyunlardan birine donustir.

8+3 Oyununun Analizi
7+3 > B+A = A,

6+3 > A+A =2,
3+5+3 = 5+(3+3) > A+B = A,
8 —» A+B = A.

Demek ki 6+3 oyununu analiz etmemiz gereki-
yor. 8+3 oyununda birinci oyuncunun tek umudu
bu oyunun bir B oyunu olmasi. 6+3 oyunu asagi-
daki oyunlardan birine dontsiir:

6+3 Oyununun Analizi

S+3 > A+A =2,
443 — B+A = A,
S B A.

Ama 5+3 oyunu 3+3 oyununa dontstugtinden
ve bu oyun simetrik bir oyun oldugundan, 5+3
oyunu bir A oyunudur, birinci oyuncu 5+3 oyunu-
nu 3+3 oyununa donustirerek oyunu kazanir.

Demek ki 6+3 oyunu sadece A oyunlarina do-
niigiiyor. Demek ki 6+3 oyunu bir B oyunu.

Bundan 8+3 oyununun A oyunu oldugu ¢ikar:
Birinci oyuncu oyunu 6+3 oyununa donusturiir.

Bundan 8+5 oyununun B oyunu oldugu cikar:
Birinci oyuncu hangi hamleyi yaparsa yapsin, oyu-
nu bir A oyununa dontisturmek zorundadir.

Bundan 13 oyununun A oyunu oldugu ¢ikar.

Bulduklarimizin son bir listesini yapalim:

1 B, S A 9 A,
2+ B, 6 A, 10 > B,
3P A, 7+ B, 11 A,
4+ B, 8 A, 12 A,

13 - A.

14 oyununun analizini okura birakiyoruz.

Genel olarak, hangi # dogal sayilari igin 7
oyunlarinin A oyunlari oldugunu bilmiyorum. Ote
yandan, verilen her # dogal sayisi i¢in, yukardaki
gibi bir analizle, 7z oyunlarinin analizi yapilabilir. ¥



