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Kiimeler Kurami / Oyun

Bir Oyun, Secim Aksiyomu ve

Sasirtici

Once kolay oyundan baslayalim. Asil oyun ve
sagirtict sonug sonra gelecek.

Padisah 100 kisiyi idama mahk{m etmis. Ama
o kadar da insafsiz degilmis; mahk(mlara son bir
sans daha vermek istemis.

— Yarin, sabahin koriinde hepinizi siraya dize-
cegim, demis. Hepinizin kafasina siyah ya da beyaz
bir sapka giydirecegim. Herkes ontindekilerinin
sapkasini gorecek ama arkasindakilerinin sapkasi-
n1 goremeyecek. Kimse kendi sapkasini da goreme-
yecek elbette. En arkadan, yani herkesi gorenden
baglayarak herkese teker teker sapkasinin rengini
soracagim. Dogru tahmin ederse afedecegim, yan-
lis tahmin ederse idam edecegim. Herkes arkasin-
dakilerin tahminini duyacak. Bu isin altindan en az
zaiyatla nasil kalkacagimzi digtiniin bitiin gece...

Mahki{imlar kara kara disinmisler. Biri,

— Padisahimiz hi¢ olmazsa sapkalarin yiizde
kag olasilikla beyaz, yiizde kag olasilikla siyah ola-
cagin soyleseydi, demis. Boylece hepimiz olasihig:
en yiiksek olan rengi soyler ve biiyiik olasilikla ya-
rimiz ve belki de daha da fazlamiz kurtulurdu...

— Acaba bizden 6nce tahminde bulunan arka-
daglarin akibetini bilebilecek miyiz? diye sormus
biri.

— Bilinmez ki demis bir bagkasi... Padisah bu!

Mahkiimlar i¢ ¢ekmisler. Iclerinden en akillila-
rindan biri soyle bir 6neride bulunmus:

— En arkadaki hemen 6niindekinin sapkasinin
rengini sOylesin. Boylece kendisi kurtulamasa bile
onun o6niindeki kurtulur. Ugiincii arkadas da he-
men 6ntindekinin sapkasinin rengini soylesin. Boy-
le devam edelim. Tek siradaki arkadaslar hemen
onlerindeki arkadasin sapkasinin rengini soylesin.
Boylece en azindan yarimiz kesinlikle kurtulur.
Eger sapkalarin siyah ya da beyaz olma olasihg:
yuzde elliyse, geri kalan 50 kisinin de yuzde ellisi,
yani 25’1 kurtulur. Boylece agsagi yukari 75’imiz
kurtulmus olur.

Bir 6ncekinden daha iyi olan bu 6neri sevingle
kargilanmis dogal olarak. O zamana kadar sessiz
kalan en akillilar1 birden yerinden firlayarak,

Bir Sonuc
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Oya Sasar

— Buldum! diye haykirmig, belki bir kiginin
idam edilecegi, ama geri kalan herkesin kurtulaca-
g1 bir strateji buldum.

Digerleri pek inanmamiglar ama ne yapsinlar,
umut umuttur. En akilli mahkiim devam etmis:

— En arkadaki mahkim gérdugii beyaz sapka-
lar1 sayar. Eger tek sayida beyaz sapka goriiyorsa
beyaz tahmininde bulunur, ¢ift sayida beyaz sapka
goriiyorsa da siyah tahmininde bulunur...

— Eee? demis digerleri.

— E’si su ki, boylece hepimiz en arkadakinin
ontindeki beyaz sapka sayisinin tek ya da cift say1
oldugunu biliriz. Diyelim birinci mahkiim ontinde
tek sayida sapka saydi ve beyaz dedi. Ikinci mah-
kiim da ontndeki sapka sayisini saysin. Eger cift
sayida beyaz sapka goriyorsa, sapkasi beyaz de-
mektir, tek sayida sapka goriiyorsa, sapkasi siyah
demektir...

Bir murilt1 yikselmis.

— Ya peki digerleri, diye sormusg biri merakla.

— Diyelim ikinci mahkim beyaz dedi ve tabii ki
kurtuldu. Boylece tigtincti mahk(m, kendi sapkasi
dahil, beyaz sapka sayisinin ¢ift oldugunu anlar,
¢inkii arkasindakinin sapkasi beyazmis. Eger
t¢uncii mahkimun 6niinde tek sayida beyaz sapka
varsa, kafasinda beyaz sapka var demektir, aksi
halde siyah sapka olmali. Boylece o da dogru tah-
minde bulunarak kurtulur. Bu mantikla devam
edersek en arkadaki ilk tahmini yapan arkadas di-
sinda herkes kurtulur. En arkadaki ilk tahmini ya-
pan da sansi varsa kurtulur...

Birinci hikayemiz burada bitiyor. Bu ¢6ziim bi-
le oldukga sasirtici ama daha da sasirtict sonuglara
hazirlanin.

Bir bagka padisah, ilk hikdyedekinden daha
acimasiz bir padisah, 100 kisiyi degil sonsuz kisiyi
idama mahkam etmis. Her mahk{imun da bir nu-
marasi varmug: 0, 1, 2, ... Ne kadar dogal say1 o ka-
dar mahkam...

Padisah,

— Yarin, sabahin koriinde hepinizi siraya dize-
cegim, demis. En arkada 0 numara, sonra 1 numa-
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ra, sonra 2 numara vs. Hepinizin kafasina ya siyah
ya da beyaz renkli bir sapka giydirecegim. Herkes
onundekilerinin sapkasini gorecek ama arkasinda-
kilerinin sapkasini goremeyecek. Kimse kendi sap-
kasini da goremeyecek elbette. En arkadan, yani
herkesi gorenden baglayarak herkese sapkasinin
rengini soracagim. Dogru tahmin ederse afedece-
gim, yanhs tahmin ederse idam edecegim. Herkes
daha once tahminde bulunmus kisilerin tahminini
duyacak. Bu isin altindan en az zaiyatla nasil kal-
kacaginiz1 diiginiin butin gece...

O sirada biri hapsirmis. Padisah bu saygisizli-
ga kizmus.

— Kimse daha once yapilmig tahminleri duya-
mayacak...

Mahktmlar hiicrelerine ¢ekilip diigsiinmeye
baslamiglar. Durum zor! Hatta imkansiz gibi. Tah-
min sirast kendilerine geldiginde ellerinde higbir
ipucu olmayacak.

Uzunca bir stireden sonra biri, ortaya atilip,

— Sonlu sayida arkadas diginda herkesi kurta-
racak bir yontem var demis...

* %t

Inanmasi giic ama gergek... Sonlu sayida mah-
ktim diginda herkesin kurtulacagi bir yontem vardir.

Tabii Se¢im Aksiyomu’na inaniyorsaniz... Ki
bu devirde Se¢cim Aksiyomu’na hemen hemen her-
kes inanur.

Yontemi agiklamak igin 6nce biraz “oyun”un
matematiksel analizini yapalim.

Once beyaz sapka yerine 1 (bir), siyah sapka
yerine 0 (sifir) diyelim. Boylece padisahin mah-
klimlarin kafalarina sapkalari geciris bi¢imini bir
01-dizisiyle gosterebiliriz. Eger padisah herkese
siyah sapka giysdirirse, o zaman

000000000000000...
dizisi elde edilir. Eger padisah 0’inc1 mahkiima be-
yaz, sonrakilere bir siyah, bir beyaz sapka giydirir-
se, dizi

01010101010101...
dizisi olur. Her mahktm sapkalamasi bir 01-dizisi
verir, her 01-dizisi de bir mahkim sapkalamasina
tekabil eder. Bundan boyle 01-dizisi yerine sadece
“dizi” diyecegiz.

Belli bir asamadan sonrasi esit olan dizilere
denk diziler diyelim. Yani sonlu sayidaki ilk birkag
terim digindaki tiim terimlerin esit oldugu dizilere
denk diyelim. Ornegin,

0011010101010101010101...
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dizisiyle
0110110101000101010101...
dizisi denktirler, ciinkii her ikisinde de aym1 agama-
da 01 sayisi sonsuza dek tekrar eder, ya da soyle
soyleyelim: Ilk 12 terim disginda iki dizi birbirine
esittir. Ornegin bir zaman sonra (ne kadar zaman
sonra oldugu 6nemli degil) hep 0 olan diziler birbi-
rine denktir. Bir bagka ornek,
011011011011011011011...
111011011011011011011...
001011011011011011011...
101011011011011011011...
110011011011011011011...
dizileri birbirlerine denktirler. Ama
0101010101... ve 10101010101010...
dizileri birbirine denk degildir, ¢ctinkii her ne kadar
birinin ilk terimini sildiginizde diger diziyi elde et-
sek de bu dizilerin #’inci terimleri hep birbirinden
degisik. 1ki dizinin denk olmasi icin belli bir asa-
madan sonra dizilerin #’inci terimleri hep birbirle-
rine esit olmal.
x ve y dizilerinin birbirlerine denk olduklarini
x=y
yazilimiyla gosterelim. Su 6zelliklerin dogru olduk-
lar1 bariz:
xX=x,
x=yisey=x,
xX=yvey=gzisex=2z2.
Bir bagka deyisle, = iligkisi 01-dizileri kiimesi tze-
rine bir “denklik iligkisi”dir. 01-dizileri kiimesine
D diyelim. Bir x dizisi i¢in,
[x]={y e D:x =y}
olsun. x’e denk elemanlardan olusan bu kiimeye
x’in stft adi verilir.
Iki sinif ya birbirine esittir ya da birbirinden
ayriktir, yani her x, y € D igin

[z] a
D
X
' 3
y
7
[x] = [y]

D kiimesinin denklik siniflarina pargalanisi.
x ile y denk olduklarindan ayni siniftalar

ve siniflari birbirine esit. [z] bir bagka siif.

a da bir sinif; a, icinde bulunan her elemanin
sinifi. Eger ¢ € o ise, a = [t] olur.
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valx]=[ylyada[x]n[y] =&
olur, ve birinci sik ancak ve ancak x =y ise olabi-
lir, aksi halde ikinci sik dogrudur. (Yukaridaki sek-
le bakin.) Bu, = iligkisinin denklik iligkisi olmasi-
nin, yani yukarda siraladigimiz ti¢ 6zelligin dogru-
dan bir sonucudur ve kaniti ¢cok kolaydir.

[dam giinii arifesi, mahk{imlar her simiftan (iki
degil!) bir temsilci segerler. Mahkiimlarin o sinifin-
dan sectikleri temsilciye x(a) diyelim:

x(a) € a.
x(a), tim mahktmlarin hemfikir olduklari, o sini-
findan segilmis herhangi bir dizidir. Elbette,

o = [x(a)]
olur, ne de olsa x(a) dizisi a. simifindan segilmis.

B

o
D

I
(o )

Her siniftan bir temsilci seciliyor.

T
b

x(a) x

x(a) dizisinin terimlerini
x(ot)g, x(ct)q, x(0t)n, x(ct)3, ...
olarak gosterelim. Hatta herhangi bir x dizisinin
terimlerini,
X0 X1 X2y X35 oo
olarak gosterelim. x,,’lerin herbiri ya 0°dir ya da
1°dir elbette.

Mahkémlar a siniflarindan segtikleri x(o) dizi-
lerini bir gece 6nce ezberlesinler.

Ertesi sabah mahktmlar siraya dizilip kafalarna
sapka gecirildiginde, her biri 6niindeki mahktmla-
rin sapkasina bakarak padisahin sapkalarla belirle-
digi dizinin sinifin1 anlarlar. Diyelim, padisah sapka-
lama yontemiyle o sinifini belirlemis. Mahkimlar o
sinifin1 bildikleri gibi, bir gece 6nceki calismalari sa-
yesinde o sinifindan sectikleri x(a) dizisini de bilir-
ler. Padisahin belirledigi diziyle x(a) dizisi ilk birkag,
diyelim 1 milyon terimi disinda aymidir.

Siranin en sonundaki mahk{im (ilk tahminde
bulunan yani) x(a)q tahmininde bulunur. Bir sonra-
ki x(a); tahmininde bulunur. Mahkamlar sirayla

x(ot)g, x(0t)q, x(0t)n, x(ct)3, ...
tahmininde bulunurlar ve boyle sonlu sayida mah-
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kiim disinda herkes kurtulur. (Mahkamlar kaginci
mahk(m olduklarini biliyorlar.)

Bunun neden boyle oldugu bariz olmali ama
gene de aciklayalim: Padigahin sapkalarin renkle-
riyle belirledigi diziye x diyelim. Demek ki [x] = a.

Anmimsatalim: x,,, #’inci mahkmun kafasinda-
ki sapkanin rengi; x(a),, ise, 7#’inci mahkimun tah-
mini. Eger

x,, = x(a),,
ise 7’inci mahktm kurtulacak, aksi halde idam edi-
lecek.

Simdi

[x] = o =[x(a)],
esitligine dikkatinizi ¢ekeriz. Demek ki x dizisinin
terimleriyle x(a) dizisinin terimleri bir zaman son-
ra cakigacaklar, yani bir zaman sonra hep,
x,, = x(a),
olacak. Bu asamadan itibaren tim mahktmlar
kurtulacaklar...

Oldukga sasirtict degil mi?

Daha da sasirtici olani su: Boyle bir yontem ol-
dugunu kanitladik ama boyle bir yontem bulama-
yiz, ¢cinki her siniftan bir eleman se¢gmek, bu du-
rumda ancak Se¢im Aksiyomu’yla miimkindiir,
bizim durumumuzda Se¢im Aksiyomu olmadan
yapilamaz. (Yapilamayacagini MD’de kanitlama-
dik, kanitlamak da kolay degildir.) Secim Aksiyo-
mu’nun illa gerekli oldugu bir secim de elle bulu-
namaz.

Soru: 100 mahktm olsun. Padisah mahkamla-
ra 1/3 olasilikla beyaz, siyah ya da gri sapka giydir-
sin. En fazla mahkimun kurtulmas igin en iyi stra-
teji nedir? (Bu soru, Sovyet Matematik Olimpiyat-
lar’nda sorulmus.)

Kapanis Sorusu: Eger padisahin sapkalar: di-
zerken elde edebilecegi 01-dizileri ancak “hesapla-
nabilir” (yani terimleri bir formiille ya da bir bilgi-
sayar programiyla hesaplanabilen, Ingilizcesiyle re-
cursive) diziler olabilirse (ki insanoglu bagka tiirla
dizi bulamaz), o zaman Se¢im Aksiyomu’na bag-
vurmadan sonlu sayida mahkim disinda herkesi
kurtarabilir miyiz? ¥

Kaynakca:
http://cornellmath.wordpress.com/2007/09/13/the-axiom-of-
choice-is-wrong/



