
Önce kolay oyundan bafllayal›m. As›l oyun ve

flafl›rt›c› sonuç sonra gelecek.

Padiflah 100 kifliyi idama mahkûm etmifl. Ama

o kadar da insafs›z de¤ilmifl; mahkûmlara son bir

flans daha vermek istemifl. 

! Yar›n, sabah›n köründe hepinizi s›raya dize-

ce¤im, demifl. Hepinizin kafas›na siyah ya da beyaz

bir flapka giydirece¤im. Herkes önündekilerinin

flapkas›n› görecek ama arkas›ndakilerinin flapkas›-

n› göremeyecek. Kimse kendi flapkas›n› da göreme-

yecek elbette. En arkadan, yani herkesi görenden

bafllayarak herkese teker teker flapkas›n›n rengini

soraca¤›m. Do¤ru tahmin ederse afedece¤im, yan-

l›fl tahmin ederse idam edece¤im. Herkes arkas›n-

dakilerin tahminini duyacak. Bu iflin alt›ndan en az

zaiyatla nas›l kalkaca¤›n›z› düflünün bütün gece...

Mahkûmlar kara kara düflünmüfller. Biri,

! Padiflah›m›z hiç olmazsa flapkalar›n yüzde

kaç olas›l›kla beyaz, yüzde kaç olas›l›kla siyah ola-

ca¤›n› söyleseydi, demifl. Böylece hepimiz olas›l›¤›

en yüksek olan rengi söyler ve büyük olas›l›kla ya-

r›m›z ve belki de daha da fazlam›z kurtulurdu...

! Acaba bizden önce tahminde bulunan arka-

dafllar›n ak›betini bilebilecek miyiz? diye sormufl

biri.

! Bilinmez ki demifl bir baflkas›... Padiflah bu!

Mahkûmlar iç çekmifller. ‹çlerinden en ak›ll›la-

r›ndan biri flöyle bir öneride bulunmufl:

! En arkadaki hemen önündekinin flapkas›n›n

rengini söylesin. Böylece kendisi kurtulamasa bile

onun önündeki kurtulur. Üçüncü arkadafl da he-

men önündekinin flapkas›n›n rengini söylesin. Böy-

le devam edelim. Tek s›radaki arkadafllar hemen

önlerindeki arkadafl›n flapkas›n›n rengini söylesin.

Böylece en az›ndan yar›m›z kesinlikle kurtulur.

E¤er flapkalar›n siyah ya da beyaz olma olas›l›¤›

yüzde elliyse, geri kalan 50 kiflinin de yüzde ellisi,

yani 25’i kurtulur. Böylece afla¤› yukar› 75’imiz

kurtulmufl olur.

Bir öncekinden daha iyi olan bu öneri sevinçle

karfl›lanm›fl do¤al olarak. O zamana kadar sessiz

kalan en ak›ll›lar› birden yerinden f›rlayarak,

! Buldum! diye hayk›rm›fl, belki bir kiflinin

idam edilece¤i, ama geri kalan herkesin kurtulaca-

¤› bir strateji buldum.

Di¤erleri pek inanmam›fllar ama ne yaps›nlar,

umut umuttur. En ak›ll› mahkûm devam etmifl:

! En arkadaki mahkûm gördü¤ü beyaz flapka-

lar› sayar. E¤er tek say›da beyaz flapka görüyorsa

beyaz tahmininde bulunur, çift say›da beyaz flapka

görüyorsa da siyah tahmininde bulunur...

! Eee? demifl di¤erleri.

! E’si flu ki, böylece hepimiz en arkadakinin

önündeki beyaz flapka say›s›n›n tek ya da çift say›

oldu¤unu biliriz. Diyelim birinci mahkûm önünde

tek say›da flapka sayd› ve beyaz dedi. ‹kinci mah-

kûm da önündeki flapka say›s›n› says›n. E¤er çift

say›da beyaz flapka görüyorsa, flapkas› beyaz de-

mektir, tek say›da flapka görüyorsa, flapkas› siyah

demektir...

Bir m›r›lt› yükselmifl.

! Ya peki di¤erleri, diye sormufl biri merakla.

! Diyelim ikinci mahkûm beyaz dedi ve tabii ki

kurtuldu. Böylece üçüncü mahkûm, kendi flapkas›

dahil, beyaz flapka say›s›n›n çift oldu¤unu anlar,

çünkü arkas›ndakinin flapkas› beyazm›fl. E¤er

üçüncü mahkûmun önünde tek say›da beyaz flapka

varsa, kafas›nda beyaz flapka var demektir, aksi

halde siyah flapka olmal›. Böylece o da do¤ru tah-

minde bulunarak kurtulur. Bu mant›kla devam

edersek en arkadaki ilk tahmini yapan arkadafl d›-

fl›nda herkes kurtulur. En arkadaki ilk tahmini ya-

pan da flans› varsa kurtulur...

Birinci hikâyemiz burada bitiyor. Bu çözüm bi-

le oldukça flafl›rt›c› ama daha da flafl›rt›c› sonuçlara

haz›rlan›n.

Bir baflka padiflah, ilk hikâyedekinden daha

ac›mas›z bir padiflah, 100 kifliyi de¤il sonsuz kifliyi

idama mahkûm etmifl. Her mahkûmun da bir nu-

maras› varm›fl: 0, 1, 2, ... Ne kadar do¤al say› o ka-

dar mahkûm...

Padiflah,

! Yar›n, sabah›n köründe hepinizi s›raya dize-

ce¤im, demifl. En arkada 0 numara, sonra 1 numa-
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ra, sonra 2 numara vs. Hepinizin kafas›na ya siyah

ya da beyaz renkli bir flapka giydirece¤im. Herkes

önündekilerinin flapkas›n› görecek ama arkas›nda-

kilerinin flapkas›n› göremeyecek. Kimse kendi flap-

kas›n› da göremeyecek elbette. En arkadan, yani

herkesi görenden bafllayarak herkese flapkas›n›n

rengini soraca¤›m. Do¤ru tahmin ederse afedece-

¤im, yanl›fl tahmin ederse idam edece¤im. Herkes

daha önce tahminde bulunmufl kiflilerin tahminini

duyacak. Bu iflin alt›ndan en az zaiyatla nas›l kal-

kaca¤›n›z› düflünün bütün gece...

O s›rada biri hapfl›rm›fl. Padiflah bu sayg›s›zl›-

¤a k›zm›fl.

! Kimse daha önce yap›lm›fl tahminleri duya-

mayacak...

Mahkûmlar hücrelerine çekilip düflünmeye

bafllam›fllar. Durum zor! Hatta imkâns›z gibi. Tah-

min s›ras› kendilerine geldi¤inde ellerinde hiçbir

ipucu olmayacak.

Uzunca bir süreden sonra biri, ortaya at›l›p,

! Sonlu say›da arkadafl d›fl›nda herkesi kurta-

racak bir yöntem var demifl...

✱ ✱ ✱

‹nanmas› güç ama gerçek... Sonlu say›da mah-

kûm d›fl›nda herkesin kurtulaca¤› bir yöntem vard›r. 

Tabii Seçim Aksiyomu’na inan›yorsan›z... Ki

bu devirde Seçim Aksiyomu’na hemen hemen her-

kes inan›r.

Yöntemi aç›klamak için önce biraz “oyun”un

matematiksel analizini yapal›m.

Önce beyaz flapka yerine 1 (bir), siyah flapka

yerine 0 (s›f›r) diyelim. Böylece padiflah›n mah-

kûmlar›n kafalar›na flapkalar› geçirifl biçimini bir

01-dizisiyle gösterebiliriz. E¤er padiflah herkese

siyah flapka giysdirirse, o zaman

000000000000000...

dizisi elde edilir. E¤er padiflah 0’›nc› mahkûma be-

yaz, sonrakilere bir siyah, bir beyaz flapka giydirir-

se, dizi

01010101010101...

dizisi olur. Her mahkûm flapkalamas› bir 01-dizisi

verir, her 01-dizisi de bir mahkûm flapkalamas›na

tekabül eder. Bundan böyle 01-dizisi yerine sadece

“dizi” diyece¤iz.

Belli bir aflamadan sonras› eflit olan dizilere����diziler diyelim. Yani sonlu say›daki ilk birkaç

terim d›fl›ndaki tüm terimlerin eflit oldu¤u dizilere

denk diyelim. Örne¤in,

0011010101010101010101...

dizisiyle

0110110101000101010101...

dizisi denktirler, çünkü her ikisinde de ayn› aflama-

da 01 say›s› sonsuza dek tekrar eder, ya da flöyle

söyleyelim: ‹lk 12 terim d›fl›nda iki dizi birbirine

eflittir. Örne¤in bir zaman sonra (ne kadar zaman

sonra oldu¤u önemli de¤il) hep 0 olan diziler birbi-

rine denktir. Bir baflka örnek,

011011011011011011011...

111011011011011011011...

001011011011011011011...

101011011011011011011...

110011011011011011011...

dizileri birbirlerine denktirler. Ama

0101010101... ve 10101010101010...

dizileri birbirine denk de¤ildir, çünkü her ne kadar

birinin ilk terimini sildi¤inizde di¤er diziyi elde et-

sek de bu dizilerin n’inci terimleri hep birbirinden

de¤iflik. ‹ki dizinin denk olmas› için belli bir afla-

madan sonra dizilerin n’inci terimleri hep birbirle-

rine eflit olmal›.

x ve y dizilerinin birbirlerine denk olduklar›n› 

x N y

yaz›l›m›yla gösterelim. fiu özelliklerin do¤ru olduk-

lar› bariz:

x N x,

x N y ise y N x,

x N y ve y N z ise x N z.

Bir baflka deyiflle, N iliflkisi 01-dizileri kümesi üze-

rine bir “denklik iliflkisi”dir. 01-dizileri kümesine

D diyelim. Bir x dizisi için,

[x] = {y ' D : x N y}

olsun. x’e denk elemanlardan oluflan bu kümeye��������	�ad› verilir.

‹ki s›n›f ya birbirine eflittir ya da birbirinden

ayr›kt›r, yani her x, y ' D için 
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x

D

[x] = [y]

y

z

[z]

D kümesinin denklik s›n›flar›na parçalan›fl›.
x ile y denk olduklar›ndan ayn› s›n›ftalar
ve s›n›flar› birbirine eflit. [z] bir baflka s›n›f.
> da bir s›n›f; >, içinde bulunan her eleman›n
s›n›f›. E¤er t ' > ise, > = [t] olur.

>



ya [x] = [y] ya da [x] < [y] = I

olur, ve birinci fl›k ancak ve ancak x N y ise olabi-

lir, aksi halde ikinci fl›k do¤rudur. (Yukar›daki flek-

le bak›n.) Bu, N iliflkisinin denklik iliflkisi olmas›-

n›n, yani yukarda s›ralad›¤›m›z üç özelli¤in do¤ru-

dan bir sonucudur ve kan›t› çok kolayd›r.

‹dam günü arifesi, mahkûmlar her s›n›ftan (iki

de¤il!) bir temsilci seçerler. Mahkûmlar›n > s›n›f›n-

dan seçtikleri temsilciye x(>) diyelim:

x(>) ' >.

x(>), tüm mahkûmlar›n hemfikir olduklar›, > s›n›-

f›ndan seçilmifl herhangi bir dizidir. Elbette,

> = [x(>)]

olur, ne de olsa x(>) dizisi > s›n›f›ndan seçilmifl.

x(>) dizisinin terimlerini

x(>)0, x(>)1, x(>)2, x(>)3, ...

olarak gösterelim. Hatta herhangi bir x dizisinin

terimlerini,

x0, x1, x2, x3, ...

olarak gösterelim. xn’lerin herbiri ya 0’d›r ya da

1’dir elbette.

Mahkûmlar > s›n›flar›ndan seçtikleri x(>) dizi-

lerini bir gece önce ezberlesinler.

Ertesi sabah mahkûmlar s›raya dizilip kafalarna

flapka geçirildi¤inde, her biri önündeki mahkûmla-

r›n flapkas›na bakarak padiflah›n flapkalarla belirle-

di¤i dizinin s›n›f›n› anlarlar. Diyelim, padiflah flapka-

lama yöntemiyle > s›n›f›n› belirlemifl. Mahkûmlar >

s›n›f›n› bildikleri gibi, bir gece önceki çal›flmalar› sa-

yesinde > s›n›f›ndan seçtikleri x(>) dizisini de bilir-

ler. Padiflah›n belirledi¤i diziyle x(>) dizisi ilk birkaç,

diyelim 1 milyon terimi d›fl›nda ayn›d›r.

S›ran›n en sonundaki mahkûm (ilk tahminde

bulunan yani) x(>)0 tahmininde bulunur. Bir sonra-

ki x(>)1 tahmininde bulunur. Mahkûmlar s›rayla

x(>)0, x(>)1, x(>)2, x(>)3, ...

tahmininde bulunurlar ve böyle sonlu say›da mah-

kûm d›fl›nda herkes kurtulur. (Mahkûmlar kaç›nc›

mahkûm olduklar›n› biliyorlar.)

Bunun neden böyle oldu¤u bariz olmal› ama

gene de aç›klayal›m: Padiflah›n flapkalar›n renkle-

riyle belirledi¤i diziye x diyelim. Demek ki [x] = >. 

An›msatal›m: xn, n’inci mahkûmun kafas›nda-

ki flapkan›n rengi; x(>)n ise, n’inci mahkûmun tah-

mini. E¤er 

xn = x(>)n
ise n’inci mahkûm kurtulacak, aksi halde idam edi-

lecek.

fiimdi

[x] = > =[x(>)],

eflitli¤ine dikkatinizi çekeriz. Demek ki x dizisinin

terimleriyle x(>) dizisinin terimleri bir zaman son-

ra çak›flacaklar, yani bir zaman sonra hep,

xn = x(>)n
olacak. Bu aflamadan itibaren tüm mahkûmlar

kurtulacaklar...

Oldukça flafl›rt›c› de¤il mi?

Daha da flafl›rt›c› olan› flu: Böyle bir yöntem ol-

du¤unu kan›tlad›k ama böyle bir yöntem bulama-

y›z, çünkü her s›n›ftan bir eleman seçmek, bu du-

rumda ancak Seçim Aksiyomu’yla mümkündür,

bizim durumumuzda Seçim Aksiyomu olmadan

yap›lamaz. (Yap›lamayaca¤›n› MD’de kan›tlama-

d›k, kan›tlamak da kolay de¤ildir.) Seçim Aksiyo-

mu’nun illa gerekli oldu¤u bir seçim de elle bulu-

namaz.

Soru: 100 mahkûm olsun. Padiflah mahkûmla-

ra 1/3 olas›l›kla beyaz, siyah ya da gri flapka giydir-

sin. En fazla mahkûmun kurtulmas› için en iyi stra-

teji nedir? (Bu soru, Sovyet Matematik Olimpiyat-

lar›’nda sorulmufl.)

Kapan›fl Sorusu: E¤er padiflah›n flapkalar› di-

zerken elde edebilece¤i 01-dizileri ancak “hesapla-

nabilir” (yani terimleri bir formülle ya da bir bilgi-

sayar program›yla hesaplanabilen, ‹ngilizcesiyle re-

cursive) diziler olabilirse (ki insano¤lu baflka türlü

dizi bulamaz), o zaman Seçim Aksiyomu’na bafl-

vurmadan sonlu say›da mahkûm d›fl›nda herkesi

kurtarabilir miyiz? ♥

Kaynakça:

http://cornellmath.wordpress.com/2007/09/13/the-axiom-of-
choice-is-wrong/
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D
?>

x(?)x(>)

Her s›n›ftan bir temsilci seçiliyor.


