
Her do¤al say› dört tane do¤al say›n›n

karesinin toplam› olarak yaz›labilir. Örne¤in,

5 = 22 + 12 + 02 + 02

8 = 22 + 22 + 02 + 02

11 = 32 + 12 + 12 + 02

12 = 22 + 22 + 22 + 02

14 = 32 + 22 + 12 + 02

23 = 32 + 32 + 22 + 12

24 = 42 + 22 + 22 + 02

35 = 52 + 32 + 12 + 02

43 = 52 + 32 + 32 + 02

45 = 62 + 32 + 02 + 02

48 = 62 + 22 + 22 + 22

Bu yaz›n›n konusu olan ve Bachet San›s› ola-

rak da bilinen bu sonuç, ‹talyan as›ll› Frans›z ma-

tematikçi Lagrange (1736-1813) taraf›ndan kan›t-

lanm›flt›r. 

Teorem [Lagrange, 1770]. Her do¤al say› dört

tamkarenin toplam›d›r. 

Bu yaz›da bu teoremi kan›tlayaca¤›z. Kan›t Eu-

ler’in buldu¤u flu tuhaf eflitli¤i kullan›r:

(x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2)(y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2)

= (x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4)2 

+ (x1y2  x2y1 + x3y4  x4y3)2

+ (x1y3  x3y1 + x4y2  x2y4)2

+ (x1y4  x4y1 + x2y3  x3y2)2.

Bu eflitlikten, dört karenin toplam› olan say›lar›n

çarpma alt›nda kapal› olduklar› ç›kar, yani iki ta-

ne dört karenin toplam›n›n çarp›m› gene dört ka-

renin toplam› olarak yaz›labilir. Dolay›s›yla her

asal say›n›n dört karenin toplam› olarak yaz›labil-

di¤ini kan›tlarsak istedi¤imiz sonuca ulafl›r›z. 2 sa-

y›s› dört karenin toplam› olarak yaz›labildi¤inden,

2’den büyük asal say›lara yo¤unlaflabiliriz. Önce

flu önsav› kan›tlayal›m:

Önsav 1. E¤er p > 2 bir asal say›ysa, mp say›s›-

n›n dört tamkarenin toplam› oldu¤u bir 0 < m < p

say›s› vard›r. 

Kan›t: fiu (p + 1)/2 tane tamsay›ya bakal›m:

Bu say›lar› p’ye bölüp kalanlar›n› bulal›m; diyelim

0 ≤ r0, r1, ..., r(p 1)/2 ≤ p  !1

kalanlar›n› bulduk. (Örne¤in e¤er p = 11 ise, o za-

man (p 1)/2 = 5 olur ve kareler

0, 1, 4, 9, 16, 25

olur, kalanlar da

0, 1, 4, 9, 5, 3.

olur.) Bu kalanlar›n birbirinden de¤iflik olmak zo-

runda, çünkü e¤er 0 ≤ i < j ≤ (p  1)/2 göstergeçle-

ri için ri = rj olsayd›, o zaman p asal› 

j2  i2 = (j  !i)(j + i) 

say›s›n› bölmek zorunda kal›rd›, ama 

0 < j  !i < (p  1)/2 < p

ve 

0 < j + i ≤ p  !1 < p

oldu¤undan bu imkâns›zd›r.
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fiimdi, yarar› sonradan anlafl›lacak bir fley ya-

pal›m: Bu kalanlara 1 ekleyip bulunan say›y› p’den

ç›karal›m, yani 

si = p  (ri + 1) 

say›lar›na bakal›m. Bu si say›lar›ndan da tam 

(p + 1)/2 

tane vard›r ve bunlar da en az 0, en fazla p  1 ola-

bilirler. (E¤er p = 11 ise, s i say›lar› flöyledir:

10, 9, 6, 1, 5, 7.)

Demek ki 0, 1, 2, ..., p 1 say›lar›n›n (p+1)/2 tanesi

ri’lere ve (p+1)/2 tanesi s i’lere eflit. Dolay›s›yla

ri = sj = p  (rj + 1)

eflitli¤inin sa¤land›¤› 0 ≤ i, j < (p  1)/2 say›lar› ol-

mak zorundad›r. (p = 11 örne¤imizde,

r1 = s3 = 1, r3 = 9

ya da

r3 = s2 = 9, r2 = 1

ya da

r4 = s4 = 5, r4 = 5

olur.)

Buradan

ri + rj = p  1

ç›kar. x ve y do¤al say›lar›,

i2 = px + ri

ve

j2 = py + rj

eflitli¤ini sa¤las›nlar. Bu iki eflitli¤i altalta toplarsak,

i2 + j2 = p(x + y) + ri + rj = p(x + y) + p  1

buluruz. Yani e¤er m = x + y + 1 ise,

pm = i2 + j2 + 1 = i2 + j2 + 12 + 02

olur, yani pm dört karenin toplam› olur. Son ola-

rak,

oldu¤undan, m < p bulunur. n

Asl›nda yukarda biraz daha genel bir sonuç

kan›tlad›k:

Sonuç 2. E¤er p > 2 bir asal say›ysa, mp say›s›-

n›n üç karenin toplam› oldu¤u bir 0 < m < p say›s›

vard›r. Üstelik karelerden biri 1 olarak al›nabilir.

fiimdi teoremi kan›tlayabiliriz. p > 2 bir asal

say› olsun. 0 < m say›s›, mp’nin dört asal›n topla-

m› olarak yaz›ld›¤› en küçük do¤al say› olsun.

m’nin 1’e eflit oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Diyelim

mp = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2. (1)

Yukardaki önsavdan dolay› m’nin p’den küçük ol-

du¤unu biliyoruz.

E¤er m çift bir say›ysa, o zaman x1, x2, x3, x4

say›lar›ndan ya hiçbiri çift de¤ildir ya da sadece

ikisi ya da hepsi birden çift say›d›r. E¤er sadece iki-

si çiftse bu çift say›lar x1 ve x2 olsun. O zaman her

üç durumda da afla¤›da kareleri al›nan say›lar tam-

say› olurlar:

Bu da m’nin en küçüklü¤üyle çeliflir. Demek ki m

çift olamaz.

E¤er m = 1 ise, o zaman zaten teorem kan›t-

lanm›fl demektir, bundan böyle diyelim m > 1, ya-

ni m ≥ 3 varsay›m›n› yapal›m.

xi’lerin her birini m’ye bölelim ve buldu¤umuz

kalanlara ri diyelim. yi say›lar›n› flöyle tan›mlayal›m:

Demek ki 

Öyle qi do¤al say›lar› vard›r ki,

xi = qim + yi

olur. Son eflitlikten,

yi
2 " xi

2 (mod m)

ç›kar. Demek ki,

y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2 " x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

= mp " 0 (mod m)

bulunur. Diyelim n #  için,

y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2 = mn (2)

E¤er n = 0 olsayd›, o zaman 

y1 = y2 = y3 = y4 = 0 

olurdu, yani x1, x2, x3, x4 say›lar› m’ye bölünür-

dü, yani x1
2, x2

2, x3
2, x4

2 say›lar› m2’ye bölünür-

dü, ama o zaman da 

mp = x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2

say›s› m2’ye bölünürdü, ki bundan da m’nin bir

asal olan p’yi böldü¤ü, yani p = m < p ç›kar, çelifl-

ki. Demek ki n > 0. 
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Ayr›ca,

oldu¤undan n < m olur.

fiimdi (1) ve (2)’yi çarparak ve kan›t›n ta en ba-

fl›nda verdi¤imiz eflitli¤i kullanarak,

m2np = (x1
2 + x2

2 + x3
2 + x4

2)(y1
2 + y2

2 + y3
2 + y4

2)

= (x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4)2 

+ (x1y2  x2y1 + x3y4  x4y3)2

+(x1y3  x3y1 + x4y2  x2y4)2 

+ (x1y4  !x4y1 + x2y3  x3y2)2

buluruz. Parantezlerdeki ifadelerin her biri modü-

lo m s›f›rd›r çünkü her i = 1, 2, 3, 4 için 

xi " yi mod m

denkli¤i ve (1) eflitli¤i do¤rudur. Demek ki öyle

z1, z2, z3, z4 # ! tamsay›lar› vard›r ki

x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 = mz1

x1y2  x2y1 + x3y4  x4y3 = mz2

x1y3  x3y1 + x4y2  x2y4 = mz3

x1y4  x4y1 + x2y3  x3y2 = mz4

olur. Bütün bunlar› bir araya koyarsak,

m2np = m2z1
2 + m2z2

2 + m2z3
2 + m2z4

2

yani

np = z1
2 + z2

2 + z3
2 + z4

2

elde ederiz. zi yerine |zi| alarak zi’lerin do¤al say›lar

olduklar›n› varsayabilriiz. 0 < n < m oldu¤undan

bu da m’nin en küçüklü¤üyle çeliflir. Lagrange’›n

teoremi kan›tlanm›flt›r.

Notlar:
1. Bir say›y› dört karenin toplam› olarak yaz-

d›ktan sonra, karelerin yerini de¤ifltirerek ayn› sa-

y›y› de¤iflik biçimde dört karenin toplam› olarak

yazabiliriz elbette. Ama bunlar› de¤iflik biçimler

olarak saymayal›m; toplad›¤›m›z kareleri büyük-

ten küçü¤e do¤ru s›ralayal›m.

2. Gene de baz› say›lar birçok de¤iflik biçimde

dört karenin toplam› olarak yaz›labilirler. Örne¤in,

4 = 22 + 02 + 02 + 02 = 12 + 12 + 12 + 12

ya da

12 = 32 + 12 + 12 + 12 = 22 + 22 + 22 + 02.

Dört karenin toplam› olarak tek bir biçimde

yaz›lan say›lar,

1, 3, 5, 7, 11, 15, 23

tek say›lar› ve bir k do¤al say›s› için,

2 $ 4k, 6 $ 4k, 14 $ 4k, 

biçiminde yaz›lan say›lard›r.

3. Verilmifl bir n say›s›n› 4 karenin toplam›

olarak ne kadar çabuk yazabiliriz? Michael O. Ro-

bin ve Jeffrey Shallit, 1986’da bu ifli afla¤› yukar›

log2 n zamanda yapan bir algoritma bulmufllard›r.

4. Yaz›da her do¤al say›n›n 4 karenin toplam›

olarak yaz›ld›¤›n› gördük, yani her say›

x2 + y2 + z2 + t2

biçiminde yaz›l›yor. Peki her say› mesela,

x2 + 2y2 + 5z2 + 5t2

biçiminde yaz›l›r m›? Bu özel sorunun yan›t› olum-

lu. Genel yan›t flöyle: E¤er 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14,

15 say›lar›n›

ax2 + by2 + cz2 + dt2

biçiminde yaz›labilirse, o zaman her say› bu biçim-

de yaz›l›r. Bu muhteflem oldu¤u kadar flafl›rt›c› so-

nuç John H. Conway ve W. A. Schneeberger tara-

f›ndan 1993’te kan›tlanm›flt›r ve 
���������	�
�
�
�

�������
��
��olarak bilinir. Asl›nda Con-

way ve W. A. Schneeberger bundan birazc›k daha

genel bir teorem kan›tlam›fllard›r. 2000’de Hindis-

tan as›ll› Amerikal› ve Kanadal› matematikçi Man-

jul Bhargava bu teoremin çok daha basit bir kan›-

t›n› bulmufltur. «
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