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Kapak Konusu: Karelerin Toplam

Lagrange'in Dort Kare Teoremi

Her dogal say1 dort tane dogal sayinin
karesinin toplami olarak yazlabilir. Ornegin,

5 =22+412402+02

8§ =224+224024+02

11 =32 412412402

12 =22 422422402

14 =32 422412402

23 =32432422412

24 =42 422 422402

35 =52+324+12402

43 =52 +32 432402

45 =62+ 3%+ 02+ 02

48 =62 +22 422422

Bu yazinin konusu olan ve Bachet Sanisi ola-

rak da bilinen bu sonug, Italyan asilli Fransiz ma-
tematik¢i Lagrange (1736-1813) tarafindan kanit-
lanmugtir.

Teorem [Lagrange, 1770]. Her dogal say: dort
tamkarenin toplanudir.

Joseph Louis Lagrange

Bu yazida bu teoremi kanitlayacagiz. Kanit Eu-
ler’in buldugu su tuhaf esitligi kullanir:
(12 + %02 + 232 + x42)(y12 + 22 + Y32 + 94?)
= (1)1 + XY + X33 + X4Y4)

+ (xX9Y2 = x2Y1 + X3Y4 — x4Y3)?

+ (X1Y3 = x3)1 + X4Y2 — x2Y4)?

+ (X1Y4 = x4Y1 + X2Y3 — x3)2)%.
Bu esitlikten, dort karenin toplanmu olan sayilarin
carpma altinda kapali olduklar: ¢ikar, yani iki ta-
ne dort karenin toplaminin ¢arpimi gene dort ka-
renin toplami olarak yazlabilir. Dolayisiyla her
asal sayinin dort karenin toplami olarak yazilabil-
digini kanitlarsak istedigimiz sonuca ulasiriz. 2 sa-
yist dort karenin toplami olarak yazilabildiginden,
2’den biiyiik asal sayilara yogunlasabiliriz. Once
su onsavi kanitlayalim:

Onsav 1. Eger p > 2 bir asal sayrysa, mp sayisi-
mn dort tamkarenin toplami oldugu bir 0 < m < p
sayist vardir.

Kanit: Su (p + 1)/2 tane tamsayiya bakalim:

2
2 2 p-1
0,17, ..oyl — | .

bl bl ,[ 2 )

Bu sayilar1 p’ye bolip kalanlarini bulalim; diyelim
0 <7, T1s oo Tp-1)12 <p-1
kalanlarini bulduk. (Ornegin eger p = 11 ise, 0 za-

man (p—1)/2 = 5 olur ve kareler
0,1,4,9, 16,25
olur, kalanlar da
0,1,4,9,5, 3.

olur.) Bu kalanlarin birbirinden degisik olmak zo-
runda, ¢iinkii eger 0 <i<j < (p — 1)/2 gostergecle-
ri i¢in 7; = 7; olsayd, o zaman p asal

j2—i2=(j—i)j +1)
sayisini bolmek zorunda kalirdi, ama

O<j—i<(p-12<p

ve

O<j+i<p-1<p
oldugundan bu imkansizdir.
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Simdi, yarar1 sonradan anlagilacak bir sey ya-
palim: Bu kalanlara 1 ekleyip bulunan sayiyi p’den
cikaralim, yani

Si = p - (7‘1' + 1)
sayilarina bakalim. Bu s; sayilarindan da tam
(p+1)2

tane vardir ve bunlar da en az 0, en fazla p — 1 ola-

bilirler. (Eger p = 11 ise, s, sayilar1 soyledir:
10,9,6,1,5,7.)

Demek ki 0, 1, 2, ..., p—1 sayilarinin (p+1)/2 tanesi

r/lere ve (p+1)/2 tanesi s; lere esit. Dolayisiyla
rl-:s,-:p—(rj+ 1)

esitliginin saglandig1 0 <4, j < (p — 1)/2 sayilari ol-

mak zorundadir. (p = 11 6rnegimizde,
ri=s3=1,7r3=9

ya da
r3=5=9,1=1
ya da
r4=84=5,14=3
olur.)
Buradan
ritr=p-1
cikar. x ve y dogal sayilari,
2=px+r
ve
> =py+7;
esitligini saglasinlar. Bu iki esitligi altalta toplarsak,

i2+j2:p(x+y)+ri+r,-:p(x+y)+p—1
buluruz. Yani eger m = x + y + 1 ise,
pm=2+72+1=2+24+124+02

olur, yani pm dort karenin toplami olur. Son ola-

rak,
1)\
pm:i2+/'2+1<2><[p2 j +1
AN
—_ — 2‘
<2x(2] +1 5 +1<p

oldugundan, m < p bulunur. O

Aslinda yukarda biraz daha genel bir sonug
kanitladik:

Sonug 2. Eger p > 2 bir asal sayrysa, mp sayisi-
min ii¢ karenin toplami oldugu bir 0 < m < p sayist
vardir. Ustelik karelerden biri 1 olarak alinabilir.

Simdi teoremi kanitlayabiliriz. p > 2 bir asal
sayi olsun. 0 < m sayisi, mp’nin dort asalin topla-
mi olarak yazildigi en kiiciikk dogal sayr olsun.
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m’nin 1’e esit oldugunu kanitlamaliyiz. Diyelim
(1)

Yukardaki énsavdan dolay1 #2’nin p’den kigiik ol-

mp = x1% + x5 + x32 + x42.

dugunu biliyoruz.

Eger m cift bir sayiysa, o zaman x, x,, X3, x4
sayilarindan ya higbiri cift degildir ya da sadece
ikisi ya da hepsi birden cift sayidir. Eger sadece iki-
si ciftse bu cift sayilar x; ve x, olsun. O zaman her

2

¢ durumda da asagida kareleri alinan sayilar tam-
say1 olurlar:
() msmf(mgm) o (252
2 2 2
_ﬁ+%+%+ﬁ_mp{m%
= == =3P

2 2
Bu da »2’nin en kigtikliguyle celisir. Demek ki 7

¢ift olamaz.

Eger m = 1 ise, 0 zaman zaten teorem kanit-
lanmig demektir, bundan boyle diyelim m > 1, ya-
ni m 2> 3 varsayimini yapahm.

x;lerin her birini #’ye bolelim ve buldugumuz
kalanlara ; diyelim. y; sayilarini s6yle tanimlayalim:

m—1.
7 eger 0<r7< ise
Vi = 1
ri—m  eger <1, <m-—1lise
Demek ki
m—1< '<m—1
) SYis 5

Oyle g; dogal sayilari vardir ki,
Xi=4gim+Yy;
olur. Son esitlikten,
e

¢ikar. Demek ki,
Y12+ 322+ y3? + gt =g+ xp? + a2+ xg?

x2 (mod m)

=mp =0 (mod m)

bulunur. Diyelim # € N igin,

Y12+ ¥22 + y32 + y42 = mn (2)

Eger n = 0 olsaydi, o zaman
Y1=Y2=y3=94=0

olurdu, yani x4, x,, x3, x4 sayilar1 #’ye boluniir-
dii, yani x¢2, x,2, x32, x42 sayilar1 m2’ye béliiniir-
di, ama o zaman da

mp = xlz + x22 + x32 + x42
sayist m2’ye boliiniirdii, ki bundan da »2’nin bir
asal olan p’yi boldigi, yani p = m < p ¢ikar, celis-
ki. Demek ki n > 0.
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Ayrica,
2
mn:y% +y%+y% +y% S4(MT_1] <m’
oldugundan 7 < m olur.
Simdi (1) ve (2)’yi carparak ve kanitin ta en ba-
sinda verdigimiz esitligi kullanarak,
minp = (x12 + 257 + 232+ x42)(y1% + 922 + 737+ y4)
= (X1)1 + x2Y) + X3Y3 + x4Y4)?
+ (X1y2 = o)1 + X3V4 — X4Y3)°
+x1y3 — X3y1 + X4Yp — XY4)?
+ 01y = x4Y1 + X2Y3 — x372)
buluruz. Parantezlerdeki ifadelerin her biri modii-
lo m sifirdir ¢tinkii her i = 1, 2, 3, 4 i¢in
x;=y; mod m
denkligi ve (1) esitligi dogrudur. Demek ki oyle
215 %25 23, 24 € Z tamsayilari vardir ki
X1Y1+ X2Y2 + X3Y3 + X4Y4 = M2
X1Y2 = X2Y1 + X3Y4 — X4Y3 = MZ)
X1Y3 = X3Y1 + X4Y2 — X2¥4 = M3
X1Y4 = X4Y1 + X2Y3 — X3Y) = M2y
olur. Butun bunlari bir araya koyarsak,
m2np = m22i2 + me2 + m2z2 + m2e,?
yani

2 2

np =22+ 2+ 237+ 2y
elde ederiz. z; yerine |zl alarak z;'lerin dogal sayilar
olduklarini varsayabilriiz. 0 < #n < m oldugundan
bu da m’nin en kicukliugiyle celisir. Lagrange’in
teoremi kanitlanmugtir.

Notlar:

1. Bir sayiy1 dort karenin toplami olarak yaz-
diktan sonra, karelerin yerini degistirerek ayni sa-
yiy1 degisik bigimde dort karenin toplami olarak
yazabiliriz elbette. Ama bunlari degisik bigimler
olarak saymayalim; topladigimiz kareleri buyiik-
ten kugtge dogru siralayalim.

2. Gene de bazi sayilar bir¢ok degisik bicimde
dért karenin toplami olarak yazilabilirler. Ornegin,
4=22402+02+02=12+124+12+12

ya da

12=32+124+12+12=22 422422 4+ 02

Dort karenin toplami olarak tek bir bigimde
yazilan sayilar,

1,3,5,7,11, 15,23
tek sayilar1 ve bir k& dogal sayisi icin,
2 x 4k 6 x 4k 14 x 4k,
bi¢iminde yazilan sayilardir.
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3. Verilmis bir 7 sayisin1 4 karenin toplami
olarak ne kadar ¢abuk yazabiliriz? Michael O. Ro-
bin ve Jeffrey Shallit, 1986°da bu isi asag1 yukari
log? n zamanda yapan bir algoritma bulmuslardir.

4. Yazida her dogal sayinin 4 karenin toplami
olarak yazildigint gordik, yani her say1

x2 + y2 +22+12

biciminde yaziliyor. Peki her say1 mesela,

x2 + 2y2 + 522 + 52
biciminde yazilir mi? Bu 6zel sorunun yaniti olum-
lu. Genel yanit soyle: Eger 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14,
15 sayilarim

ax? + by? + cz? + di?
biciminde yazilabilirse, 0 zaman her say1 bu bigim-
de yazilir. Bu muhtesem oldugu kadar sasirtici so-
nug John H. Conway ve W. A. Schneeberger tara-
findan 1993’te kanitlanmustir ve Conway-Schne-
eberger’in 15 Teoremi olarak bilinir. Aslinda Con-
way ve W. A. Schneeberger bundan birazcik daha
genel bir teorem kanitlamiglardir. 2000’de Hindis-
tan asilli Amerikali ve Kanadali matematik¢i Man-
jul Bhargava bu teoremin ¢ok daha basit bir kani-
tin1 bulmugtur. 4
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