Matematik Diinyasi, 2011-11

Kapak Konusu: Integral

Trigonometrik Fonksiyonlara
Aksiyomatik Yaklasim

1. Aksiyomlar
Meshur sin ve cos trigonometrik fonk-
siyonlarini gegmiste

sinx = z 21+1
i=0 21+1

COSX = zt 0 21

olarak tanimlamigtik [MD-2008-1I, sayfa 26 ya da
sayfa 18, Ornek 2] ve bu tanimdan yola ¢ikarak bu

ve

ve diger trigonometrik fonksiyonlarin bircok 6zel-
ligini kanitlamistik, mesela [MD-2008-1V, sayfa
51-53]te. Su ozelliklerin altini gizmek istiyoruz:

A. sin ve cos fonksiyonlari R’den R’ye giden
fonksiyonlardir.

B. cos 0 =sin (n/2) = 1, cos © = -1 [MD-2008-
IV, sayfa 53, Teorem 8].

C. cos(y — x) = cos x cos y + sin x sin y. [MD-
2008-1V, sayfa 51, Teorem 1].
D. Her 0 < x < 1w/2 icin

sin x 1
cosx’

0< cosx< <

X

Sonuncu esitsizliklerin hepsini kanitlamadik
ama bu esitsizlikleri tanimlardan hareketle kanitla-
mak o kadar zor degildir. Okura birakiyoruz.

2. Temel Ozellikler

Sadece ve sadece yukardaki dort 6zelligini kul-
lanarak (tanimlarina bile bagvurmadan) sin ve cos
fonksiyonlarinin tim ozellikleri kanitlanabilir. Ya-
ni yukarda verilen dort 6zellik sin ve cos fonksi-
yonlarinin temel ozellikleridir ya da aksiyomlaridir
diyebiliriz.

Bu yazida bundan boyle, sin ve cos fonksiyon-
lart yukaridaki listelenmig ozellikleri saglayan iki
fonksiyon olsun. 1lk olarak trigonometrik fonksi-
yonlarin aritmetiksel bazi ozelliklerini kanitlaya-
lim. Daha sonra bu fonksiyonlarin integrallerini
(dolayisiyla tiirevlerini de) bulacagiz.
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Teorem 1. i. sin? x + cos? x = 1.
ii. sin 0 = cos (n/2) = sin t = 0.
iil. sin(—x) = —sin x ve cos(—x) = cos x.
1v. sin(x + 7/2) = cos x ve cos(x + 7/2) = —sin x.
v. sin(x + 1/2) = sin x ve cos(x + nw/2) = cos x.
Vi. COS(x + y) = COS X COs y — sin x sin y ve

sin(x + y) = cos x sin y + sin x cos Y.

x—y {x+yj
co —2 ve
Z_yjsin(x;y).

viii. [0, 7/2] kapali araliginda sin mutlak artan,

Vvii. Sin x —sin y = 2sin

cosx—cosy =—2 sin(

cos mutlak azalandir.
Kanit: i. (C)’de y = x alalim ve (B)’deki
cos0=1
esitligini kullanalim.

ii. Yukarda kanitlanan sin2 x + cos2 x = 1 esit-
liginde x = 0 alinirsa, (B)’deki cos 0 = 1 esitligi sa-
yesinde sin 0 = 0 bulunur. Diger esitlikler de ben-
zer sekilde elde edilir.

iii. (C)’de y = 0 alirsak cos(—x) = cos x buluruz.
Ayni formilde y = n/2 alirsak,
cos(n/2 — x) = cos x cos m/2 + sin x sin /2 = sin x
buluruz ve buradan da, gene (C)’yi kullanarak,

sin(—x) = cos(n/2 + x) = cos(n — (n/2 — x))
= cos(n/2 — x) cos T + sin(m/2 — x) sin T
= —cos(m/2 — x) = —sin x
bulunur.

iv. Yukarda cos(n/2 — x) = sin x formulinii ka-
nitlamistik. Bu formiilde x yerine n/2 + x alalim:
(m/2 + x)) = sin(n/2 + x)
buluruz. Diger formiil de soyle ¢ikar:

(—x))

= cos(—x) cos(n/2) + sin(—x)

cos x = cos(—x) = cos(m/2 —

cos(n/2 + x) = cos(m/2 —
sin(rt/2)
= cos x cos(n/2) — sin x sin(7w/2)
= —sin x.

v. 21 = /2 + /2 + /2 + /2 esitligini kullana-
rak, yukarda bulunan formiilii ii¢ defa uygulayar-
sak, periyodun 27 oldugu kolaylikla kanitlanabilir.

vi. cos ile ilgili formiil kolay, bunun i¢in (C)’de
x yerine —x almak yeterli. sin i¢in ise bunu ve (iv)’te
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kanitlanani kullanmak yeterli:
sin(x + y) = —cos(x + y + m/2)
= —C0s x cos(y + 1/2) + sin x sin(y + 1/2)
= COS X SIn y + sin X COS .
vii. Yukarda
sin(x + y) = cos x sin y + sin x COs y
formilini kanitladik. Burada y yerine —y alirsak,
sin(x — y) = —cos x sin y + sin x cos y
formiiliinii elde ederiz. Ikincisini birincisinden c¢i-
kararak,
sin(x + y) — sin(x — y) = 2cos x sin y
bulunur. Simdi
a-b
2 2

alirsak istedigimize ulasiriz. Ikinci esitlik benzer se-

vey=

yi cos ile yaparak elde edilir.

viii. (D)’den sin ve cos fonksiyonlarinin (0, t/2)
araliginda pozitif oldugu anlagiliyor. Eger simdi

O<y<x<mn/2
ise, (x + v)/2 ve (x — y)/2 sayilar1 gene (0, n/2) ara-
ligindadir, dolayisiyla siniis ve kosiniisleri pozitif-
tir. (v)’te kanmitladigimizdan
sin x > sin y ve CoSs X < COS Y

cikar. ]

3. Trigonometrik Fonksiyonlarm Integrali

Yukardaki teoremin (iv) ve (viii)’inci kisimla-
rindan sin ve cos fonksiyonlarinin integrallenebilir
oldugu ¢ikar. Bu fonksiyonun integrallerini elbette
Kalkiilistin Temel Teoremi’ni kullanarak bulabil-
iriz: sin’ = cos ve cos’ = —sin oldugundan,

Isinxdxz—cos x+C ve J.cosxdx:sinx+C

olur. Ama biz bunu sofistike matematik kullanma-
dan, sadece (A, B, C, D) ozelliklerini kullanarak
kanitlamak istiyoruz. Bunun i¢in birkag 6nermeye
ithtiyacimiz var:

Onsav 2. Her x gercel sayist ve her pozitif n
dogal saysi icin,
x

2n+1
ZSingzzzlcoskx:sin n2 x—sinz

olur.
Kanit: Teorem 1.vii’ye gore, her k igin,
2k+1 . 2k-1

X —sin
2

esitligi gecerlidir. Bu esitlikleri k = 1, 2, ..., 7 icin

. X .
2 sz coskx =sin x

altalta yazip toplayalim:

ZS'nxcosx sin 3x sinx
n— = sin— —sin—
2 2 2
. .S .3
Zsmgcost = sm?x —s1n7x
7 5
25in§cos3x = sinyx—sinyx
. X . 2n+1 . 2n-1
2sin=cosnx = sin X —sin x
2 2 2
Sag taraftaki sadelesmelerden sonra, istedigimizi
elde ederiz. ]

Onsav 3. n poxzitif bir dogal say: ve 0 < 2n0 <
/2 ise
sin®

sin(27 +1)0 = sin6 < sin270

<sinRn-1)0+sind
olur.
Kanit: Teorem 1.vi’ya gore,
sin(2n + 1)0 = sin 210 cos 6 + cos 270 sin 6.
Ayrica (D)’ den dolayi, 0 < 216 < 1t/2 igin,
sin(27 + 1)0 =sin2#0 cos 6 + cos 270 sin 6

< sin2#0 % +sin®.

Bu da soldaki esitsizligi kanitlar. Sagdaki esitsizligi
kanitlayalim:

sin(27z — 1)0 = sin 210 cos 6 — cos 2#6 sin 6.
Her iki tarafa da sin 0 ekleyelim:

1—cos2n0
sin(27—1)0 +sinb = sinZnG( cos0+sin6 M)
sin270
Ote yandan,
1-cos2n6 3 2 sin2 n0 3 sin70
sin270  2sinnOcosn® cosnd
Demek ki,
in70
sin(272 —1)0 + sin® =sin2n9( cos0 + sin@ ! j
cos#0
. cos 0 cos#0 +sinO sin#0O
=sin2#0
cosn9
=sin2n0 M.
cosn6

Dolayisiyla sagdaki esitsizligi kanitlamak igin,
sin® cos(—1)0

0 cosnf
esitsizligini kanitlamak gerekiyor. Bunu kanitla-
mak i¢in Teorem 1.vi’y1 ve (D)’yi kullanacagiz:
cosn0 = cos(n—1)0 cos0 —sin(n —1)0 sin®
<cos(n—1)0 cosO < cos(n—1)6 i .
sin®
Bu da istedigimizi verir. O]



Matematik Diinyasi, 2011-1I

Onsav 4. Eger 0 < a < n/2 ve n pozitif bir do-
gal sayrysa,

a Zn ka . a Zn—l ka
- cos— <sina< — cos—

olur.

Kanit: x = a/n olsun. x, 2n’nin bir kat1 olmadi-
gindan, Onsav 2’deki esitligin her iki tarafin1 da
2sin(x/2)’ye bolerek,

C 2n+1 X
sin ——— x —sin —
ZZ 1coskx: 2 2 1
= .X
2sin =
2

elde ederiz. Onsav 3’teki esitsizliklerin sol kismin-
da 6 = x/2 alarak,

ZZ:1COS kx =

. 2n+1
n——x

X
sl —sin—
2

x
2sin ~
sin >

sinfzx)  sina

x aln

buluruz. Bu da kanitlamak istedigimiz esitsizlikle-
rin en soldaki kismi.

Esitsizligin sagin1 kanitlamak igin, (1)’de 7 ye-
rine 7 — 1 alalim ve her iki tarafa da 1 ekleyelim:

2
2sin(x/2)
elde ederiz. Demek ki 0 < a < 7/2 icin x = a/n alir-

. X
X +sin —
2

sin
n—1 by =
pg COSkX =

(2)

sak, kanitlamamuz gereken esitsizlik,
2n -1 x

sin X+ sin—
2

sinzx < x
. X

2sin=

2

esitsizligine donustir. sin (x/2) > 0 oldugundan, bu

son esitsizlikler de,

-
Sin —

. X
X+ s

sinzx < sin 2

x/2

esitsizligine denktir. Ama bu da aynen 0 = x/2 icin
Onsav 3. O

Teorem 5. Her a gercel sayisi icin,
ve
a .
jo cosx dx = sina
olur.

a
Iosinxdx =1-cosa
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Kanit: Once birinci esitligi kanitlayalim.
O<a<mn/2
olsun. Monotonluktan dolay: (sayfa 46, Sonug 7),

J‘“ d al, anl .a
0cosx x—nlmnﬁw l.ﬂ)cos 1

olur. Onsav 4’e gore bu limit de sin @’dir. Demek ki,

n
a .
J-O cosx dx = sina.

Eger a € (0, n/2) degilse, esitligin kanitin1 okura bi-
rakiyoruz.

Simdi sin fonksiyonunun integralini hesaplaya-
lim. Once su hesab1 yapalim:

n/2 0 . 0
I smxdx:.[ sm(x+rc/2)dx=J. cosx dx
0 /2 -n/2
n/2 n/2
:I cos(—x) dx:I cos x dx
0 0
. n/2
=sinx =1.

Bundan da, Sayfa 40-41°deki Teorem 3fyi kulla-
narak,

a . n/2
I sin x dx =I sinx dx +
0 0

a
:1+I
n/2

a-m/2
=1+J.0 cosxdx=1+sinfa-n/2)=1-cosa

a .
J sin x dx
n/2

a-n/2
sinxdx =1+ IO sin(x + n/ 2) dx

[

buluruz.

Buradan,
a

b b
I cosxdxzj. cosxdx—j
a 0 0

cosx dx

=sinb —sina =sin x

a
cikar, yani

J.cosx dx=sinx+C
olur. Benzer sekilde

J.sinx dx=—-cosx+C
cikar. Ve elbette

X
sinx = J-O costdt

ve dolayisiyla sin x fonksiyonu tiirevlenebilir ve ti-
revi cos x’tir. Benzer sekilde
cos’ = —sin
bulunur. ¥
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