
1. Aksiyomlar
Meflhur sin ve cos trigonometrik fonk-

siyonlar›n› geçmiflte 

ve

olarak tan›mlam›flt›k [MD-2008-II, sayfa 26 ya da

sayfa 18, Örnek 2] ve bu tan›mdan yola ç›karak bu

ve di¤er trigonometrik fonksiyonlar›n birçok özel-

li¤ini kan›tlam›flt›k, mesela [MD-2008-IV, sayfa

51-53]’te. fiu özelliklerin alt›n› çizmek istiyoruz:

A. sin ve cos fonksiyonlar›  ’den  ’ye giden

fonksiyonlard›r.

B. cos 0 = sin ( /2) = 1, cos  = !1 [MD-2008-

IV, sayfa 53, Teorem 8].

C. cos(y ! x) = cos x cos y + sin x sin y. [MD-

2008-IV, sayfa 51, Teorem 1].

D. Her 0 < x <  /2 için 

Sonuncu eflitsizliklerin hepsini kan›tlamad›k

ama bu eflitsizlikleri tan›mlardan hareketle kan›tla-

mak o kadar zor de¤ildir. Okura b›rak›yoruz.

2. Temel Özellikler
Sadece ve sadece yukardaki dört özelli¤ini kul-

lanarak (tan›mlar›na bile baflvurmadan) sin ve cos

fonksiyonlar›n›n tüm özellikleri kan›tlanabilir. Ya-

ni yukarda verilen dört özellik sin ve cos fonksi-

yonlar›n›n temel özellikleridir ya da aksiyomlar›d›r

diyebiliriz.

Bu yaz›da bundan böyle, sin ve cos fonksiyon-

lar› yukar›daki listelenmifl özellikleri sa¤layan iki

fonksiyon olsun. ‹lk olarak trigonometrik fonksi-

yonlar›n aritmetiksel baz› özelliklerini kan›tlaya-

l›m. Daha sonra bu fonksiyonlar›n integrallerini

(dolay›s›yla türevlerini de) bulaca¤›z.

Teorem 1. i. sin2 x + cos2 x = 1.

ii. sin 0 = cos ( /2) = sin  = 0.

iii. sin(!x) = !sin x ve cos(!x) = cos x.

iv. sin(x +  /2) = cos x ve cos(x +  /2) = !sin x.

v. sin(x +  /2) = sin x ve cos(x +  /2) = cos x.

vi. cos(x + y) = cos x cos y ! sin x sin y ve

sin(x + y) = cos x sin y + sin x cos y.

viii. [0,  /2] kapal› aral›¤›nda sin mutlak artan,

cos mutlak azaland›r. 

Kan›t: i. (C)’de y = x alal›m ve (B)’deki 

cos 0 = 1 

eflitli¤ini kullanal›m.

ii. Yukarda kan›tlanan sin2 x + cos2 x = 1 eflit-

li¤inde x = 0 al›n›rsa, (B)’deki cos 0 = 1 eflitli¤i sa-

yesinde sin 0 = 0 bulunur. Di¤er eflitlikler de ben-

zer flekilde elde edilir. 

iii. (C)’de y = 0 al›rsak cos(!x) = cos x buluruz.

Ayn› formülde y =  /2 al›rsak,

cos( /2 ! x) = cos x cos  /2 + sin x sin  /2 = sin x

buluruz ve buradan da, gene (C)’yi kullanarak,

sin(!x) = cos( /2 + x) = cos( "! ( /2 ! x))

= cos( /2 ! x) cos  + sin( /2 ! x) sin  

= !cos( /2 ! x) = !sin x

bulunur.

iv. Yukarda cos( /2 ! x) = sin x formülünü ka-

n›tlam›flt›k. Bu formülde x yerine  /2 + x alal›m:

cos x = cos(!x) = cos( /2 ! ( /2 + x)) = sin( /2 + x)

buluruz. Di¤er formül de flöyle ç›kar:

cos( /2 + x) = cos( /2 ! (!x)) 

= cos(!x) cos( /2) + sin(!x) sin( /2)

= cos x cos( /2) ! sin x sin( /2) 

= !sin x. 

v. 2 "=  /2 +  /2 +  /2 +  /2 eflitli¤ini kullana-

rak, yukarda bulunan formülü üç defa uygulayar-

sak, periyodun 2 oldu¤u kolayl›kla kan›tlanabilir.

vi. cos ile ilgili formül kolay, bunun için (C)’de

x yerine !x almak yeterli. sin için ise bunu ve (iv)’te
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kan›tlanan› kullanmak yeterli:

sin(x + y) = !cos(x + y +  /2)

= !cos x cos(y +  /2) + sin x sin(y +  /2)

= cos x sin y + sin x cos y.

vii. Yukarda 

sin(x + y) = cos x sin y + sin x cos y 

formülünü kan›tlad›k. Burada y yerine !y al›rsak,

sin(x ! y) = !cos x sin y + sin x cos y

formülünü elde ederiz. ‹kincisini birincisinden ç›-

kararak,

sin(x + y) ! sin(x ! y) = 2cos x sin y

bulunur. fiimdi

al›rsak istedi¤imize ulafl›r›z. ‹kinci eflitlik benzer fle-

yi cos ile yaparak elde edilir. 

viii. (D)’den sin ve cos fonksiyonlar›n›n (0,  /2)

aral›¤›nda pozitif oldu¤u anlafl›l›yor. E¤er flimdi 

0 < y < x <  /2 

ise, (x + y)/2 ve (x ! y)/2 say›lar› gene (0,  /2) ara-

l›¤›ndad›r, dolay›s›yla sinüs ve kosinüsleri pozitif-

tir. (v)’te kan›tlad›¤›m›zdan 

sin x > sin y ve cos x < cos y

ç›kar. n

3. Trigonometrik Fonksiyonlar›n ‹ntegrali
Yukardaki teoremin (iv) ve (viii)’inci k›s›mla-

r›ndan sin ve cos fonksiyonlar›n›n integrallenebilir

oldu¤u ç›kar. Bu fonksiyonun integrallerini elbette

Kalkülüsün Temel Teoremi’ni kullanarak bulabil-

iriz: sin#"= cos ve cos#"= !sin oldu¤undan,

olur. Ama biz bunu sofistike matematik kullanma-

dan, sadece (A, B, C, D) özelliklerini kullanarak

kan›tlamak istiyoruz. Bunun için birkaç önermeye

ihtiyac›m›z var:

Önsav 2. Her x gerçel say›s› ve her pozitif n

do¤al say›s› için,

olur. 

Kan›t: Teorem 1.vii’ye göre, her k için,

eflitli¤i geçerlidir. Bu eflitlikleri k = 1, 2, ..., n için

altalta yaz›p toplayal›m:

Sa¤ taraftaki sadeleflmelerden sonra, istedi¤imizi

elde ederiz. n

Önsav 3. n pozitif bir do¤al say› ve 0 < 2n$"%

 /2 ise

olur.

Kan›t: Teorem 1.vi’ya göre,

sin(2n + 1)$ = sin 2n$ cos $ + cos 2n$ sin $. 

Ayr›ca (D)’den dolay›, 0 < 2n$"%" /2 için,

Bu da soldaki eflitsizli¤i kan›tlar. Sa¤daki eflitsizli¤i

kan›tlayal›m:

sin(2n ! 1)$ = sin 2n$ cos $ ! cos 2n$ sin $. 

Her iki tarafa da sin $ ekleyelim:

Öte yandan,

Demek ki, 

Dolay›s›yla sa¤daki eflitsizli¤i kan›tlamak için,

eflitsizli¤ini kan›tlamak gerekiyor. Bunu kan›tla-

mak için Teorem 1.vi’y› ve (D)’yi kullanaca¤›z:

Bu da istedi¤imizi verir. n
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Önsav 4. E¤er 0 < a <  /2 ve n pozitif bir do-

¤al say›ysa,

olur.

Kan›t: x = a/n olsun. x, 2 ’nin bir kat› olmad›-

¤›ndan, Önsav 2’deki eflitli¤in her iki taraf›n› da

2sin(x/2)’ye bölerek,

elde ederiz. Önsav 3’teki eflitsizliklerin sol k›sm›n-

da $"= x/2 alarak,

buluruz. Bu da kan›tlamak istedi¤imiz eflitsizlikle-

rin en soldaki k›sm›. 

Eflitsizli¤in sa¤›n› kan›tlamak için, (1)’de n ye-

rine n ! 1 alal›m ve her iki tarafa da 1 ekleyelim:

elde ederiz. Demek ki 0 < a <  /2 için x = a/n al›r-

sak, kan›tlamam›z gereken eflitsizlik,

eflitsizli¤ine dönüflür. sin (x/2) > 0 oldu¤undan, bu

son eflitsizlikler de,

eflitsizli¤ine denktir. Ama bu da aynen $"= x/2 için

Önsav 3. n

Teorem 5. Her a gerçel say›s› için,

ve

olur.

Kan›t: Önce birinci eflitli¤i kan›tlayal›m. 

0 < a <  /2 

olsun. Monotonluktan dolay› (sayfa 46, Sonuç 7),

olur. Önsav 4’e göre bu limit de sin a’d›r. Demek ki,

E¤er a & (0,  /2) de¤ilse, eflitli¤in kan›t›n› okura b›-

rak›yoruz.

fiimdi sin fonksiyonunun integralini hesaplaya-

l›m. Önce flu hesab› yapal›m:

Bundan da, Sayfa 40-41’deki Teorem 3f’yi kulla-

narak,

buluruz. n

Buradan,

ç›kar, yani

olur. Benzer flekilde

ç›kar. Ve elbette

ve dolay›s›yla sin x fonksiyonu türevlenebilir ve tü-

revi cos x’tir. Benzer flekilde 

cos# = !sin 

bulunur. ª

Kaynakça:
Tom M. Apostol, Calculus, birinci cilt, Bölüm 2.5-2.7, John
Wiley & Sons, ikinci bas›m, 1967.
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