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Birinci Agama Yanitlari, 19 Mart 2011

Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Béliimii tarafindan diizenlenen Cahit Arf Matematik Giinleri’nin onun-

cusu 500 dolayinda 6grencinin katilimiyla gerceklesmistir. Cahit Arf Matematik Gtlinleri liselerarasi ve iki

asamadan olusan bir matematik yarismasidir. Ug saat siiren birinci asamadan sonra segilen 30 dolayinda
Ogrenci giin boyu stiren ikinci asamaya hak kazanir. Daha ayrintih bilgi ve verilen odiiller icin: http://math.bil-

gi.edu.tr/cahitarf.

1. Eger n, 1’den biiyiik bir tamsay: ise n* + 4"
sayisimn asal olamayacagm gosteriniz.

Coziim: Eger 7 ciftse #* + 47 ifadesi de cift ve
2’den buyiik olur. Dolayisiyla asal olamaz. Eger
bir k tamsayisi igin 7 = 2m + 1 ise

4n = 42m+l = 4(42m) = 4(22)2m = 4(2m)4
ve dolayisiyla
nt + 47 = pt + 4(2m)4
= (12 = 2027 + 22M2) (12 + 202 + 2(27)2)
esitligi saglaniyor. Son ifadenin ¢arpanlari 1’den
biiyiik, ¢iinkii 7 sayis1 1’den biiyiik. Yani #* + 47
bu durumda da asal olamaz.

2. I¢c agilar: 0, 20 ve 20 olan bir iicgende ikiz
kenarlarm uzunlugu 1 ise diger kenarm uzunlugu
nedir?

Coziim: Bu ticgene ABC iiggeni diyelim. Ikiz
kenarlar1 AB ve AC olsun. B agisinin agiortayinin
AC kenarim kestigi nokta D noktast olsun. Veri-
lenlerden BAD ve ABD agcilari ©’ya esit. Dolayisiy-
la AD ve BD ayni uzunlukta. Diger yandan, gene
verilenlerden, BDC ve DCB acilar1 da 20’ye esit.
Dolayisiyla BD ve BC de ayni uzunlukta. AD’nin
uzunlugu 1 olarak verilmis. AD, BD ve BC’nin or-
tak uzunluguna x diyelim. ABC ve BCD tiggenleri
benzer oldugundan

|AB _IBCI
IBCI |CDI
yani
1_=x
x x-1

olmali. Demek ki x2 = 1 — x. Buradan da, x pozitif
oldugundan, x = (V5 — 1)/2 ¢ikiyor.
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3.0.=+6+ 4\/5 olmak iizere P(a) = 0 kosulu -

nu saglayan ikinci dereceden tamsay: katsayili bir
P polinomu bulunuz.

Coziim: Kokiin icindeki ifadeyi kareye tamam-
larsak

o= for a2 =22 442+ 27
=J2+2)F =2+ 42

elde ederiz. Yani
Plx) = (x = (2 +V2))(x — (2 = V2)) =x2 — 4x + 2
istenen Ozellikleri saglhyor.

4. a, b ve c sayilar: birbirlerinden farkli reel sa-
yilar olsunlar.
Ya-b+3b—-c+3Jc—a=0

olamayacagini gosteriniz.

Coziim: Genel olarak
Wy +B=(x+y+2)3
= 3(x +y +2)(xy + x2 + yz) + 3xy2
esitligi dogru. Bu esitlikte
x:3a—b, x=3b-c ve xz%/:z
alalim. Diyelim ki x + y + z = 0. Bu durumda,
x3 +y3 + 23 = 3xyz
saglanmali. Ama
x3+y3+B=(@-b)+b-¢c)+(c—a)=0
ve dolayisiyla
0=3xyz=33a-b(b—c)(c—a).

Bu son esitligin dogru olmasi icinyaa=byab=c

ya da a = ¢ saglanmali.

S.x+y+z=1vex,y,2>0ise
(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = 64xyz
oldugunu gosteriniz.
Coziim: Elbette
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(1+111+1J(1+1j264
x y z

esitsizligini gostermek yeterli. Eger a, b ve ¢ pozi-
tifse, aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden

2
a+b+c>33abe
ve

3\/ab

ab+bc + ac> 33/(ab)(be)(ac)
esitsizlikleri gegerli. Dolayisiyla
1+a)(1+b)A+c)=1+(a+b+¢)

+(ab+ac+bc)+ abe
> 1+3/abe + 33 abcz +3 abc3
=(1+3 abc)3

Simdi a = 1/x, b = 1/y ve ¢ = 1/z alalim. Bu bize

oo o o )

xXyz
verir. Aritmetik-geometrik ortalama egitsizligini x,

3

y ve 2’ye uygularsak
I=x+y+z>33xyz

ve dolayisiyla
1

3/xyz
elde ederiz. Bu da istenen esitsizligi verir.

>3

6. m > 2 ve 0 = 2n/m olmak iizere
14 cos 0+ + cos((m—1)0) ='22

oldugunu gosteriniz.
Coziim: Oncelikle

2
Cos x =

1+ cos2x

2
oldugunu hatrlarsak
1+ cos® 0+ + cos?((m —1)0)

( JE)e]

z )
(14 cos (20)+cos (40)+---+cos 2 (m—1)0)))

((8291) (ezei)1+<ezei)2+ -+(626i)m_1j

1-e
Rl ——+—
(1_6291]

Burada son kisimda 0 = 2n/m verildiginde 1 — e2-
= 0 oldugunu kullandik.

1+cos0 1+ cos (2(m—1)0)

2

[\

S

m
—2+0—2.

N3 NI§ NI§

+
N | = NIH NIH

Omi —
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7. Tiim x, y reel sayilari icin
If(x) — f(y)l = Ix — yl ve f(O
sartlarun saglayan biitiin f : R - [R fonksiyonla-
rim bulunuz.
Birinci ¢oziim: Oncelikle y = 0 alirsak her x
icin

|_|x—0| x|

If(x)l = 1f(x) = O = 1f(x) - £(0)
oldugu goriliir. Buradan her x icin f(x) = x ya da
f(x) = —x oldugu cikar. Dolayisiyla f(l) =1vyada

= —1'dir.
Eger f(1) = 1 ise tim x’ler i¢cin f(x) = x oldu-

£(1)
gunu iddia ediyoruz. Bir x i¢in f(x) = —x oldugu-
nu varsayalim. O halde
If(x) = f(D)l = lx—11=lx -1l

glkarklbuda—x—l_x—lyadax+1=x—l
verir. Ikinci durumda ¢éziim yoktur (yani bu du-
rum mumkiin degildir), birincide ise x = 0 elde
edilir ki bu durumda f(x)
olur. O halde tiim x degerleri i¢in f(x)

= x sart1 da saglanmig
= x saglan-
mak zorundadir.

Benzer sekilde eger f(1) = —1 ise tim x'ler igin
f(x)
oluyorsa yukaridakine benzer sekilde

If(x) = f(D) =lx +11=lx—1l
denklemi elde edilir ki bu ilk durumdaki denkle-

min aynisidir, tek ¢6ziim olan x = 0 icin f(x)

= —x olmalidir, eger bir x degeri icin f(x) = x

=—x
saglandigindan her x igin f(x) = —x esitliginin sag-
landig1 soylenebilir.
Her iki fonksiyon da aranan sartlar sagladig:
icin sorunun iki ¢oziimu vardir,
f(x) = x ve f(x)

Ikinci ¢oziim: Ilk ¢oziimdeki gibi her x icin

= —X.

If(x)l = Ix] oldugu gozlendikten sonra her x ve y

igin
2 2 a2
f(x)f(y)zlf(x)l +|f(3/)|2 L Ax) =)
kullanilarak her x igin
flx) = f(lx) = f(1)f(x) = f(1)x

olur, yani f dogrusal bir fonksiyon olmak zorun-
dadir. Burada

f(1) =+1
oldugu i¢in

flx)=x
ya da

flx)=—=x

olabilir. Bu iki fonksiyon da istenen sartlar1 sagla-
dig1 i¢in ¢o6ziim kiimesi bu iki fonksiyondur.
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8. Her n > 1 tamsayist i¢in

zn arctan L —arctan(ij
k=1 zkz h n+1

oldugunu gosteriniz (Burada arctan,
tan: (—n/2, —n/2) - R
fonksiyonunun ters fonksiyonudur).

Coziim: Oncelikle

tan x+ tany
tan(x+y)=—————
1—tanxtany
oldugunu kullanarak

x+y

—xy

tan(arctanx +arctany) =

ve dolayisiyla

(x+y]
arctan x + arctany =arctan

1-xy

elde ederiz. Tumevarim kullanacagiz. Esitligin 7z = 1
icin dogru oldugu asikar. Bir 7z > 1 degeri icin dog-
ru oldugunu varsayalim:

n+1 1
k:larcta 2p
= E " arctan(Lj +arctan L
k=1 21 2(n+1)°

1
= arctan(ij +arctan, P
n+1 2(n+1)

n 1

+—
n+1 2(n+1)>
n 1

n+1 20 + 1)

=arctan

2n(n+1)+1
2(n+1)?
2+1)° —n
2n+1)>3

=arctan

(n+DQn2+2n+D]
=arctan

Zn3 + 6n2 +5n+2

=arctan

(n+DQn2+2n+D] (n+1j
2 = arctan
(m+2)2n" +2n+1) n

9. Bir pozitif n tamsayisimn tiim pogzitif tam
bolenlerinin carpimi 249-530 sayisina esittir. Bu n
sayisi bulunuz.

Coziim: Verilen bilgilerden sayinin n = 2a5b
seklinde oldugunu anliyoruz. Pozitif tam bolenleri
soyle bir tablo halinde yazabiliriz:

20.50 20.51 20.56
21.50 21.51 21.5b
2(1..50 2(1..51 2a..5b

Bu tablodaki 2’inci sutunun (i = 0, 1, ..., b ol-

mak Uzere) ¢arpimi
ala+1)

Sj=2 2 slrlr

olur. O halde tiim ¢arpim

ala+1) b(b+1)
(b+1) (a+1)
So-S1-8, =2 2.5 2
olur, bu da
1 bb+1
b+1% Y 40 ve (a41) (;'):30

verir, buradan (esitlikleri taraf tarafa bolerek)
alb = 4/3
cikar. Basit bir denemeyle a = 4 ve b = 3 icin
denklemlerin saglandig1 gorulir. Dolaysiyla ¢6-
zim
n=24353

sayisidir.

10. ABCD ve CXYZ birer karedir (Koseler sa-
atin ters yoniinde swralannugtir). DX ve BZ dogru
parcalari, P noktasinda kesismektedirler. DPZ aci-
st bulunuz.

Coziim: DCX acist DCB ve BCX agilarinin
toplamina, BCZ agist da BCX ve XCZ agilarinin
toplamina esit. DCB ve XCZ acilar esit oldugun-
dan (ikisi de 90 derece) DCX ve BCZ acilar esit.
Diger yandan DC ile BC ve CX ile CZ es uzunluk-
ta. Demek ki DCX tiggeniyle BCZ ticgeni es. Bura-
dan da CDX ve CBZ acilarinin esit oldugu cikiyor.
Yani BPD ve BCD agcilari da esit. Ama BCD agisi
90 derece. Bu da demek oluyor ki BPX acis1 da 90
derece. ¥
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